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131      Der  allgemeine  Gruppenbegriff. 

Die  analytisclie  Natur  der  durcli  eine  homogene  lineare  Differential- 
gleichung  w-ter  Ordnung 

W  ^„W^/^"'  +  P  _i  W2/^"-^^  +  •  •  •  +  P..(^)2/  =  0 

definirten  Functionen  wird,  im  Sinne  der  von  Riemann  in  die  Analysis 
eingefülirten  Principien,  bestimmt  durcli  die  Art  ilires  Verhaltens  in  der 
Umgebung  der  singulären  Stellen.  Wenn  die  Coefficienten  von  (A) 
z.  B.  ganze  rationale  Functionen  sind  und  wenn  wir,  wie  im  achten 
Abschnitte,  mit  fl^^,  a^,  •  •  •  a  die  im  Endlichen  gelegenen  wesentlichen, 
mit  <*  _|_i,  a„  ,  2,  •  a^  die  ausaerwesentlichen  smgulären  Stellen  der 
Differentialgleichung  bezeichnen,  so  beherrschen  wir  vollständig  die 
analytische  Beschaffenheit  des  allgemeinen  Integrals  von  (A),  wenn  wir 
im  Stande  sind,  für  ein  durch  seine  Anfangswerthe  gegebenes  Funda- 
mentalsystem y^jV^T' ' '  Vn  ^6  Fundamentalsubstitutionen  A^,A^j---A 
anzugeben,  die  das  Fundamentalsystem  [^/J  bei  einfachen  positiven  Um- 
läufen der  unabhängigen  Variabein  x  um  die  wesentlichen  singulären 
Stellen  «.,<*_,•••«    erfährt. 

In  der  That  gewährt  uns  die  Kenntniss  dieser  Fundamentalsub- 
stitutionen eine  vollständige  Einsicht  in  den  gesammten  Werthevorrath, 
dessen  die  Elemente  des  Fundamentalsystems  [«/J  in  einem  beliebigen 
Punkte  der  ir-Ebene  fähig  siad. 

Denken  wir  uns  nämlich  die  rc-Ebene  durch  Aussonderung  der 
Punkte  «1,  «jj,  •  •  a  in  einen  (^  -\-  l)-fach  zusammenhängenden  Bereich 
T  und  diesen  durch  q  von  den  Punkten  a^,  a^,  ■  a  nach  dem 
Unendlichen    hin    gelegte    Querschnitte    lj^,\,    •  •  l     wieder   in    einen 

SobleBinger,  niffeTantialgleichiingen,  II  1 
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einfacb  ziisaininenliüiif^onden  Kercicli  7' Vfrutimlrlt.  sm  siuii  iln-  liif«u'iMlr 
ViiVi)     '  Vn  i"iit>i'li"'ll^  ^  eiiidontij,'  (letiTuiiiiirt,  miil  ilfi  tcr-uinrut«'  W  « i'ii' 
vorratli  dieser  Integrale  wird  ei-hiiltcii,  iiulcin  \\\\  auf  die  iniurl«.»!!'   i 
eindeutig  bestimmten  Wortlio  dcrsolbcn    Jilli*   niöüflii'ln-ii    in  du    r««nii 

(1)  S=A^'A'\    ■    .-i^" 
dai-atellbaren  Substitutionen  ujiwondcn,  wo  du- 

alle  Combiuationen  mit  beliebi^^er  WiederlKduuji,^  diT  Zahlen  1.  :.',       j».  «In 

alle  positiven  und  negativen  ganzon  Zahlen  diiri'hlatil'i'n  {MT>;yl  Nr  l*»-. 
Bd.  I,  S.  3(39).     Die  Gesanuntliüit  der  Wcrlhfs^Nte'nn' 

(2)  S[i,J 
geniesst  nun  eine  ansgozoichnete  EigtniNcliaf't, 

Greifen  wir  nämlich  irgend  ein  b»'Ktimiriit'h  iIim-hcIIicu,  ••t\Mi 

heraus,  so  ist  dies  auch  wieder  ein  inui'rluilb  T  i'in«h*utijr  th-tiuntis 
Fundamentalaystem.  Die  zu  douLsell)*-!»  gcliörigcn  KiindiinM-ntiilhul. 
stitutionen  lauten  (vergl.  Nr.  121,  M  J,  H.  4'M^) 

und  der  gesammte  Werthevon-ath  von  A\\t^\  gt-hl.  iiii.s-  dem   ijnu'ilmlb 
T  eindeutig  definii-ten  Wei-thesy.stem  durch  Anwendung  der  Hiibsdlu 
tionen 

(4)  AHA-' 

hervor,  die  aber  in  ihrer  öesammtheit  oilunbar  mit   der  (.'e-anwnlh.-.i 
der  Substitutionen  Ä  identisch  .sind.     AndenTseifs   i.sl    <ier  Wertli.-u.i 
rath  von  ^[2/J   auch  mit  dem  WorthL'vormtii  sm  |,/J   idei.fiM-h.  ^^^^ 
können  also  .sagen: 

Wir  erhalten  allemal  die-st-ibe  (ie.siunml  h-it   v  ..11  W-ifb- 
systemen    (2),    wenn    wjr    auf   ein    beliebiges    de, .selb,  n    di. 
sämmtlichen  Substitutionen  (1)  anwenden. 

Als  Eigenschaft  der  Snbstitiitiuncn  (I)  iäs.st  sirh  .li,  ^  m,  ...,s 
di-ücken,  dass  die  Gomposition  beliebig  m',-!,.,-  diese,-  Sub 
stitutionen  stets  immer  wieder  eine  .schon  im  de,-  (.'..summl 
heit  (1)  enthaltene  Substitution  ergiebl. 

Die   angegebene  Eigen.schaft    de.s    Werthevorralb.s    c')    w,,,]    ,,  „ 
(ralois    dadurch    au.sgedrückt,    da.s.s    m,„i    .s„g( ,    ,bese,-   W  eitliM-nalh 
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bilde  eine  Gruppe;  die  correspondirende  Eigenscliaffc  der  Substitu- 
tionen (1),  die  den  Uebergang  zwiscben  den  einzelnen  „Elementen" 
der  Gruppe  (2)  veiinitteln,  bezeichnet  man  nach  Cauchy,  indem  man 
die  Gesammtbeit  (1)  ein  System  conjugirter  Substitutionen  nennt. 
In  der  neueren  Zeit  wird  diese  letztere  Bezeichnung  seltener  angewandt^ 
man  spricht  gewöhnlich  auch  von  einer  Gruppe  von  Substitutionen. 
Dabei  ist  noch  hervorzuheben,  dass  der  Gruppenbegriff  bei  Galois 
und  Cauchy  nur  für  solche  Zusammenfassungen  von  Werthesystemen 
beziehungsweise  Operationen  vorkommt,  die  wie  die  Permutationen 
einer  endlichen  Anzahl  unbestimmter  Grössen  nur  aus  einer  endlichen 
Anzahl  von  Elementen  bestehen.  Um  die  weitere  Entwickelmig  der 
Gruppentheorie,  besonders  auch  um  die  Darlegung  ihrer  Beziehungen 
zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen,  hat  sich  Herr  C.  Jordan 
bedeutende  Verdienste  erworben.  Allgemein  lässt  sich  der  Gruppen- 
begriff wie  folgt  fassen. 

Man  sagt  von  dem  Inbegriffe  gewisser  Operationen  ro,  co',  oj",  •  ■  • 
sie  seien  einer  Composition  fähig,  wenn  sich  aus  irgend  zweien 
derselben,  etwa  cd,  ©',  in  eindeutiger  Weise  wieder  eine  Operation  bilden 
lässt,  die  dann  als  die  componirte  Operation  coa'  bezeichnet  wird. 
Für  diese  Composition  möge  das  associative  Gesetz 

ca(c3'(o")  =  (a)a)')(n" 

gültig  sein,  während  die  Gültigkeit  des  commutativen  nicht  erforder- 
lich ist 

Wenn  dann  jede  durch  Composition  zweier  Operationen 
der  Gesammtheit  ra,  ra',  ra",  •  •  •   entstehende  Operation    selbst 
in  dieser  Gesammtheit  enthalten  ist,  so  bilden  die  (o,  (o\  co",  •• 
eine  Gruppe. 

Denkt  man  sich  die  Operationen  einer  solchen  Gruppe  £1  auf  ein 
Object  0  angewandt,  so  erhält  man  eine  Reihe  anderer  Objecte 

(5)  coo,    Qj'o,     a'^o, , 

und  es  entstehen  allemal  Objecte,  die  dieser  Reihe  angehören,  wenn 
wir  auf  irgend  em  Object  derselben  die  Operationen  der  Gruppe  an- 
wenden. Wir  werden  uns  nur  mit  solchen  Gruppen  zu  beschäftigen 
haben,  die  so  beschaffen  smd,  dass  zu  jeder  Operation  o  derselben 
eine  Substitution  W  der  Gruppe  gefunden  werden  kann,  die  nach  cd 
auf  das  Object  o  angewandt,  dasselbe  reproducirt,  für  welche  also 

cSoao  ==  0, 
oder  wie  wir  kurz  schreiben  wollen 

(5(0  =  1 

l"' 
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ist  Diese  Operation  ST  =  (o~^  heisst  dann  die  zni  ©  inverse,  und  BT 03 
die  i  dentis  che  Operation  Wenn  die  Gruppe  nur  aus  einer  endlichen 
Anzahl  von  Operationen  besteht,  so  enthält  sie  nothwendig  ku  jeder 
Operation  die  inverse  und  folghch  auch  die  identische  Opei-ation  Für 
eine  aus  unendüeh  vielen  Operationen  bestehende  Gruppe  ist  das  Auf- 
treten der  invei-sen  Operationen  keine  nothwendige  Folge  des  Grn})pen- 
begriffSj,  sondern  es  muss  ausdrücklich  gefordert  werden  Wir  setzen 
im  Folgenden  stets  voraus,  dass  diese  Forderung  erfüllt  sei. 

Dann  enthalt  die  Reihe  (5)  auch  das  Object  0  selbst,  und  sie 
reproducu-t  sich  vollständig,  wenn  wir  auf  irgend  eio  Object  von  (f)) 
die  sämmtliehen  Operationen  der  Gruppe  ß  anwenden. 

Denken  wir  uns  nun  an  Stelle  von  0  ein  anderes  Object  0'  ein- 
geführt, welches  aus  0  durch  eine  gewisse  Operation  ö  heiTorgehen  mjig, 

0'=  £00, 

von  der  übrigens  dahingestellt  bleibt,  ob  sie  der  Gmppe  £i  angehört 
oder  nicht.  Wenden  wir  auf  0  die  sämmtliehen  Operationen  ca  der 
Gruppe  Sl  an,  so  ist 

d  h  der  Anwendung  von  a  auf  0  entspricht  die  Anwendung  der 
Operation 


(OOdCO 


auf  das  Object  0'.  Wir  sagen  von  dieser  Operation,  dass  sie 
aus  03  durch  Transformation  mit  ©  hervorgegangen  sei  (vergl. 
Nr.  31,  Bd.  I,  S.  101).  Die  Gesammtheit  der  aus  aUeu  Operationen 
von  Sl  dui'ch  Transformation  mit  ö  hervorgehenden  Operationen  bildet 
dann  offenbai-  wiedemm  eine  Gmppe  Sl',  sie  bezieht  sich  ebenso  auf 
das  Object  0',  wie  sich  Sl  auf  das  Object  0  bezieht;  wir  nennen  diese 
beiden  Gruppen  Sl,  Sl'  einander  ähnlich  und  sagen  Sl'  gehe  aus  Sl 
dm-eh  Transformation  mit  der  Operation  ©  hervor. 

Mit  Hülfe  dieser  Bezeichaungen  können  wir  die  Eigenschaft  einer 
Gruppe  mit  einander  paarweise  inversen  Operationen  durch  den  Satz 
ausdrücken:  Eine  so  beschaffene  Gruppe  reproducirt  sich,  wenn 
man  dieselbe  mit  irgend  einer  in  ihr  enthaltenen  Operation 
transformirt 

132.   Gruppen  mit  endlioher  Basis.   Gruppe  der  Differentialgleichung. 

U  den  eingangs  angesteUten,  auf  die  Differentialgleichung  (A) 
bezüglichen  Betrach^ngen  ist  das  Object  0  nichts  anderes  wie  das 
J^^indamentalsjstem  [yj,  die  Operationen  a,  sind  die  Substitiitionen,  die 
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dieses  Fundamentalaystem  bei  allen  möglichen  Umläufen  von  x  erfährt, 
die  von  denselben  gebildete  Gruppe  Sl  soU  (vergl.  Nr.  130)  als  die 
Gruppe  der  Differentialgleichung  (A)  bezeichnet  werden. 

Diese  Gruppe  erfüllt  offenbar  die  Forderung,  dass  ihre  Operationen 
paarweise  zu  einander  invers  sind,  denn  mit  jeder  einem  gewissen  Um- 
laufe von  X  entsprechenden  Substitution  8  ist  auch  die  dem  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  beschriebenen  Umlaufe  entsprechende  Substitution 
8~^  in  der  Gruppe  enthalten.  Die  oben  zur  Erläuterung  des  Gruppen- 
charakters herangezogene  Eigenschaft,  dass  die  Gesammtheit  der  Sub- 
stitutionen (4)  mit  der  Gesammtheit  der  Substitutionen  S  selbst  identisch 
sei,  erscheint  also  jetzt  als  Folge  des  Auftretens  der  zu  jeder  Sub- 
stitution inversen  in  der  Gruppe  ß. 

Wählen  wir  an  Stelle  von  \jf  ]  ein  anderes  Fundamentalsystem 
\ß  ],  welches  mit  \y  ]  durch  die  Substitution 

w = ^w 

verbiüpft  ist,  so  erfährt  [äJ  bei  den  Umläufen  von  x  die  Substitutionen 
der  aus  Sl  dui-ch  Transformation  mit  B  entstehenden  Gruppe,  die  wir 
durch  das  Symbol 

darstellen  wollen,  und  die  also  ebensowohl  wie  £1  selbst  als  die  Gruppe 
der  Differentialgleichung  (A)  angesehen  werden  kann. 

Man  kann  auch  die  Gesammtheit  der  Umläufe,  die  die  Variable  x 
in  der  Fläche  T  vollzieht,  als  eine  Gruppe  ansehen,  wenn  man  einen 
solchen  Umlauf  als  Operation  auffasst,  die  auf  einen  Punkt  x  der  Ebene, 
der  dann  als  Object  fungirt,  ausgeübt  wird.  Man  kann  dann  sagen, 
die  zu  dem  Fundamentalsystem  [yj  gehörige  Gruppe  ß  sei  aus  dieser 
Gruppe  der  Umläufe  transformirt  mittelst  einer  Operation,  die  darin 
besteht,  dass  wir  das  Werfchesystem  der  [yj  berechnen,  welches  zu  dem 
Punkte  X  der  Ebene  gehöi-t.  Diese  Operation  ist  also  nichts  anderes 
wie  die  Integration  der  Differentialgleichung  (A). 

Die  Gmppe  der  Umläufe  sowohl,  wie  die  aus  den  Substitutionen 
(1)  gebildete  Gnippe  Sl  besitzt  aber  noch  eine  ausgezeichnete  Eigenschaft. 

Wir  erhalten  nämlich  alle  Substitutionen  dieser  Gruppe,  wenn  wir 
die  Q  Fundamentalinibstitutionen  der  Differentialgleichung  und  ihre  in- 
versen auf  alle  möglichen  Arten  mit  einander  componiren,  ebenso  ent- 
steht die  Gruppe  der  Umläufe  von  x  innerhalb  T  durch  wiederholte 
Ausführung  der  einfachen  positiven  und  negativen  Umkreisungen  um 
die  Punkte  a^,  a^,  •    ■  a  . 

Allgemein  können  wir  uns  vorsteEen,  dass  man  von  einer  gewissen 
endlichen  Anzahl  von  Operationen 
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(6)  _  Oj,     «3,  •  •  •  % 

atisgeM  und  diese  auf  alle  mögliclieii  Arten  mit  einander  componii*t; 
die  Gesammtheit  der  auf  diese  Weise  entstehenden  Operationen  bildet 
dann  offenbar  eine  Gruppe  Wenn  in  dem  Systeme  (6)  zu  jeder  der 
darin  yorkommeuden  Operationen  auch  ihre  inverse  enthalten  ist,  so 
genügt  die  aus  (6)  entspringende  Gi-nppe  der  Forderung,  dass  üu-  auch 
die  inversen  Operationen  sämmtücher  in  der  Gruppe  vorkommenden 
Operationen  angehören.  Es  kann  aber  die  Gi*uppe  diese  Fordenmg 
erfüllen,  auch  ohne  dass  das  System  (6)  die  inversen  Operationen  aller 
darin  vorkommenden  ©^  (3<  =  i,2,  i>)  in  sieh  schliesst;  dieser  Fall  tritt 
nämlich  ein,  wenn  z.  B.  die  zu  einem  gj^  inverse  Operation  (oj  durch 
Composition  der  Operationen  (6)  eraeugt  werden  kann. 

Wenn  eine  Gruppe  durch  Composition  aus  dem  Systeme  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Operationen  entspringt,  so  nennen  wir  dieses  System 
eine  Basis  oder  ein  vSystem  erzeugender  Operationen  der  Gruppe, 
und  sagen  von  der  Gruppe  selbst,  sie  besitze  eine  endliche  Basis. 
Die  Basis  einer  solchen  Gruppe  ist  nicht  eindeutig  bestimmt,  sondeni 
es  kann  verschiedene  Systeme,  die  ihrerseits  eine  verschiedene  Anzahl 
von  Operationen  enthalten  können,  geben,  welche  als  Basis  aufgefasst 
dieselbe  önippe  erzeugen.  Hat  man  eine  Basis  vorgelegt,  so  kann 
fheselbe  überflüssige  Elemente  enthalten,  indem  nämlich  einzelne  in 
der  Basis  auftretende  Operationen  schon  durch  Composition  der  übrigen 
erzeugt  werden  können.  Enthält  die  Basis  kein  in  diesem  Sinne  über- 
flüssiges Element,  so  wollen  wir  sie  eine  reducirte  Basis  nennen. 

Für  die  Gruppe  der  Differentialgleichung  (A)  erhalten  vrir  also 
stets  eine  Basis,  wenn  wir  ein  System  von  Fundamentalsubstitutionen 
nebst  ilu'en  inversen  betrsichten  Ist  der  Punkt  a?  =  cxj  eine  wesent- 
liche singulare  Stelle  von  (A)  und  bezeichnet  A^  die  Substitution, 
welche  das  Fmidamentalsystem  [?/  ]  bei  einem  einfachen  positiven  Um- 
laufe von  X  um  den  imendlioh  fernen  Punkt  erfährt,  so  bilden  auch 
die  9  +  1  Substitutionen 

(7)  A.  A,  •  •  \ 

eine  Basis  der  Gruppe  der  Differentialgleichung,  denn  da  (vergl  Nr.  122) 


ist,  so  hat  mau 


X  Ä+l  (I        0        1  K— 1 


Ist  a;  =  oo  keine  wesentliche  singulare  Stelle,  also  ^^  =  1,  so  bilden 
die  p  Pundamentalsubstitutionen  selbst  schon  eine  Basis     Wir  bemerken 
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aber  gleich,  liier,  dass  die  Basis  (7),  auoli  wenn  Ä^  nicht  die  identisciie 
Substitution  bedeutet,  nicht  notbwendig  eine  reducirte  sein  musa. 

Wir  hatten  den  allgemeinen  Gruppenbegriff  formulirt,  nachdem 
wir  an  der  Q-esammtheit  der  Substitutionen,  die  ein  Fundamentalaystem 
bei  allen  möglichen  Umläufen  der  unabhängigen  Variabein  erfährt,  den 
Gruppencharakter  beobachtet  hatten.  Die  Gesammtheit  dieser  Sub- 
stitutionen, die  Gnippe  der  Differentialgleichung,  kann  nun  auch  auf- 
gefasst  werden  als  der  Inbegriff  aller  linearen  Substitutionen,  die  ein 
Fundamentalsystem  mit  seinen  sämmtlichen  Zweigen  verknüpfen  Wenn 
wir  jetzt  allgemein  den  Inbegriff  aller  Substitutionen  betrachten,  die 
ein  beliebiges  Fundamentalsystem  nicht  nur  in  seine  Zweige,  sondern 
überhaupt  in  alle  anderen  möglichen  Fundamentalsysteme  überführen, 
so  gelangen  wir  zai  einer  neuen  Gruppe,  die  in  ihrem  Charakter  von 
der  Gruppe  Sl  der  Differentialgleichung  wesentlich  verschieden  ist 

Der  Uebergang  von  [j/J  zu  einem  beliebigen  anderen  Fundamental- 
systeme wird  vermittelt  durch  die  allgemeinste  lineare  Substitution 

» 

(8)  y'.^^^uVrc       «'  =  ^'2'     "); 

x  =  l 

deren  Coefficieiiten  willkürliche  nur  der  Ungleichheitsbedingung 

(9)  |a^^|4=0        («.»«  =  1,2,     «) 

unterworfene  Constanten  sind.  Die  Gesammtheit  aUer  dieser  linearen 
Substitutionen  bildet  offenbar  auch  eine  Gnippe,  da  die  Composition 
zweier  derselben  wieder  eine  lineare  Substitution  mit  nicht  verschwin- 
dender Determinante  liefert  Diese  Gruppe  enthält  auch  die  identische 
Substitution,  und  ihre  Operationen  sind  paarweise  invers,  überdies  ent- 
hält sie  natüi'lich  auch  sämmtliche  Operationen  von  ß,  oder  wie  wir 
sagen  wollen,  sie  enthält  die  Gruppe  Sl  selbst.  Es  besteht  aber  zwischen 
der  Natur  der  Gruppe  ß  und  der  der  Gruppe,  die  durch  die  Gesammt- 
heit der  Substitutionen  (8)  gegeben  wird,  ein  tiefgreifender  Unterschied; 
um  denselben  darzulegen,  müssen  wir  an  einige  einfache  Begiiffe  der 
Functionenlehre  erinnern. 


133.   Allgemeines  über  Funktmengen.     Abzahlbare  und 
oontinuirliolie  Gruppen. 

Betrachtet  mau  eine  endliche  Anzahl  von  complexen  Veränder- 
lichen Xy,  JJg,  ■  •  x^,  so  soll  ein  System  von  Werthen  dieser  Veränder- 
lichen als  ein  Punkt  oder  eine  Stelle  bezeichnet  werden  Die  Ge- 
sammtheit aller  Stellen,  die  einer  gewissen  Definition  gemäss  bestimmt 
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werden,  fassen  wir  in  den  Begriff  einer  Punktmenge  P  zusammen. 
Unter  der  Umgebung  einer  Stelle  (a^,  %,  •  "  «J  verstehen  wir  die 
Gesammtheit  aJler  Stellen  (rr^,  a?^,  •  •  •  a;^),  für  welche 

wo  d  eine  bestimmte  positive  reale  Grrösse  bedeutet;  oder  wenn 

^j«  '^  K  +  ^^xJ     ^x  '^  %  "J"  **x"  ^^  =  1-  s.  •    ») 

gesetzt,  und  unter  den  x^,  x^',  aj,  a^'  reale  Grössen  verstanden  werden, 
so  kann  als  die  Umgebung  der  Stelle  (a^,  a^,  •  •  •  aj  auch  die  Ge- 
sammtheit  derjenigen  Stellen  (x^,  x^,  ■  •  •  ocj  definirt  werden,  für  welche 

x  =  l 

wo  Q  eine  positive  reale  Grösse  bedeutet. 
Man  sagt  von  einer  Stelle 

sie  liege  innerhalb  einer  gewissen  Punktmenge  P,  wenn  nicht  nur  x 
selbst,  sondern  auch  jede  Stelle  in  einer  gewissen  Umgebung  von  x 
der  Pimktmenge  angehört;  ebenso  sagt  man,  die  Stelle  x  liege  ausser- 
halb der  Punktmenge  P,  wenn  weder  x  noch  die  Stellen  einer  gewissen 
Umgebung  von  x  zm*  Punktmenge  P  gehören. 

Eine  Stelle  x  heisst  eine  Grenzstelle  von  P,  wenn  sich  in  jeder 
noch  30  kleinen  Umgebung  von  x  Stellen  befinden,  die  der  Punkt- 
menge P  angehören.  Von  einer  Grenzstelle  bleibt  es  dahingestellt,  ob 
sie  selbst  zur  Punktmenge  gehört  oder  nicht. 

Es  kann  Punktmengen  geben,  die  keine  einzige  innerhalb  der- 
selben gelegene  Stelle  besitzen,  solche  Punktmengen  heissen  discrete 
(Punktmengen).  Dagegen  besitzt  jede  aus  unendlich  vielen  Punkten 
bestehende  Punktmenge  nothwendig  Grenzstellen.  Die  Gesammtheit 
der  Grenzstellen  einer  Punktmenge  P  bildet  ihrerseits  wieder  eine 
Punktmenge,  die  man  nach  Herrn  G.  Cantor  die  erste  Ableitung 
der  Punktmenge  P  nennt  und  durch  P'  bezeichnet.  Wenn  jeder  Pimkt 
der  ersten  Ableitung  P'  selbst  zu  P  gehöi-t,  so  heisst  P  eine  abge- 
schlossene, im  entgegengesetzten  Falle  eine  unabgeschlossene 
Punktmenge. 

Ist  P  eine  abgeschlossene  Punktmenge,  so  liegt  jeder  nicht  zu  P 
gehörige  Punkt  Ä  ausserhalb  P.  Es  giebt  also  eine  gewisse  Umgebung 
von  A,  die  so  beschaffen  ist,  dass  auch  kein  Punkt  dieser  Umgebung 
zu  P  gehört.  Nimmt  man  diese  Umgebung  möglichst  gross,  so  be- 
zeichnet man  sie  als  die  absolute  Umgebung  von  A  in  Bezug  auf  P. 
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Sei  A^  ein  Punkt  der  absoluten  Umgebung  von  A,  so  liegt  auch  A^ 
ausserhalb  P  und  besitzt  folghch  ebenfalls  eine  bestimmte  absolute 
Umgebung;  sei  Al^  ein  Punkt  dieser  absoluten  Umgebung  von  A^^,  so 
Hegt  auch  A^  ausserhalb  P  u.  s  w  Von  der  Gesammtheit  der  Punkte, 
zu  denen  man  auf  diese  Weise  von  A  ausgehend  gelangen  kann,  sagt 
man,  sie  hängen  mit  A  zusammen.  Diese  Q-esammtheit  bildet  ein 
Continuum.    Man  kann  das  Continuum  auch  wie  folgt  definiren. 

Jede  aus  lauter  inneren  Punkten  bestehende  Punktmenge,  die  so 
beschaffen  ist,  dass  sich  zwischen  irgend  zwei  Punkten  derselben  eine 
endliche  Anzahl  von  Punkten  so  einschalten  lässt,  dass  jeder  dieser 
Punkte  in  der  Umgebung  des  vorhergehenden  liegt,  d.  h  mit  anderen 
Worten,  jede  aus  lauter  inneren  Punkten  bestehende  Punktmenge,  deren 
sämmtüche  Stellen  unter  einander  zusammenhängen,  bildet  ein  Con- 
tinuum. 

Eine  aus  lauter  inneren  Punkten  bestehende  Punktmenge,  oder, 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Gesammtheit  aller  Stellen,  die  nicht 
zu  einer  gewissen  abgeschlossenen  Punktmenge  P  gehören,  zerfäUt  in 
eine  endliche  oder  unendliche  Anzahl  von  Continuis,  von  denen  man 
sagt,  sie  seien  durch  die  Punktmenge  P  begrenzt.  Ueberhaupt  heisst 
ein  jedes  Continuum,  welches  nicht  aus  der  ö-esammtheit  aller  Punkte 
(x^,  x^,  ■  icj  besteht,  ein  begrenztes,  und  zwar  ein  abgeschlossenes 
oder  unabgeschlossenes,  je  nachdem  seine  Q-renzstellen  dem  Con- 
tinuum hmzugezählt  werden  oder  nicht*)  Bei  Festhaltung  der  vorhin 
gegebenen  Definition  des  Continuums  ist  also  stets  ein  unabgeschlos- 
senes Continuum  gemeint. 

Die  Gresammtzahl  der  Stellen  einer  complexen  Variabein  ic,  an 
denen  sich  em  System  von  n  monogenen  Functionen  y^{x),  y^(fc),  ■  •  •  2/„(^) 
dieser  Variabein  bestimmt  verhält  (Nr  7,  Bd.  I,  S.  16)  bildet  ein  im 
Allgemeinen  unabgeschlossenes  Continuum,  welches  von  den  Unbestimmt- 
heitssteUen  jener  Functionen  begrenzt  wird;  die  Q-esammtheit  der  Stellen, 
wo  sich  jene  Functionen  regulär  verhalten,  bildet  stets  ein  unabge- 
schlossenes Continuum,  dessen  Begrenzung  von  der  Punktmenge  der 
smgulären  Stellen  gebildet  wird 

Wenn  man  die  Elemente  einer  irgendwie  definirten  Menge  P  so 
anordnen  kann,  dass  jedes  Element  dieser  Menge  einer  der  Zahlen 
1,  2,  3,  •  •  •  eindeutig  zugeordnet  erscheint,  so  sagt  man,  die  Menge  P 
sei  abzahlbar.  Ein  Continuum  kann  niemals  eine  abzählbare  Punkt- 
menge bilden,  sondern  jede  abzählbare  Punktmenge  ist  discret 


*)  Wir  machen  ausdrücklich  auf  den  Unterschied  zwischen  „Grenzstellen" 
und  „Punkten  der  Begrenzung"  aufmerksam. 
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Hat  man  ein  System  von  n  monogenen  Functionen 

einer  compleien  Variabein  x  und  betraclitet  dio  GosjniinitluM't  iNm- 
Wei-thesysteme  oder  Punkte  (y^,  ij^,  •  •  «/„),  die  zu  oinoin  rfffuliin'ii 
Werthe  x  der  unabhängigen  Yariabolu  gehören,  so  ist  dii«  von  dicscM 
Wertheaystemen  gebildete  Punktmenge  JP  stets  ahzäldlmr,  wenn  sicli 
das  von  dea  regulären  Stellen  der  Functionen  y^(:v\  !/,{.r),  ■  jfj-'') 
in  der  aj-Ebene  gebildete  Oontinuum  diu-ch  eine  ftl)ziUill>}iro  Mi'n^n»  v<tn 
Querschnitten  ?i,  Zg,  Zg,  •  ••  in  ein  ointacli  zusammojihän^nnuk's  T 
verwandeln  lässt,  innerhalb  dessen  dio  Functionen  i/^{iv),  //„(.'c"),  •  •  .V„l.'') 
eindeutig  definirt  sind. 

Wir  wollen  diesen  Satz  nm*  in  dem  für  uns  nlloiii   in    Hclraclif 
kommenden  Falle  beweisen,  wo  die  Anzahl  der  Quorachnitti«  Ij,  1^,  •  - 
eine  endliche  ist.    Sei  q  diese  Anzahl,  dann  onistoht  also  jedes  S,\sl('in 
von  Zweigen  der  Fimctionen  y^ix),  lJ^{j),  ■  •  -  y,^{^)  nw  t'iju'in  Mdchi'ii 
innerhalb  T  eindeutig  definirten  Systeme,  indem  man  ./;  VVcj^c  licsrhrel- 
ben  lässt,  die  die  Querschnitte  beliebig  oft  und  in    Woliobi^rer  Au  lein 
andei-folge  überschreiten.    Wir  betrachten  zwei  Wogo  von  ./•,  die  duieh 
stetige  Deformation  innerhalb  Taus  einander  li«vvorg(*lu)n,  als   uieht 
verschieden  und  bezeichnen  mit  (o^  einen  von  sc  an.sgelieiiden  gesehlns 
senen  Weg,  der  den  Querschnitt  l^  einmal  in  i)ü.sitivom  Sinne   über- 
schreitet, mit  (o~^  den  in  entgegengesetztem  Sinne  dnrt'hlaufeneii  We^r  (,, 
Bann  bildet  die  Gesammtheit  aller  für  dio  Foi-tfiot/ung  unsere.s  Kimi« 
tionssystems  in  Betracht  kommenden  ge.sehlossouGin  We^re   von  ./■  eine 
Gruppe  (vergl  IsTr.  132,  S.  6),  fiü-  welche  die  2q  O])ej-ationen 


(0  U  =  1,  S,  .     (.) 


eine  Basis  darstellen.  Wenn  wir  nachweisen,  da.ss  flie  (iesmmnthejf 
der  Operationen  dieser  Gruppe  Sl  eine  ab/;ähl})arc  Mon^O'  ist,  so  ist 
damit  auch  unser  Satz  bewiesen 

Wir  führen  diesen  Nachweis,  indem  wir  uiuo  Methode  jin^rohen,  iiiii 
Hülfe^  deren  sich  die  Opei-ationen  der  Gmppo  ß  den   ganzen   Z.ililei, 

^;^>^j eindeutig  zuordnen  latsson.    Jede  Operation  von  Si  lils.st 

sich  in  der  Form 

darstellen,  wo  «,  ^,  . .  i;  Zahlen  der  Reihe  1,  2,  •  •  p  hedenton  ^nn 
denen  nicht  zwei  unmittelbar  aufeinander  folgende  einander  glei.-h  sin.i, 
während  die  X^,  A^,  . . .  ^^  ü-gendwelche  ganzzahligo  positiv.^  oder  neirn- 
tive  Werthe  haben     Man  nennt  die  Summe 

N  +  M+  ■■  +  \K\ 
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das  Gewi  eh.  t  der  Operation  ro.  Wir  denken  uns  nun  zunächst  die 
Operationen  von  ß  nach  Classen  geordnet,  so  dass  in  einer  Classe  alle 
Operationen  mit  demselben  Gewicht  vereinigt  sind;  die  Anzahl  der 
Operationen  innerhalb  einer  Classe  ist  dann  eine  endliche,  wir  können 
dieselben  also  in  einer  bestimmten  Reihenfolge  anordnen.  Durch,  die 
Anordnung  der  Classen  einerseits  nach  der  wachsenden  Höhe  der 
Gewichte,  und  die  Anordnung  der  Operationen  innerhalb  einer  Classe 
andererseits,  ist  aber  die  gesammte  Anordnung  aller  Operationen  der 
Gruppe  iß  gegeben. 

Wir  sagen  von  einer  Gruppe  überhaupt,  sie  sei  eine  abzählbare, 
wenn  die  Menge  ihrer  Operationen  eine  abzählbare  ist;  die  eben  durch- 
geführte Betrachtung  lehrt,  dass  jede  Gruppe,  die  eine  endliche  Basis 
hat  (Nr.  132,  S.  6),  eine  abzählbare  Gruppe  ist.  Die  Bezeichnung  ab- 
zählbare Gruppe  ist  nur  als  Abkürzung  für  das  schwerfällige  aber 
genauere:  „Gruppe  einer  abzählbai-en  Menge  von  Operationen"  anzu- 
sehen, ebenso  wie  man  eine  Gruppe,  deren  Operationen  nur  in  endlicher 
Anzahl  vorhanden  sind,  schlechtweg  eine  endliche  Gruppe  nennt. 

Kehren  wir  zu  der  Beti'achtune  der  Gruppe  ü  von  linearen  Sub- 
stitutionen zurück,  dui'ch  deren  Operationen  ein  Fundamentalsyslem 
Vii  Vv  ' '  Vn  ^^^  Differentialgleichung  (A)  mit  seinen  sänuntlicheii 
Zweigen  verknüpft  ist,  so  können  wir  sagen: 

Die  Gruppe  ß  unserer  Differentialgleicbung  (A)  ist  eine 
abzählbare. 

Hierzu  ist  noch  Folgendes  zu  bemerken. 

Wenn  wir,  der  bequemeren  Ausdrucksweise  wegen,  die  complexen 
Grössen  y^,  y^,  •  ■  y^^  als  die  Coordinaten  eines  Punktes  oder  einer 
Stelle  in  der  complexen  w-fachen  Mannigfaltigkeit  auffassen,  so  wird  m 
dieser  Mannigfaltigkeit  dadurch,  dass  wir  für  die  y^^,  y^,  •  y^  ein 
Fundamentalsystem  unserer  Differentialgleicbung  (A)  nehmen,  ein  ein- 
dimensionales Gebilde,  oder  wie  man  sich  auch  ausdi-üokt,  ein 
Gebilde  (w  —  1)*"  Stufe  jäxirt.  Wir  wollen  dieses  Gebilde  als  ein 
Integralgebilde,  oder  wohl  auch  als  eine  Integralcurve  [yj  be- 
zeichnen und  sagen,  das  zu  emem  regulären  Punkte  x  gehörige  Werthe- 
system  des  Fundamentalsystems  [^J  stelle  einen  Punkt  dieser  Integral- 
curve dar. 

Durch  die  Substitutionen  der  Gruppe  Sl  wird  dann  jeder  Punkt 
der  Integralcurve  [y  ]  in  eine  Reihe  gewisser  anderer  Punkte  derselben 
Cui-ve  transformirt,  und  die  so  auf  der  Integralcurve  entstehende  Punkt- 
menge ist  eine  abzählbare 

Bezeichnet  ^^,  t,^,  •  •  t,^  irgend  eine  Stelle  der  M-fachen  complexen 
Mannigfaltigkeit,  so  können  wir  offenbar  durch  diesen  Punkt  unzählig 
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viele  Integralcui-ven  hindurchlegen,  sofern  niclit  alle  §^  (x=  J. 
Niül  sind,  d.  h.  falls  der  betrachtete  Punkt  niclit  der  Kf 
Wir  haben  zu  dem  Ende  nur  ein  Fundamentalsystem  g^,  ^; 
zustellen,  dessen  Elemente  in  einem  noch  beliebig  zu  wähl 
lären  Punkte  x  =  Xq  die  Werthe 

annehmen;  solcher  Fundamentalsysteme  giebt  es  dann  noc. 
viele,  da  ja  für  die  (w  —  1)  ersten  Ableitungen  der  g^  im  Pui 
noch  willkürliche  Werthe  vorgeschrieben  werden  können. 
Wenn  für  das  Fundamentalsystem  \g^ 

W  =  -BW 
ist,  wo  B  eine  lineare  Substitution  bedeutet,  so  transformir 
stitutionen  der  Q-ruppe 

BSIB~^ 
jeden  Punkt  der  Integralcurve  \g^  in  eine  Reihe  von  Punkt* 
wieder  eine  abzählbare  Punktmenge  bilden,  und  ebenso  ist 
menge,  welche  aus  irgend  einem  Punkte  der  Integralcurve 
die  Substitutionen  der  Gruppe  ^  selbst  hervorgeht,    eine 
Die  Substitutionen  von  Sl  erzeugen  also  nicht  nur  aus    d 
der  Integralcurve    \jj  ],    sondern   ebenso    auch    aus   jedem 
anderen  Punkte  der  complexen  «-fachen  Mannigfaltigkeit  — 
punkt  ausgeschlossen  —  eine   abzählbare   Menge  von  Puri 
liegen    aber    nicht    immer    mit    dem    Ausgangspunkte    aui 
Integralcurve. 

Die  Substitutionen  (8),  deren  Coefficienten  der  Ungl< 
(Nr.  132,  S.  7)  Genüge  leisten,  sind  so  beschaffen,  dass  mai 
derselben  von  jeder  Integralcurve  zu  jeder  anderen  überg 
Man  kann  demnach  durch  die  Operationen  der  von  der  G 
der  Substitutionen  (8)  gebildeten  Grappe  auch  aus  jedem, 
complexen  w-fachen  Mannigfaltigkeit  —  den  Nullpu-nkt  i 
geschlossen  —  jeden  beliebigen  anderen  Punkt  dieser  Mam 
und  somit  ein  Continuum  von  Punkten  erzeugen.  Diese 
also  jedenfalls  nicht  abzählbar,  man  sagt  von  derselb 
continuirlioh. 


Zweites  Kapitel. 

134.   Begriff  der  oontmuirliolieii  Transfonuationsgrappe. 

Die  Tteorie  der  continuirliclien  Gruppen  ist  in  der  neueren  Zeit 
besonders  von  Hen'n  Lie  ausgebildet  und  mit  der  Theorie  der  Differen- 
tialgleicliungen  in  enge  Beziehung  gesetzt  worden.  Wir  werden  im 
Folgenden  einiges  aus  den  Grundlagen  der  Lie'scben  Theorie  zu  ent- 
wickeln haben  lind  machen  uns  darum  zunächst  mit  den  bauptsäch- 
licheu  Bezeichnungen,  deren  sich  Herr  Lie  bedient,  bekannt. 

Ist  em  System  von  n  Functionen  f^  (x  =  i,8,  n)  der  n  veränder- 
licben  Grössen  Vd  V^t  ' ' '  %  gegßl^ön,  welches  überdies  noch  von  ge- 
wissen ebenfalls  veränderlichen  Parametern  p^^,  p^,  •  •  p^  abhängt,  so 
definiren  die  Gleichungen 

(10)  n^  =  fM^%r'    ^Ji'i^i'a»'      Pi)  =  fMl^ 

(X  =  1,  2,         n) 

eine  Transformation  der  [t^J  in  die  [^J,  wenn  wir  uns  die  p^,p^j •  p^ 
fest,  und  eine  continuirliche  Scbaar  von  Transformationen, 
wenn  wir  uns  die  Parameter  veränderlich  denken. 

Damit  es  möglich  sei,  die  [i^J  aucb  umgekehrt  durch  die  [-^J 
dai-zustellen,  d.  h  also  damit  die  Gleichungen  (10)  eine  Auflösung  nacb 
den  i^jLJ  ^i?  • '  ■  ^  ziJiasseiij 

(11)  \  =  K^\,%,"    ^Ji'i^-Ps»    •    -Pr)^ 

(X  =  1,  2,        «) 

ist  bekanntlich  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  Functional- 
detenninante 

^  (x,i=l,2,-      «) 

nicht  identisch  verschwindet. 

Die  n  Functionen  f^  hängen  von  den  r  Parametern  p^,  p^,  ■  ■  p^ 
wesentlich  ab,  d.  h.  sie  lassen  sich  nicht  als  Functionen  von  weniger 
als  r  Functionen  der  j)^,  p^,  •  p^  darsteUen,  wenn  sie  nicht  sämmt- 
lich  einer  pai-tiellen  Differentialgleichung  von  der  Form 


14  IX    Allgemeine  G^ruppentheorie,   Kapitel  2 

»  =  1 

genügen,  deren  Coefficienten  q)^  blosse  Functionen  der  p^,  p.^,  •  p, 
sind.  Denn  damit  eine  Function  /"(p^,  p^,  •  •  •  p,)  der  r  Q-rösseu  p^ 
nur  von  r  —  q  Functionen  dieser  Grössen 

QxiP,,      '  Pr)         (^  =  ^'^-     '■-4') 
abhängt,  d.  b    in  der  Form 

KPu  •    ■  Pr) -=  ff(2i,  ■  • '  dr-^) 
darstellbar  sei,  ist  erforderlich,  dass  /"(jJj,    •    jpj  die  ^  Gleichungen 

(12)  y<PnOPvPi'    'Pr)-8J'^^        f^^i'^'     ?> 

eifüllt,  wo  die  ^xiSu  Pv  '  '  Pr)  "'^olilhestimmte  Functionen  ihrer 
Ai'gumente  bedeuten,  die  sich  aus  den  Deteianinanten  des  rechteckigen 
Systems 

in  einfacher  Weise  zusammensetzen. 

Bemerken  wir  gleich,  dass  wenn  f(j)^,  •  •  •  p^)  auch  nicht  als  Func- 
tion von  weniger  als  r  —  q  Fimctionen  der  p^,  •  •  p^  «iargestellt  wer- 
den kann,  keine  von  den  Gleichungen  (12)  unabhängige  lineai-e  iDartieUe 
Differentialgleichung  deraelben  Form  durch  fijp^j  ' ' '  p)  befiiedigt 
werden  dai-f,  so  dass  also  in  diesem  Falle  die  Gleichungen  (12)  ein 
sogenanntes  vollständiges  System  bilden  müssen;  wir  kommen 
später  auf  den  von  Jacobi  und  Glebsch  herrührenden  BegriflF  des 
vollständigen  Systems  noch  ausführlicher  zurück 

Es  mögen  in  den  Gleichungen  (10)  die  r  Parameter  p^,  p^,  •  -  •  p 
wesentliche  sein.     Seien 

%^fMP')  .       ,      ^^       , 


irgend  zwei  Transformationen  der  Schaar  (10);  denken  wir  uns  die- 
selben hintereinander  ausgeführt,  d.  h.  bilden  wir 

(13)  -,yf=/;(^'|/')       (.=M.  .„), 

so  werden  die  Transformationen  der  Schaai-  (10)  eine  Gruppe  büden, 
wenn  die  componirte  Transformation  (13)  allemal  auch  der  Schaar 
selbst  angehört,  d.  h.  wenn  man  hat 


13ß.  Die  aUgememe  lineare  Gruppe  15 

wo  die  p^^^j  p^^\  ■ .  •  p^^^  woMbestimmte  Functionen  der  p^\  p^,  •  p^', 
P\'>  P^"}  ' '  Pr"  ^^^^'  Ibisse  Gruppe  heisst  dann  nacli  Herrn  Lie  eine 
r-gliedrige  continnirliche  Transformationsgruppe,  und  es 
stellen  dann,  wie  leicht  einzusehen  ist,  auch  die  durch  Auflösung  der 
Gleichungen  (10)  entstandenen  Gleichungen  (11)  eine  r-ghedrige  con- 
tinnirliche Transformationsgruppe  dai-.  Wenn  insbesondere  diese  letz- 
tere Gruppe  mit  der  ursprünglichen  identisch  ist,  so  enthält  also  die 
durch  die  Gleichungen  (10)  dargestellte  Gruppe  zu  jeder  ihrer  Trans- 
formationen auch  deren  inverse,  sie  besteht  aus  paarweise  inversen 
Transformationen,  und  enthält  folglich  auch  die  identische  Trans- 
formation 

nx  =  %         ("  =  1.2,      «). 

Mit  Benutzung  dieser  Terminologie  können  wir  also  sagen:  Die 
Gleichungen  (8)  (S.  7)  stellen  uns  (falls  die  a  ^  durch  die  Unglei- 
chung (0)  beschränkt  werden,  was  wir  im  Folgenden  stets  stül- 
achweigend  voraussetzen,  wenn  mcht  das  Gegentheil  ausdrücklich  her- 
vorgehoben wird)  eine  n  -güedrige  continnirliche  Transformationsgmppe 
L  mit  paarweise  inveraen  Transformationen  dar. 

An  dieser  Gruppe,  der  sogenannten  allgemeinen  (homogenen) 
linearen  Gruppe  von  n  Veränderlichen,  lassen  sich  einige  der 
fundamentalen  Begriffe,  deren  Einführung  man  Herrn  Lie  verdankt,  in 
besonders  einfacher  Weise  erläutern;  wir  brauchen  die  Gruppe  L  zu 
diesem  Zwecke  nur  mit  den  Bntwickelungen  des  zweiten  Abschnittes 
in  Verbindung  zu  setzen. 


135.   Die  allgemeine  lineare  homogene  Gruppe.     Erweiterung. 
Differentialinvarianten.     Infinitesünale  Transformation. 

Indem  wir  vorläufig  von  der  Differentialgleichung  (A)  mit  i-atio- 
nalen  Coefficienten  abstrahiren,  betrachten  wir,  wie  in  der  Nr.  14,  die 
Vv  Vv  '  ' '  Vn  ^'^  irgendwie  gegebene  monogene  Functionen  von  x, 
zwischen  denen  keine  homogene  lineare  Beziehung  mit  von  x  unab- 
hängigen Coefficienten  besteht 

Die  homogene  lineare  Differentialgleichung 

(1)  (- 1)"D(2/,  2/„  2/„  •      2/J  =  0, 

der  (vergl.  Nr.  14)  die  y^,  y^,  •  y  Genüge  leisten,  wird  dann  auch 
durch  alle  Functionen  [lyj  befriedigt,  die  aus  den  [i/J  durch  die  Trans- 
formationen der  Gruppe  L  hervorgehen,  und  wir  wissen  überdies,  dass 
die  Coefficienten  von  (1),  d.  h,  die  Determinantenquotienteii 
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absolut  ungeändert  bleiben,  wenn  wii-  auf  die  [yj  irgend  eine  Trans- 
fonnation  der  Gnippe  L  ausüben,  d  li.  wenn  wir  das  Fundamental- 
system  [2/J  dui-ch  irgend  ein  anderes  Fundamentalsystem  [??J  eraetzen. 
Diese  Determinantenquotienten  sind  also  Invarianten  und  zwar  Diffe- 
rentialinvarianten n**'  Ordnung  unserer  Gruppe  L,  weil  sie  nicht 
nm-  die  Grössen  [«/J  selbst,  sondern  audb.  noch  deren  Ableitungen  bis 
zur  M*««^  Ordnung  enthalten.  Aus  dem  in  der  Nr.  15  bewieseneu 
Appell'schen  Satze  folgt,  dass  jede  rationale  Function  der  [yj  und 
ihrer  Ableitungen,  die  bei  den  Transformationen  von  L  ungeändert 
bleibt,  d  h.  also  jede  Differentialinvariante  der  Gruppe  L,  als  rationale 
Function  der  «,,  «^,  •  •  •  19  und  ihrer  Ableitungen  dargestellt  werden 
kann.  Es  werden  also  die  n  Detei-minantenquotienten  als  ein  System 
unabhängiger  Differentialmvarianten  von  L  bezeichnet  werden 
müssen. 

Wir  können  aber  die  Gruppe  L  leicht  durch  eine  andere  ersetzen, 
für  welche  die  Ausdi*ücke  (2)  nicht  mehr  Differentialinvarianten,  son- 
dern wirkliche  Invarianten  sind.  Differentiireu  wir  nämlich  die  Glei- 
chungen 

n 
x  =  l 

die  uns  die  öinippe  L  darstellen,  v-mal  nach  x,  so  bestimmen  die 
Gleichimgen 

(4)  ^''-2""^"'        »■'"■'■'•■" 

eine  Gruppe,  die  wir  nach  Herrn  Lie  die  v-mal  erweiterte 
Gruppe  L  nennen  und  durch  L^^'^  bezeichnen  wollen.  Die  Operationen 
der  Gruppe  L*'''^  sind  also  Transformationen  des  Systems  der  n(v  -{-  1) 
Grössen 

yf^         (2  =  0,1,8,      r,  .  =  1,2,      fl), 

eine  Differentialinvariante  v^"  Ordnung  von  L  ist  demnach  eine  ein- 
fache Invariante  von  L^'^\  d.  h    eine  Function  der  dui-ch   die   Opera- 
tionen von  L      transformirten  Grössen,  die  bei  Ausübmig  irgend  einer 
Ti-ansfoi-mation  dieser  Gruppe  in  sich  selbst  übergeht. 
Bedeutet 

s{i/„--  y.,y:,-  y,:,---J^,--  !^l")=iJW 

eine  solche  Differentialinvariante  v**'  Ordnung  von  L,  so  besteht  die 
Identität 
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(5)  j2(y)_jj(^)^ 

wenn  die  rjf^  mit  den  yf^  durch  die  GHeichungen  (4)  verknüpft  sind. 
Es  muss  sicli  folglich  die  Gleichung  (5)  durch  Elimination  der  a^^  aus 
den  Gleichungen  (4)  ergeben.  Da  aber  diese  Gleichungen  für  Wei-the 
der  a^^,  die  der  Ungleichung  (9)  der  Nr.  132  (S.  7)  Genüge  leisten, 
oifenbar  algebraisch  unabhängig  von  einander  sind,  so  ist  eine  Elimi- 
nation der  n^  Grössen  «  nicht  möglich,  wenn  v<n  ist,  d.  h.  es 
kann  keine  Differentialinvariante  von  niedrigerer  als  der 
^ten  Ordnung  geben  Für  v  =  n  ergiebt  die  Elimination  der  a^^ 
zwischen  je  w^  + 1  der  w(w  -j-  1)  Gleichungen  (4)  genau  n  von  einander 
unabhängige  Beziehungen  zwischen  den  y[  ^  und  den  i?^  ,  entsprechend 
den  n  unabhängigen  Differentialinvananten  w*"  Ordnung  (2). 

Wir  können  nun  leicht  em  System  partieller  Differentialgleichungen 
aufstellen,  welches  durch  jede  Differentialinvariante  v*"  Ordnung  R{y) 
befriedigt  wird,  und  dessen  jede  Lösung  umgekehrt  auch  eine  solche 
Differentialinvariante  darstellt 

Soll  nämlich  R{y)  eine  Differentialinvariante  v'^'  Ordnung  be- 
deuten, so  muss  R{rf)  mit  B(^)  identisch,  d  h.  also  von  den  a  ^  unab- 
hängig sein.    Nun  ist  aber 

diese  Ausdrücke  müssen  also  für  i,  ;t  =  1,  2,  •  n  verschwinden.  Das 
auf  diese  Weise  entstehende  Gleiehungssystem  ist  aber  offenbar  dem 
folgenden  äquivalent: 

(6)  y.  -^-  +  y^  T^  "• ^y^^  i^"^  ~  ' 

(i,  X  =  1,  2,        Ji) 

und  dieses  System  pai-tieller  Differentialgleichungen  ist  also  dasjenige, 
dessen  Existenz  wir  behauptet  hatten  Die  Thatsache,  dass  die  In- 
variante B{y)  der  Gruppe  i^''^  den  Gleichungen  (6)  genügt,  können 
wir  aber  noch  etwas  anders  aussprechen. 

Wenn  den  Coefficienten  «^^  der  Transformation  (4)  Werthe  bei- 
gelegt werden,  die  sich  von  den  der  identischen  Transformation  ent- 
sprechenden Werthen 

a     =d    , 

wo  wie  gewöhnh'ch 

d    =0    für  i4=x,     d,  =1,        (.,«  =  1,2,     «) 

gesetzt  wurde,  nur  unendlich  wenig  unterscheiden,  so  gehen  die  y^  in 
unendlich   wenig  von  denselben  verschiedene  Grössen  über,   oder   wie 

Schlesinger,  DiffeTenlialgleiohnngeu     II  2 


18  IX    Allgemeine  Gruppentheone    Kapitel  2. 

wir    sagen    wollen,    die    y\^    erfahren    eine    infinitesimale    Trans- 
formation. 
Sei 

x=i 

eine  aolelie  infinitesimale  Transformation,  also  die  da  unendlich  kleine 
Gf rossen,  so  ist 

x=l 

und  irgend  eme  Function  /"(j/)  der  yj^^  verwandelt  sieh  bei  Anwendung 
dieser  Transformation  in 

m) = m  +  Jl^«.  (1^. + i  j'«'  +  ■  •  +  ^^  ä»';')  ■ 

Das  Bestellen  der  partiellen  Differentialgleichungen  (6)  besagt  also, 
dass  die  Function  7?(^),  die  denselben  Q-enüge  leistet,  bei  den  infini- 
tesimalen Transfoi-mationen  der  Grmppe  1^^  ungeändei-t  bleibt,  und  zwar 
sehen  wir  zugleich,  dass  sich  alle  infinitesimalen  Transformationen  der 
Gruppe  aus  den  n  besonderen  zusammensetzen  lassen,  die  wir  erhalten, 
wenn  wir  der  Reihe  nach  immer  nur  ein  röa^^  von  Null  verschieden 
und  alle  übrigen  streng  gleich  Null  wählen.  Wir  bezeichnen  mit 
Herrn  Lie  diese  besonderen  n  infinitesimalen  Transformationen  durch 
die  Symbole 

(7)  S«f=Vy«-^Q  M-.A     «,, 

die  infinitesimalen  Transformationen  der  uraprünglichen  Grmppe  L 
werden  also  insbesondere  durch  die  Symbole 

(8)  ^  f^y  U- 
darzustellen  sein. 

Wir  werden  sehr  bald  die  Begriffe  infinitesimale  Transformation 
und  Differentiahnvariante  auch  für  die  allgemeinen  continuirlichen 
Gruppen  von  Transformationen,  wie  wir  sie  in  der  Nr.  134  (S.  1?>) 
definirfc  hatten,  zu  erörtern  haben,  vorher  wollen  wir  aber  auch  den 
daselbst  dargelegten  Gi-uppenbegiiff  noch  in  einem  wesentlichen  Punkte 
verallgememem  Zu  einer  solchen  Verallgemeinerung  gelangen  wir 
ganz  naturgemäss,  wenn  wir  unter  dem  jetzt  gewonnenen  Gesichts- 
punkte der  Gruppentheorie  die  Analogie  einer  Differentialgleichung 
von  der  Form  (1)  mit  einer  algebraischen  Gleichung  n^™  Grades,  die 
uns  schon  im  zweiten  Abschnitte  geleitet  hatte,  näher  in's  Auge  fassen 
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Wir  hatten  schon  in  den  Nrn.  14  ff.  darauf  liingewiesen,  dass  die 
Determinantenqnotienten  (2),  oder  wie  wir  jetzt  allgemein  sagen  können, 
die  Differentialinvananten  der  Gruppe  L  in  Bezug  auf  die  n  Functionen 
Vv  Vv  '  '  Vn  ^^^^  ähnliclie  Rolle  spielen,  wie  die  symmetrischen  Func- 
tionen von  n  unbestimmten  Grössen  in  der  Algebra.  Weiter  können 
wir  jetzt  die  Gruppe  L  der  Gruppe  der  n\  Permutationen  von  n  Un- 
bestimmten gegenüberstellen  und  dann  Folgendes  erwägen. 

Für  die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  war  es  von  ausser- 
ordentlicher Wichtigkeit,  dass  Lagrange,  Vandermonde  und  Cauchy 
nebst  den  symmetrischen  Functionen  noch  andere  Functionen  der  n 
unbestimmten  Grössen  in  den  Ki-eis  ihrer  Betrachtungen  zogen,  solche 
Functionen  nändich,  die  mcht  bei  allen  Permutationen  ungeändert 
bleiben.  Betrachtet  man  eine  derartige  Function,  so  scheiden  sich  die 
n\  Permutationen  in  solche,  die  eine  Aenderung  der  Function  bewirken 
und  in  solche,  bei  denen  die  Function  invariant  bleibt.  Die  letzteren 
bilden  dann  wieder  eine  Gruppe,  die  als  Untergruppe  in  der  Gruppe 
der  n\  Permutationen  enthalten  ist,  und  die  Anzahl  der  Permutationen 
dieser  Untergruppe  ist  ein  Theiler  r  von  n\  Die  betrachtete  Function 
genügt  dann  nebst  allen  aus  ihr  durch  die  w'  möglichen  Permutatioueu 

hei-vorgehenden    Functionen    einer    Gleichung    vom    Grade    — ,    deren 

Coefficienten  symmetrische  Functionen  sind,  und  man  nennt  dann  diese 
Gleichimg  eine  Resolvente  der  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  n  im- 
bestmimten  Grössen  sind,  von  denen  man  ausging 

WoUen  wir  diesen  Gedankengang  auf  unsere  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen  übertragen,  so  können  wir  mit  Herrn  Vessiot  an 
Stelle  der  invarianten  Functionen  (2)  andere  Functionen  der  y^,y^,-  •  2/„ 
und  ihrer  Ableitungen  betrachten,  und  dann  nach  derjenigen  Unter- 
gruppe der  Gruppe  L  fragen,  die  dieselben  ungeändert  lässt  Indem 
wir  m  die  Erörterung  dieser  Frage  eintreten,  können  wir  zunächst  eine 
Vereinfachung  derselben  Platz  greifen  lassen. 

Sei  nämlich 

9i(s^.,      y.;  ■   SV?,  ■  !/:')  =  SHW 

irgend  eine  i-atioimle  Function  der  y^  und  ihrer  Ableitungen  bis  zur 
^teu  Ordnung  oder,  wie  wir  kurz  sagen  wollen,  eine  rationale  Diffe- 
rentialfunction  der  y^,  dann  können  wir  uns,  falls  v>n —  1  ist, 
die  Ableitungen   von   höherer   als   der    (w  —  1)*""  Ordnung   durch  die 
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Ableitungen  bis  zur  (w  — 1)*«'^  Ordnung  und  die  i\,  •  •  •  ;>„  neijst  deren 
Ableitungen  ausgedrückt  denken.    Auf  diese  Weise  werde 

^{y)  =  B[y„    •  ■  y,,  ■ . .  y[-'\     ■  y[r'\  2\,  •  •  •  •  p!)  =  ^^(^;  Vh 

wo  also  jetzt  B(y;  p)  die  Ableitungen  der  y^  nur  bis  ziu-  (?/ -  1/"" 
Ordnung,  dagegen  im  Allgemeinen  noch  die  p^  und  ihre  AblfM'tiiii^^tMi 
enthält. 

Da   es   sich   wesentlich   um   die  Unterauchung   derjenigen   Truns 
formationen 

(9)  ^^=^-..e    (;=;;;;  :) 

handeln  wird,  die  eine  solche  rationale  Diiferentialfunction  ungeiliidurt 
lassen,  so  wollen  wir  annehmen,  die  Transformation  (9)  habe  in  Hczug 
auf  'Sl(j/)  diese  Eigenschaft,  so  dass  also 

ist.  Dann  ist  aber,  da  die  p^,  •  •  2^„  nebst  ihren  Ableitungen  bei  aUen 
Transformatignen  der  Gruppe  L  ungelLndert  bleiben,  aiidi 

(10)  Ii{y-p)==B{r.p), 

und  zwai"  muss  diese  Gleichung  eine  in  den  y  nebst  ihren  Abh'iiungcii, 
sowie  m  den  p  nebst  ihren  Ableitungen  identische  sein.  VViire  diiv 
nämlich  nicht  der  Fall,  so  könnte  die  Gfleichung  (lOj  als  eine  iJill'c 
rentialgleichung  von  (» — 1)*^"  Ordnung  etwa  für  y^  aufgetuN.st  wenlm. 
d.  h  aber,  da  y^  ein  sonst  willkürliches  Integi-al  der  Diiloj'entinlglei- 
ch.ung  (1)  ist,  es  gäbe  eine  Differentialgleichung  (« —  1)"'''  Ordnnng, 
der  sämmtliche  Integrale,  also  auch  das  allgemeine  Integral  von  ( 1  ) 
Genüge  leisten.  Das  ist  aber  nicht  möglich,  da  das  allgeineine  Inti'gi-al 
von  (1)  n  wesentliche  willkürliche  Coiistanten  enthält. 

Wenn  also  "^[y)  bei  Ausübung  der  Transformati ü;i  ([))  nngdlndej-i, 
bleibt,  so  gilt  das  Gleiche  auch  von  J2(2/;  p),  und  zwar  ist  es  «iabt-t 
gleichgültig,  ob  wir  die  in  dem  letzteren  Ausdrucke  auftretendi-n 
^j,  •'  p^  und  deren  Ableitungen  wirklich  jus  Functionen  von  x  auf- 
fassen, oder  ob  wir  dieselben  durch  irgendwelche  (Jonstauten  er.seizeii. 

Hierauf  und  auf  die  in  der  Nr.  135  (S.  17)  gemachte  Bemerkung, 
dass  es  keine  Differentialinvariante  von  niedrigerer  als  der  9i'''"  ( )rdnuiig 
der  allgemeinen  Knearen  homogenen  Gni])pe  L  geben  könne,  lilsst  .sich 
ein  einfacher  Beweis  des  bereits  an  dei-selben  Stelle  (H.  lOj  erwähnten 
Satzes  gründen,  des  Satzes  nämlich,  dasa  jede  Ditferentialinvariiinte 
von  L  rational  durch  die  p^,  p,,,  p^^  und  deren  Ableitungen  dar 
gestellt  werden  kann 
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Sei  nämlich  ^(y)  eme  Differentialinvariante  von  L,  dann  gilt,  wie 
oben  gezeigt  wurde,  das  Gleiche  auch  von  dem  Ausdrucke 

dieser  enthält  aber  die  Ableitungen  der  y^,  y^,  •  •  •  y^  höchstens  bis 
zur  (w  —  1)*°"^  Ordnung,  er  wäre  also  eine  Differentialinvariante  (n  —  1)**' 
Ordnung  von  L  und  eme  solche  kann  es  nicht  geben.  Also  darf  R(y^  p) 
die  2/i,  2/2J  ■  '  Vn  ^^^  ^®  Ableitungen  überhaupt  nicht  mehr  enthalten, 
das  heisst,  dieser  Ausdruck  ist  eine  rationale  Function  der  p^,  p^,  •  p^ 
und  ihrer  Ableitungen. 

Wir  lernen  dadurch  zugleich  eine  Methode  kennen,  um 
für  eine  vorgelegte  Differentialinvariante  von  L  ihren  Aus- 
druck in  den  2^1,  P^,  ■  •  P^  wirklich  herzustellen.  Man  hat  näm- 
lich nur  die  Ableitungen  der  y^  von  höherer  als  der  (w  —  1)*™  Ord- 
nung wegzuschaffen,  dann  müssen  die  Ableitungen  niedrigerer  Ordnung 
von  selbst  herausfallen. 

Zufolge  der  vorhin  angestellten  Erwägungen  köimen  wir  uns  auf 
die  Untersuchung  von  Differentialfimctionen  (n  —  1)*^'  Ordnung  be- 
schränken, deren  Abhängigkeit  von  den  p^^,  - '  ■  p^  bei  vielen  Fragen 
auch  ausser  Betracht  gelassen  werden  kann 

Die  G-esammtheit  der  Transfonnationen  (9),  die  eine  solche  ratio- 
nale Differentialfunction  R(i/)  ungeändert  lassen,  bildet  offenbar  eine 
Gruppe  @  Um  die  Transformationen  dieser  Gruppe  zu  charakterisiren, 
denken  wir  uns  m  die  Gleichung 

(11)  Biy)  =  Biri) 

für  die  r}f^  ihre  Ausdrücke  (9)  eingesetzt  und  dann  nach  den  y^  und 
deren  Ableitungen  geordnet.  Da  die  Gleichung  identisch  bestehen  soll, 
so  müssen  die  einzelnen  Coefficienten  verschwinden,  es  wird  sich  also 
eine  gewisse  Anzahl  von  einander  unabhängiger  algebraischer  Be- 
ziehungen zwischen  den  a  ergeben,  deren  Bestehen  nothwendig  und 
hinreichend  dafüi-  ist,  dass  die  Transformation  (9)  die  Function  Ii{y) 
ungeändeii  lässt. 

In  dem  w^-fach  ausgedehnten  Gebiete  der  a  bestimmen  diese  Be- 
ziehungen ein  gewisses  algebraisches  Gebilde,  welches  seinerseits  in 
gewisse  irreductible  Theügebilde  zerfallen  kann.  Die  Anzahl  dieser 
irreductiblen  Theügebilde  ist  jedenfalls  eine  endliche  und  jedem  ein- 
zelnen entspricht  eine  bestimmte  Stufenzahl  Das  heisst,  wenn  wir 
ein  solches  irreductibles  Gebilde  herausgreifen,  so  können  wir  uns  das- 
selbe dadurch  gegeben  denken,  dass  die  n^  Grössen  a  ^  als  algebraische 
Functionen   von   gewissen   unabhängigen  Parametern   dargestellt   sind; 
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clie  Anzahl  dieser  Pammetej-  beetimmt  die  Dimension,  diese  Anzahl 
von  n    subtrahirt,  die  Stufenzahl  des  Gebildes. 

Von  vorneherein  müssen  wir  die  Möglichkeit  zulassen,  diiss  diis 
Gfesammtgebilde  in  irreductible  Thoile  von  vei-schiedener  Stiifenzahl 
zerfällt.     Seien 

(12)         «,«=^!^«.  •  "';')    "-.«.■« 

(f,  *  =.  1,  2,        n) 

die  Gleichungen,  die  uns  jene  sämmtlichen  irreductiblon  Theilgobiidt^ 
darstellen,  so  dass  also  v  die  Anzahl  der  Theilgebilde  und  n  —  r^  die 
Stufenzahl  des  dem  Iudex  ;  entsi)recheuden  Gebildes  ist.  Dann  sind 
die  V  Schaaren  von  hnearen  Transfonnationen 

as)         %='2^'fM'>   •«';')!'.    '^-'^  ■' 

0  =  1,  2,        n) 

diejenigen,  bei  welchen  die  Difiereutialfiiiiction  B{y)  ungeiiiidprfc  l)Ioil)t; 
natürlich  hat  man  sich  dieselben  noch  durch  die  analogen  Traii.sfdnna 
tionen  für  die  Ableitungen  der  y  erweitert  zu  denken.  Dn\s<i  TraUK- 
formationcn  (13)  bilden  nun  die  Gmppe  @,  und  zwar  ist  dies  olloiihai 
eine  Gruppe  mit  paarweise  inveraen  Transformationen  Da 
die  sämmtlichen  Transfonnationen  von  @  in  der  allgemeinen  linearen 
Gruppe  L  enthalten  seni  müssen,  so  sagen  wir,  ®  sei  eine  Unter- 
gruppe von  Lf  imd  da  ferner  in  den  Definitionsgleichungen  von  (^ 
die  Parameter  a^''^  algebraisch  eingeben,  so  sprechen  wir  von  einer 
algebraischen  Untergruppe  @  von  L. 

Wir  gelangen  auf  diese  Weise  zu  Giiippen  von  Transformationen, 
die  nicht  mehr  durch  ein  Gleichungssystem  dargestellt  werden  können, 
sondern    zu    deren   Definition    eine    endliche   Anzahl    von   Glcicshungs 
Systemen  erforderlich  ist.    Für  den  so  verallgememei-ten  Gruppenbegriil' 
wollen  wir  nun  einige  der  fundamentalen  Lie 'sehen  vSätze  können  lernen. 
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Wir  legen  den  folgenden  Betrachtungen  eine  durch  die  v  Gleichuuga- 
sysfceme 

(<  =  1,2,        n)  0  =  1,2,        V) 

definirte  Gruppe  G  zu  Grunde,  deren  Transfonnationen  einander  paar- 
weise als  inverse  zugeordnet  sein  mögen,  wobei  wir  natürlich  voraus- 
setzen, dass  in  jeder  dieser  v  Schaaren  von  Transfonnationen  die  ge- 
schiiebenen  Parameter  wesentliche  sind,  und  dass  keine  dieser  Schaaren 
schon  in  einer  anderen  derselben  enthalten  ist 

Denken  wir  uns  die  beiden  Transformationen  unserer  Gruppe 

hintereinander  ausgeführt,  so  gehört  die  so  entstehende  Transformation 

(15)  &,  =/<   Vi  ?  •••  In  l^^i  J        \} 

ebenfalls  zur  Gruppe  und  enthält  scheinbar  r^  +  r^  Parameter.  Die 
Anzahl  der  wesentlichen  Parameter  der  Transformation  (15)  kann  aber 
nicht  grösser  sein,  wie  die  grösste  der  Zahlen  i\,  r^,  •  r ,  und  nicht 
kleiner  wie  die  grössere  der  beiden  Zahlen  r^,  r,.  Wenn  also  r^  und  r, 
beide  gleich  der  grössten  unter  den  Zahlen  r^,  r^,  ■  /",  smd,  so  hängt 
die  Transfoi-mation  (15)  auch  genau  von  r^  =  r,  Parametern  ab.  Be- 
zeichnet also  r  diese  grösste  Zahl,  so  bilden  diejemgen  Transformations- 
schaaren  von  Gt,  die  von  r  wesentlichen  Parametern  abhängen,  schon 
für  sich  eine  Grappe  F  mit  paarweise  inversen  Transformationen,  die 
demnach  eine  Untergruppe  von  G-  ist. 

Seien  die  den  Werthen  ;  =  1,  2,    •    f*   entsprechenden   Schaaren 
(14)  diejenigen,  aus  denen  sich  T  zusammensetzt,  also 

^1  ^^     2  '  ,"  ' 

dann  betrachten  wir  zuvörderat  diese  Gmppe  genauer 
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Sei 
(16)  ^.  =  /1'^&|fl) 

eine  Transformation  von  F,  dann  gehört  auch  die  invei-se  Transformation 

C17)  y.-^FfivW) 

zu  dieser  Grruppe.    Bilden  wir  nun 

wo  £,•••£  irgendwelche  hinreichend  kleine  Grössen  bedeuten,  so 
gehört  auch  die  Transfonnation 

zur  Grruppe  F.  Entwickeln  wir  die  rechten  Seiten  dieser  Ti-nnstbnnation 
nach  Potenzen  von  e^,    •    s^   und  bezeichnen  den  Ausdruck,  der  uns 

entsteht,  wenn  wir  für  die  y^  ihre  Ausdrücke  (17)  einsetzen,  durch 

9'r('?.>  ■■%\'t\--<)=f':l(.v\<'), 

so  erhalten  wir 

(18)  ^i-V.+^9TSvWh  +  [^,l, 

WO  [ej^  einen  Ausdruck  andeutet,  der  in  den  fi^,  •  •  £^  von  zweiter 
oder  höherer  Dimension  ist.  Nehmen  wir  die  f^  unendlich  klein,  so 
stellen  die  Gleichungen  (18)  eine  infinitesimale  Transformation 
dar,  die  zur  Gnippe  F  gehört;  wir  schreiben  dieselbe,  indem  wir 


da-^'  (A  =  l,a,        r) 


^i~"  Vi  =  ^^^  (,  =  1,3,       n) 


setzen,  in  der  Form 


H-^'^'^'^''^''''"'''' 


A  =  l 


Diese  infinitesimale  Transformation  lässt  sich  aus  den  r  einfacheren 
(19)  ^'7,=  9'l?('7|a)<^        (*  =  !.«.     ") 

zusammensetzen.  Wenden  wir  diese  auf  irgend  eine  Function  f(7j  ,  •     yj  ) 
an,  so  verwandelt  sich  /"(i/^,    •    rjj  in 


«'!„•••  ^.)  +  Ä»rJ;|^«(,|a), 
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wir  werden  darum  mit  Herrn  Lie  die  Ausdrücke 

als  Symbole  der  infinitesimalen  Transformationen  (19)  ansehen. 
Hat   man  überliaupt   r  infinitesimale   Transformationen,    die    die 
y  f  y  ,  •  '  •  y    in  unendlicli  wenig  davon  verschiedene  Grössen 
Vi  +  dy^,    y^  +  dy^,  •    -y.  +  dy^ 

verwandeln  und  für  welche 

dyi  =  t,fyv-'-y,^da,        (A  =  i.s,     .) 
ist,  wo  die  da,^  irgendwelche   unendlich  kleine  Grössen  bedeuten,   so 
kann  man  diese  Transformationen  durch  die  Symbole 


i  =  l 


darstellen,  welche  den  jenen  Transformationen  entsprechenden  Aende- 
rungen  einer  beliebigen  Function  f{y^,  -  •  ■  yj  proportional  sind.  Man 
sagt  dann,  diese  r  infinitesimalen  Transformationen  seien  von  einander 
unabhängig,  wenn  kein  System  von  Gleichungen  der  Form 

besteht,  in  welchem  die  e,^  constante,  d  h  von  den  y^,  •  •  2/„  imab- 
hängige  Grössen  bedeuten,  die  nicht  sämmtUch  verschwmden,  oder  was 
dasselbe  ist,  wenn  die  3^/  keiner  Relation  von  der  Form 

genügen.  Bedeuten  dami  \,  l„  ■  ■  K  wiUkürUche  von  den  y,  unab- 
hängige Parameter  und  setzen  wir 

A  =  l 

SO  stellen  uns  die  Gleichungen 

(20)  v,  =  y,  +  tCiy:)-\-^C{Gy)-{-    •  , 

wo  t  eine  unabhängig  veränderliche  Grösse  bedeutet,  eine  Schaar  von 
Transformationen  dar,  die  schembax  von  den  Parametern  t  \,l„  •  K 
abhängt  Da  diese  .+  1  Parameter  aber  nur  m  den  Verbindungen 
tl  tl  •■■  tl  aufceten,  so  hängen  die  Transformationen  (20)  m  W^rk- 
bäkeit  nur  Von  r  Parametern  ab,  wir  können  also  unbeschadet  der 
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Allgemeiiilieit  t  ==  1  wählen  und  die  Gleicliungen  (20)  in  der  Fom 
schreiben 

(21)      r,=y,  +2'^A.»  +2'2'r-^^''^*-*'^  +  ■•  • 

Aus    der    Ilnabliängigkeit    der    infinitesimalen   Ti-ansformationon    A"^/' 
folgert  man  nun  leictt,  daas  die  r  Pai-ameter  in  der  Transformatioiis 
schaar  (21)  wesentlich  sind 

Hieraus  erscLÜesst  Herr  Lie  den  für  die  folgende  Untersuchung^ 
wichtigen  Satz: 

Enthält  eine  Schaar  you  Transformationen  die  r  will- 
kürlichen Parameter  l^,  ?g,  ••  l^  und  lauten  die  Gleichuii^nMi 
dieser  Transformationen,  nach  Potenzen  der  Z^,  \,  •  •  /,  ent- 
wickelt, 

r 

haben  ferner  die  ^^^(«/i,  •••  yj  die  Eigenschaft,  dass  die  r  in 
finitesimalen  Transformationen 

von    einander    unabhängig   sind,    so    sind    die   r   Parameior 
^u  h)      '^f  "^  ^^^  gegebenen  Transformationen  wesentlich. 


138.    Sätze  über  Transfonnationssohaaren,  die  gewissen  partLeUon 
Differentialgleiohimgen  genügen. 

Zu  den  in  unserer  Grruppe  JT  enthaltenen  infiniteaimuleu  Tiiins- 
formationen  (19)  zurückkehrend,  beweisen  wir  zunächst,  dass  dieselben 
für  willkürliche  Wei-the  der  Parameter  a^    von  einander  unabhängig  siud. 

Wäre  das  nämlich  nicht  der  Fall,  so  müssten  sich  ;•  von  den 
Vi)  Vi!  •  Vn  unabhängige  Grössen  e^,  gg,  •  •  •  e^  finden  lassen,  tÜr 
welche  die  Beziehung 

d.  h.  mit  anderen  Worten  die  Gleichungen 

(22)  ^e,q^^'fy\a)==0         (.  =  m,     „> 

erfüllt   sind.    Nun    kann  aber   für  willkürliche  Wei-the  der   a'"'  kein 
Gleichungssystem  von  der  Fonn 
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A  =  l 

(1  =  1,2,       n) 

bestehen,  in  welchem  die  ^^  von  den  vj^,  rj^,  •  •  i?^  unabhängige  Func- 
tionen der  a^*^  bedeuten;  denn  setzte  man  darin  für  die  ij^  ihre  Werthe 
aus  den  Gleichungen  (16)  ein,  so  wäre 

d.  h.  aber  nach  Nr.  134  (S.  14),  die  af\  ■  •  •  oj!*^  wären  keine  wesent- 
lichen Parameter. 
Bedeutet  also 

ein  allgemeines  Werthesystem  der  Parameter  ct^\  so  sind  die  r  infini- 
tesimalen Transformationen 

für  jeden  Werth  «  =  1,  2,  •  •  •  jit  von  einander  unabhängig. 
Setzen  wir  nun  z.  B.  für  3«  =  1 

so  sind  die  r  infinitesimalen  Transformationen 

(23)       V(^„.    .^J  =  2'|J^^,...^j||-        (*  =  !.,     0 

von  einander  unabhängig 

Nehmen  wir  femer  die  Transformation,  die  aus  (18)  hervorgeht, 
wenn  daselbst 

gesetzt  wird. 


^.-%+2Uv)h  +  [.hl 


und  componiren  dieselbe  mit  der  wiUktirlichen  Transformation 


(<  =  1,2,        n) 


von  r,  wo  Qj  ,  •      aj"   ein  willkürliches  aber  bestimmtes  Werthesystem 
der  q''^\  •    •  qI*'  und    d^,  •    ■  d^    beliebige   hinreichend  kleine   Grössen 
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bedeuten,  so  können  wir  die  ■9-,  nach  Potenzen  der  d^,  '■■  fi^  entwirlci-hi 
und  erhalten  (vergl.  S.  24) 

A  =  l 

so  daas  also  die  componii-te  Transfonnation,  die  offenbar  auoh  zur 
Gruppe  r  gehören  miiss,  die  Poiin 

(24)    *, = V, +y;^iu(.v) +2'*'''"^'''"^ + f'"  "'■  '^ 

A=l  i=l 

annimmt.  Diese  Transfoi-mation  enthält  die  2r  Parameter  f,,  f„,  ' '  ^,i 
^i>  ^sj  ■  •  *r>  ^^^  diesen  können  aber,  da  (24)  zur  Gruppe  T  gohi»rl, 
nur  r  wesentlich  sem. 

Auf  Grund  des  in  der  vorigen  Nummer  (S  2(j)  orörtoi-ton  Sai/i-s 
schliessen  wir  hieraus,  dass  unter  den  2r  infinitesimalen  Traiistonna- 
tiouen 

1=1  >= 1 

nur  r  von  einander  unabhängige  sein  können;  da  aber  die  ?iiJ,  «n' 
wir  bewiesen  haben,  unabhängig  sind,  so  folgt,  da&s  sich  di« 

'  "  -  1,  S,       r) 


>  =  1 


für  alle  Werthe  von  j«  =  1,  2,  •  •  •  ji  und  für  jeden  boliobigi» 
Werthesystem,  welches  den  Paramotern  flj''\  •  •  aj."'  zucrtlit'ill 
wird,  durch  die  r  infinitesimalen  Transformationoji  ^J'  in 
der  Form 

darstellen  lassen  müssen;  hierin  sind  die  'x!^^ Ui\  •  ■  -  Oi\*'^)   '"' 
stimmte  Functionen  der  Parameter  a^!'\  •••  a^*'. 


"1  ? 


Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  der  9))*/(i?|a)  können  diese  (iioi 
chungen  in  der  Form 

'*  17  =  1 

oder  endlich,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (16),  in  dor  Form 
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geschrieben  werden.    Das  lieisst: 

Die  Gruppe  Jf  enthält  genau  r  von  einander  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen 

und  diese  sind  so  beschaffen,  dass  jede  der  Schaaren 

%  =  ft^{yv---yyi\"-^T)      ("=1'^'   '')• 

aus  denen  sich  T  zusammensetzt,  Differentialgleichungen  von 
der  Form  (25)  erfüllt. 

Wir  müssen  nun  eine  Reihe  von  Sätzen  kennen  lernen,  die  sich 
auf  Schaaren  von  Transformationen  beziehen,  v?-elche  Differentialglei- 
chungen von  der  Form  (25)  erfüllen.     Sei  also 

v,  =  ffyi,yi,      yMi,  ■  • «,)       (•='■''    "^ 

eine  Schaar  von  Transformationen  mit  den  r  wesentlichen  Parametem 
iij,         a^,  die  ein  System  von  Differentialgleichungen  der  Form 

befriedigen;  dann  lässt  sich  zunächst  zeigen,  dass  die  Determinante 

nicht  identisch  vei-sch winden  kann 

Wäre  nämlich  diese  Determinante  gleich  Null,  so  müsste  ein 
System  von  Gleichungen  der  Form 

A  =  l 

für  4  =  1,  2,  n  bestehen;  dies  widerspräche  aber  der  Voraussetzung, 
dass  die  Oj,  •  •  0^  wesentliche  Parameter  sind  Es  lassen  sich  also 
die  Gleichungen  (26)  nach  den  |^^  auflösen;  sei 

(27)    i..(i!„    o^^^vK'---".)!^    ('=':'■'  ")• 

A  =  l 

dann  ist  natürlich  auch 

l^A'-'-'-JI  +  o 


^A^-^p    5288f 


f^  #-»  f\    I 
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Hieraus  aUein  folgt  schon,  dass  die  r  infinitesimalen  Transformationen 

von  einander  unabhängig  sind,  da  sich  aus  dem  Bestehen  von  Glei- 
chungen 

mit  von  den  77^,-  ■»?„  unabhängigen  Coefficienten  e,^  die  pai-tielle 
Differentialgleichung 

3  =  1  A  =  l 

für  die  n  Functionen  rj^,  •  %  ergeben  würde,  im  Widerspnichf  mit 
der  Voraussetzung,  dass  diese  die  o^,  •  a^  als  wesentliche  Parameter 
enthalten 

Denken  wir  uns  nun  die  Gleichungen 

nach   den  y^  aufgelöst: 
dann  ist  identisch 

Differenfciiren  wir  diese  Gleichungen  nach  0^,  so  kommt 

m.ultipliciren  wii-  mit  a^;X''i»  "  ^J  ^°-^  simuniren  über  /i  =  1,2, •••?-, 
so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (27) 

Diese  Gleichungen  sind  Identitäten,  wenn  man  in  denselben  die  t^ 
durch  /".(^/jo)  ersetzt;  da  sie  aber  die  y^,  y^,  •  •  •  2/„  g^'^  nicht  enthalten, 
so  ?md  sie  an  sich,  d  h.  m  den  ij^,  ijg,  •  •    1;^^  selbst  identisch 

Die  Functionen  F^,  F^,  •    •  F^  befriedigen  also  das  System 
von  r  partiellen  Differentialgleichungen 


-^—-=1=0  {»,J  =  1,2,        «) 
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Diese  Differentialgleicliuiigen  sind  zunächst  von  einander  unab- 
hängig, denn  sie  gestatten  zufolge  von 

eine  Auflösung  nach  den 

dF_  dF 

Soi'  ■■  ■  da/ 

ferner  sind  auch  die  n  Lösungen  F^,  F^,  •  •  F^^  derselben  unabhängig^ 
da  die  Functionaldeterminante  dieser  Lösungen  nach  den  rj^,  ij^,    •    rj^^ 

dF, 

drij 

ist.  Um  diese  Eigenschaft  der  partiellen  Differentialgleichungen  (28) 
gehörig  verwerthen  zu  können,  müssen  wir  einige  Bemerkungen  über 
die  sogenannten  vollständigen  Systeme,  von  denen  schon  oben 
(S   14,  Nr  134)  vorübergehend  die  Rede  war,  einschalten. 

139    VoUständige  Systeme.     Continuirliolie  Gruppen  werden  dttroh. 
infinitesimale  Transformationen  erzeugt. 

Seien  q^  Gleichungen  gegeben  von  der  Form 

WO  die  Zj^  wohlbestimmte  Functionen  der  u^,  u^,  m  bedeuten. 
Diese  Q-leichungen  seien  von  einander  unabhängig,  d  h  das  recht- 
eckige System  der  Coefficienten 

sei  vom  Range  q^  (es  muss  natürlich  q^-^s  vorausgesetzt  werden) 

Befriedigt  eme  Function  f{u^,  ■      mJ  die  Grleichungen  (I),  so  muss 
sie  offenbar  auch  den  Gleichungen 

und  folglich  auch  den  Gleichungen 
(H)  Z^{Z,(f))-Z,{Z,(f))=0         (•■'-;+.    '") 

Genüge  leisten.  Nun  sind  aber  die  linken  Seiten  der  letzteren  Glei- 
chungen, die  wir  kürzer  durch  die  Symbole 

(Z„Z,)f=^Z,[Z,(f))-Z,{Z„(f)) 

l)ezeichneii  wollen,  auch  wieder  homogene  lineare  Differentialausdrücke 
erster  Ordnung,  da  die  Ableitungen  zweiter  Ordnung  sich  wegheben, 
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und  es  kann  nun  möglich  sein,  daas  sich  unter  den  GHeichungen  (11) 
gewisse  finden,  die  von  einander  und  von  den  GHeichmigen  (I)  unab- 
hängig sind     Wenn  das  der  Fall  ist,  so   fügen  wir  diese  GHeichungen 

dem  Systeme  (I)  hinzu  und  verfahren  mit  dem  so  gebildeten  Systeme 
von  q^  -\-  q^  Q-leichungen  ebenso  wie  vorher  mit  dem  Systeme  (I).  Setzen 
wir  diesen  Process  fort,  so  muss  sich,  da  nicht  mehr  wie  s  dieser 
Gleichungen  von  einander  unabhängig  sein  können,  endlich  ein  System 

(HI)  ^,(/")  =  0,    Z,{f)^0,    ...    ^,(/)  =  0 

ergeben,  welches  so  beschaffen  ist,  dass  alle  Q-leichungen 
(Z  ,  Z^f  =0        ((7,  A  =  1, 3,  ..(,,(/  +  ;o 

schon  eine  Folge  der  Gleichungen  (III)  selbst  sind,  d.  h.  also,  dass 

1=1 

ist,  wo  die  li»  ,    wohlbestimmte  Functionen  der  m,  ,  •    •  u    bedeuten. 

Ein  solches  System  von  linearen  pai-tiellen  Differentialgleichuugeu 
erster  Ordnung  nennt  man  nach  Olebsch  ein  (jf-gliedriges  voll- 
ständiges" System,  Die  von  Jaoobi  begründete  Theorie  dieser 
Systeme  lehrt  nun  den  folgenden  Fundamentalsatz: 

Ein  g'-gliedriges  vollständiges  System  in  s  unabhängigen 
Variabein  besitzt   stets   genau  s  —  q  unabhängige   Lösungen 

eine  willkürliche  Function  ^(f^,  /g?  '  *  '  fn—  )  dieser  Lösungen 
genügt  dann  auch  dem  vollständigen  Systeme,  und  umgekehrt 
lässt  sich  auch  jede  Lösung  desselben  als  Function  der 
A>  /*35  ■  ■  fa—  darstellen.  Haben  andererseits  q  von  einander 
unabhängige  lineare  partielle  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  in  s  unabhängigen  Variabein  genau  s  —  q  unab- 
hängige Lösungen  gemein,  so  bilden  sie  ein  g'-gliedriges  voll- 
ständiges System,  und  sind  s  —  q  von  einander  unabhängige 
Functionen  von  s  Variabein  vorgelegt,  so  giebt  es  stets  ein 
2-gliedriges  vollständiges  System,  dessen  Lösungen  diese 
Functionen  sind. 

Die  in  der  Nr.  138  (S.  31)  ausgesprochene  Eigenschaft  des 
Systems  (28)  partieller  Differentialgleichungen,  welchem  die  Functionen 
F^,  F^,    •    F^  genügen,  bedingt  also,  dass   die   Gleichungen  (28),  in 
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denen    die   w  +  r   unabhängigen  Variabein    Vi>  • '  ■  V^)  ^v  '  '    ^r  "^°^'" 
kommen,  ein  r-gliedriges  vollständiges  System  bilden. 
Setzen  wir 

ä  =  l  " 

SO  Sind  die  Grleichnngen  (28)  in  der  Form 

£1  F=dl^F+Ä^F=0        {,;  =  i,a.     r) 
darstellbar     Da  sie  ein  vollständiges  System  bilden,  müssen  Gleichnngeu 

<r  =  l 

wo  die  d'^j^^j  woblbestimmte  Functionen  ihrer  Argumente  sind,  für  jede 
Function  F  der  r  -\-  n  unabhängigen  Vanabeln  tj^,  •  •  vj^,  a^,  •  a^ 
bestehen 

Schreiben  wir  diese  Gleichungen  in  der  Q-estalt 

(r=l  is=l 

so  zerfallen  dieselben  in  die  beiden  Systeme 
(2i))  (ä,„  X,)F=^&,,XF, 

(1  =  1 


(80)  (A^,Ä,)F=^»^,^Ä^F. 

a=l 

Die  letzteren  Gleichungen  (30)  zerfallen  weiter  in 


ff=l 

und  aus  diesen  lassen  sich,  da  die  Determinante 

ist,   die  &•  ,     ausrechnen:   wir  erkennen   hiei-aus,    dass    die   -O-  ,     nur 

blosse  Functionen  der  n^^,  Og,  •  a^  sein  können,  d  h.  dass  sie  von  den 

Vi)  ^2}  '      Vn  unabhängig  sind  Dies  festgestellt,  differentiiren  wir  die 

Gleichungen  (29)  nach  den  a  ,  so  kommt 

r     Qq. 
0=^-^l^F  19,  h,,  =1,2,       r), 

rj==l  ^ 

da  aber  die  ^^F  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transfonna- 
tionen  sind,  so  müssen  die  Coefficienten  dieser  Relationen 

Schlesinger,  DifTerentlalglelohiingen    II  3 
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senxj  d  h  die  &  ,^  sind  auch  von  den  a^,  •  •  n^  unabhängig,  sie  sind 
folglich  einfach  Constanten. 

Hat  man  also  eine  Schaar  von  Transfoiinationen 

mit  den  r  wesentlichen  Parametern  n^,  ■  a^,  die  Diiferentialgleichungen 
von  der  Form  (26)  (S  29)  befriedigen,  so  bestehen  zwischen  den  infini- 
tesimalen Transformationen  l^f  Relationen 

(31)         (^,<h)f-2''""^'''  ""'='■'■  " 

mit  constanten  Coefficienten  c 

TT  ■  ^ 

Herr  Li  e  hat  nun  den  folgenden  wichtigen  Satz  bewiesen.  Wenn  /• 
von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  S  /"  (a=i,2,  ,j 
vorgelegt  sind,  die  Relationen  von  der  Form  (.31)  mit  constanten 
Coefficienten  erfällen,  und  wir  bilden  (vergl  S.  2Ü,  ül  (21))  dio  r 
wesentHche  Parameter  Z^,  l^,  •  l^  enthaltende  Schaai-  von  Tranaformii- 
tionen 

so  constituiren  diese  eine  r-gliedrige  continuirliche  Gi-uppe  mit  paar- 
weise inversen  Ti-ansformationen,  von  der  man  sagt,  sie  sei  durch  du* 
r  infimtesimalen  Transformationen  IJ  erzeugt.  Wenden  wir  diesen 
Satz,  auf  dessen  Beweis  wir  aicht  eingehen,  auf  unsere  Gruppe  r  an, 
so  können  wir  Folgendes  erschliessen. 

Wir  haben  bewiesen,  dass  die  aus  den  ft  Schaaren  (IG)  (Nr  VM 
S  24)  gebüdete  Gmppe  F,  deren  Transfonnatioiien  paarweise  zu  ein- 
ander invei-s  sind,  genau  r  unabhängige  infinitesimale  Transfoi-mationen 
3t/  (A  =  i,2,  ,)  enthält;  diese  müssen,  wie  wir  aus  dem  Bestehen  der 
Differentialgleichmigen  (25)  auf  Grund  der  eben  gewonnenen  Ergob 
msse  schüessen  können,  Relationen  von  der  Foi-m  (31)  eiMlen  Also 
erzeugen  dieselben  eine  r-gliedi^ige  contmuirliche  Gruppe  ff  mit  paar 
weise  inversen  Transformationen,  und  diese  muss  folglich  in  der  Gruppe  T 
als  Untergruppe  enthalten  sein;  d  h  eine  der  ^  Schaaren  (Kij 
muss  geradezu  mit  dieser  r-gliedrigen  continuirlichou  Gruppe 
M  übereinstimmen. 

Ist  msbe^ondwe  ^  =  1,  d.  h.  wirf  dio  Grappe  r  dm-eh  ein«  om.,ge 
Sehaar  von  T.-ansfomabon6n  defimrt,  m  ist  P  mit  ff  identisch,  Ah. 
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jede  y-gliedrige  continuirliche  Q-rnppe  mit  paarweise  inver- 
sen  Transformationen  enthält  genau  r  von  einander  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen,  von  denen  sie  er- 
zeugt wird. 

So  wird  z  B.  die  allgemeine  lineare  Gruppe  L  von  den  t^  infini- 
tesimalen Transformationen  (vergl    S.  18) 

9/" 

erzeugt 

Im  allgemeinen  Falle  ft  >  1  ist  K  offenbar  die  einzige  in  T 
enthaltene  n-gliedi-ige  Gruppe,  die  von  infinitesimalen  Transfoianationen 
erzeugt  wird. 


140.   Zusamiueiisetzung  emer  r-gliedrigen  Q-ruppe.     Ausgezeichnete 

Untergruppen.   Eundamentaleigensohaft  der  betrachteten  allgemeinen 

Transformationsgruppen. 

Ehe  wir  nun  weiter  auf  die  Erörterung  der  Gruppe  (r  eingehen, 
machen  wir  noch  einige  auf  r-gliediigo  continuirhche  Gruppen  mit 
paarweise  inveraen  Transformationen  bezügliche  Bemerkungen. 

Sei  jET  eine  solche  Gruppe  und  seien  SE^/"  (a=i,  2,  r)  die  dieselbe 
erzeugenden  infinitesimalen  Transformationen,  zwischen  denen  die  Glei- 
chungen (31)  bestehen 

Je  drei  der  infinitesimalen  Transformationen  36^ /"  erfüllen,  wie 
leicht  einzusehen  ist,  die  sogenannte  Jacobi'sche  Identität: 

((•3e„,  3e,),  3E^)  +  ((s„  s;,  sj  +  ((s,,  x;,  s,)  =  0 

(f/,Ä,;=il,2,        r) 

Hieraus  folgen  durch  zweimalige  Benutzung  der  Gleichungen  (31)  die 
li'oi-meln 

r  r 

y  "Vfc  ,  c     -\-c,,c      -\-c,    c,)3e/"=ü: 

y  i     X I   \  gha    ajt    '       lija   agr    I       Jga   ahtJ     rl  ' 

or  =  l  «  =  1 

also  bestehen,  da  die  SE^/"  von  einander  unabhängig  sind,  zwischen  den 
Constanten  c  ^^^^  die  Beziehungen 

r 
a—X 

ZU  denen  noch  die  unmittelbar  evidenten 

hinzutreten.    Wie  Herr  Lie   gezeigt  hat,   gilt   auch   der  umgekehrte 

8* 
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Satz,  dass,  wenn  gewisse  Constanten  c^,^^  bekannt  sind,  die  diese 
Relationen  befriedigen,  aueb  stets  r  infinitesimale  Transformationen 
"^^J  (A=i,  2,  r)  gefanden  werden  können,  die  die  Beziebimgen  (31) 
erfüllen  und  folglich  eme  r-ghediige  Gruppe  erzeugen 

Die    Constanten    c  ,      bestimmen    die    Zusammensetzung    der 

gna  ° 

r-gliedrigen  Gfnippe  H  Die  Bedeutung  derselben  tritt  in  den  folgenden 
Li e 'sehen  Sätzen  heiTor,  die  wir  ebenfalls  ohne  Beweis  anführen 

Die   m  <  r   von  einander  unabhängigen  infimtesimalen  Transfor- 
mationen von  S, 

r 

wo  die  e,^  Constanten  bedeuten,  erzeugen  dann  und  nui  dann  eine 
7w-gliedrige  Untergruppe  von  J5,  wenn  sich  alle 

durch  die  F,  allein  homogen  linear  mit  constanten  Coefficienten  dar- 
rt        " 

stellen  lassen  Die  Werthesysteme  e.,  für  welche  dies  der  Fall  ist, 
setzen  sich  aus  den  c  ^^  mittelst  algebraischer  Operationen  zusammen 
Wir  führen  hier  einen  für  die  ganze  Grruppentheorie  fundamen- 
talen Begriff,  den  der  ausgezeichneten  oder  invarianten  Unter- 
gruppe em.  Hat  man  irgend  eine  Q-rappe  g  von  irgendwelchen 
Operationen  und  ist  y  eine  Untergruppe  von  g,  transformii-t  man  dann 
die  Operationen  von  y  durch  alle  mdghchen  Operationen  S  von  g, 
d  h.  bildet  man 

y,^S-'yS, 

so  gehören  die  sämmtlichen  Operationen  der  Gesammtheit  y^  der 
Gruppe  g  an,  und  bilden  offenbar  auch  wieder  eine  Gruppe,  also  eine 
Untergruppe  von  g.  Diese  sämmtlichen  Untergruppen  y^  nennt  man 
mit  y  gleichberechtigt  innerhalb  der  Gruppe  g.  Wenn,  nun  ins- 
besondere jede  der  mit  y  gleichberechtigten  Untergruppen  mit  y  selbst 
identisch  ist,  d.  h.  wenn  y  durch  Transformation  mit  allen  Operationen 
von  g  immer  in  sich  selbst  übergeht,  so  heisst  y  eine  ausgezeichnete 
oder  invariante  Untergruppe  von  g.  Eine  Gruppe  g  heisst 
einfach,  wenn  sie  ausser  der  identischen  Operation  keine  ausgezeich- 
nete Untergruppe  enthält,  im  entgegengesetzten  Falle  heisst  sie  zu- 
sammengesetzt 

Seien  nun  T^^f  (a=i,  a,  »o  m  unabhängige  infinitesimale  Ti*ansfor- 
mationen  unserer  r-gliedngen  Gruppe  H,  die  eine  Untergmppe  JJ'  der- 
selben erzeugen;  denken  wir  uns  die  Yjf  {h=i,%     «o  durch  gewisse 

m-l-iA     ■     •      ^rt 
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zu  einem  System  von  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 
von  H  ergänzt,  dann  ist  die  Untergruppe  jET  innerhalb  J?  ausgezeichnet, 
wenn  die  sämmtUchen 

(Y,   FJ  fe  =  l,2,        m,  A  =  l,3,        r) 

durch  die  Y  (0=1,2,     m)  allein  ausdrückbar  sind,  d.  h.  also  in  der  Form 

0  ' 

(T=l 

dargestellt  werden  können. 

Wir  kehren  jetzt  zu  der  aus  den  v  Schaaren  (14)  gebildeten 
Gnippe  G  zurück,  in  der  F  als  Untergruppe  enthalten  wai-.  Da  F 
die  /--gliedrige  continuirliche  Gruppe  H  enthält,  so  ist  S  auch  in  G 
enthalten.     Mögen  die  Transfonnationen 

diejenigen  sein,  die  die  Gruppe  II  definireu 

Führen  wir  nach  einer  Transformation  von  H  die  nicht  zu  S 
gehörige  Transformation 

(32)      i=tr{^h,   ^i<'    0    "-'•'•  "' 

von  G  aus,  so  erhalten  wir  in 

(33)  i.^fr{tfW^\-      f%\o)\<^f,---'0 

wieder  eine  Transformation  von  G,  die  scheinbar  von  den  r  -\-  r^ 
Parametern 

"1  >  ";•  7       "1  J  r^ 

abhängt,  in  Wirklichkeit  aber  nur  r  wesentliche  Parameter  enthalten 
kann  (vergl.  Nr.  137,  S.  23).  Da  die  Gruppe  E  die  identische  Trans- 
formation enthält,  reduciren  sich  für  besondere  Werthe  der  aj^',  o/ 
die  ff\y'Oi)  auf  y^  ('  =  1,3,  «)  Die  Transformationsschaar  (32)  ist  also 
unter  der  Schaar  (33)  enthalten,  und  es  muss  folglich  nothwendig  (32) 
mit  (33)  identisch  sein,  d  h.  es  ist  r^  =  r 

Also  ist  m  allen  v  Schaaren  der  Gruppe  G,  (wenn  wir  uns 
eben  solche  Schaaren,  die  schon  unter  anderen  enthalten  sind,  von 
vornherein  weggelassen  denken)  die  Anzahl  der  wesentlichen 
Parameter  gleich  r,  d.  h.  G  ist  mit  F  identisch. 

Sei  nun  T  irgend  eine  Transformation  von  G-^  betrachten  wir 
die  Transformationen 

so  ist  die  von  denselben  gebildete  Gruppe  auch  r-gliedng  und  von 
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infinitesimalen  Transformationen  erzeugt,  sie  ist  also  mit  H  Identisch, 
d.  h.  ^  ist  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  von  G. 

Die  Gruppe  G-  hat  also  die  folgende  Gestalt:  Sie  besteht  erstens 
aus  den  Ti-ausformationen  der  continmrlichen  Gruppe  H  und  ferner 
noch  aus  v  —  1  Schaaren  von  der  Fonu 

wo  T^,  Tg,         r,_j  Transformationen  bedeuten,  für  welciie 

T~'^HT  =11       («=1,2,     *-i) 
ist. 

Wu-  behalten  die  Bezeichnung  contmuirliche  Gruppe,  in  dem 
Sinne  wie  sie  m  der  Nr.  134  (S.  15)  eingefülirt  wurde,  bei,  verstehen 
also  unter  einer  continuirlichen  Gruppe  stets  nur  eine  solche,  die  durch 
ein  System  von  Gleichungen,  welche  von  gewissen  stetig  veränder- 
lichen Parametern  abhängen,  definirt  wird.  Die  allgemeinen  Gmppen, 
zu  deren  Definition  v  >  1  Systeme  von  Gleichungen  erforderlich  sind, 
hat  man  wohl  auch  als  gemischte  Gruppen  bezeichnet;  wenn  es  sich 
darum  handeln  wird,  eine  derartige  Gmppe  etwa  im  Gegensatze  zu 
einer  abzählbaren  Gruppe  zu  chai-akterisiren,  so  werden  wir  einfach 
von  einer  Gmppe  sprechen,  die  eontinuirliche  Schaaren  von  Transfor- 
mationen enthält.  Die  charakteristische  Eigenschaft  einer  continmrlichen 
Gmppe  (mit  paarweise  mversen  Transformationen)  besteht  diirin,  dass  sie 
aus  infinitesimalen  Transfoniiationen  erzeugt  wird.  Diese  infinitesimalen 
Transformationen  spielen  für  die  betreffende  eontinuirliche  Gmppe  eine 
analoge  RoUe,  wie  für  eine  Gruppe  mit  endlicher  Basis  die  Elemente 
dieser  Basis  Wir  heben  noch  ausdrücklich  hervor,  dass  eine  eontinuir- 
liche Gmppe  niemals  abzählbar  sein  kann,  es  sei  denn,  dass  sie  sich 
auf  die  identische  Transformation  reducirt. 


141.  Allgemeiner  Begriff  der  Invarianten  einer  continuirliolien  Gruppe. 
Transitlvltät  und  Intransitivität. 

Wenden  wir  die  bisher  erlangten  Ergebnisse  auf  die  lineare  Gruppe 
®  au,  die  durch  die  v  Transformationsschaai-en  (13)  (Nr.  136,  S.  22) 
definirt  worden  war,  so  erseben  wir  also,  dass  die  Anzahlen  r, ,  r, .  r 
der  Parameter  einander  gleich,  etwa  gleich  r  sem  müssen,  und  dass 
eine  der  Gleichungen  (13)  eine  r-gliedi*ige  eontinuirliche  Gruppe  dar- 
stellt, die  von  r  infinitesimalen  Transformationen  erzeugt  wird.  Um 
nmi  die  Beziehung,  in  der  die  Differentialfunction  B{y),  von  der  wir 
ausgegangen  waren,  zu  der  Gmppe  0  steht,  dai'legen  zu  können, 
wollen  wir  für  unsere  aus  den  v  allgemeinen  Transformationsschaaren 
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(34)  n.^l^'l^j,,  "y^\^'^,    ■^'^)      (-M.  ..) 

('  =  1,2,        n) 

gebildete  Gruppe  G  den  Begriff  der  Inyariante  bez.  Differential- 
invariante  erörtern. 

Eine  Function  U{y^,  y^,  ■  yj  der  unbestimmten  Grössen  y^  heisst 
eine  Invariante  von  G,  wenn  für  die  durch  die  Gleichungen  (34) 
defiuirten  v    die  identische  Gleichuns 

^iVv  %,        Vj  =  U(y^,  2/2,    •    O 
besteht.    Da  diese  Gleichung  auch  bestehen  muss,  wenn  die  vj^  aus  den 
y^  durch  eine  der  r  infinitesimalen  Transformationen  3£,/  hervorgehen, 
so  muss  jede  Invariante  von  G  den  r  pai-tiellen  Differentialgleichungen 

(35)  V=0        ("=^'^'     '■) 

Genüge  leisten. 

In  der  That  verwandelt  sich  (vergl  Nr  137,  S.  24)  eine  beliebige 
Function  f(y^,    •  •  yj  bei  Anwendung  der  infimtesimalen  Transformation 

in  den  Ausdruck 

f(yv      ■  yJ -^  ^h^  dy-^"'^^''  '    '^-^' 

%  =  1 

so  dass  also  das  Bestehen  der  partiellen  Differentialgleichungen  (35) 
die  noth wendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür  darstellt,  dass  die 
Function  f(y^,  yj  bei  den  infinitesimalen  Transformationen  ä:^/* 
und  folglich  bei  den  Transformationen  der  durch  diese  erzeugten, 
r-gliedrigen  continuirlichen  Gruppe  H  ungeändert  bleibt. 

Jede  Invariante  von  G  ist  offenbar  auch  eine  Invariante  von  ff, 
aber  nicht  umgekehrt  Verweilen  wir  also  einen  Augenbhck  bei  der 
Betrachtung  der  Invarianten  der  y-gliedngen  von  der  infinitesimalen 
Transformation  'X.J  erzeugten  Gruppe  H. 

SoU  die  Gruppe  H  überhaupt  Invarianten  besitzen,  so  müssen  die 
partiellen  Differentialgleichungen  (35)  eine  Lösung  zulassen  Aus  der 
Unabhängigkeit  der  infinitesimalen  Transformationen  3£^/"  folgt 
natürlich  im  Allgememen  noch  nicht  die  Unabhängigkeit  der  Glei- 
chungen (35),  da  zwischen  den  Sf^/"  sehr  wohl  eine  homogene  lineare 
Beziehung  mit  von  den  y^^,  y^^  abhängigen  Coefficienten  bestehen 
kann,  ohne  dass  eine  solche  mit  von  den  y^,  •  ■  y  unabhängigen 
Coefficienten  ^tatt  hat  Seien  also  etwa  qKr  der  Gleichungen  (35) 
von  einander  unabhängig,  dann  bilden  dieselben  zufolge  der  zwischen 
den  3:^/"  bestehenden  Relationen  (31)  (S  34)  ein  g'-gliedriges  voll- 
ständiges System. 
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Wenn  q<n  ist,  so  besitzt  dieses  Tollständige  System  genau  n  —  q 
unabliängige  Lösungen 

u^iVv  '  •    Vn)}    •  •  *     \-M'      ■  yn)' 
Diese  sind  also  Invarianten  von  S[,  und  jede  Invariante  von  E  lässt 
sich,  als  Lösung  jenes  vollständigen  Systems,  als  Function  dieser  n  —  q 
Invarianten    darstellen;    wir   sagen    darum,    die    letzteren    bilden    ein 
System  von  einander  unabhängiger  Invarianten  der  Gruppe  Ä 

Ist  <y  =  w,  so  besitzt  die  Gmppe  B  überhaupt  keine  Invanante; 
wir  können  dies  dui-ch  einen  m  der  Grappentheorie  sehr  bedeutsamen 
Tenninns  noch  etwas  andere  ausdrücken 

Zunächst  stellt  sich  die  Thatsache,  dass  die  Gf-leichungen  (35)  ein 
(/-ghedriges  vollständiges  System  bilden,  so  dai-,  dass  das  von  den 
Coefficienten  dieser  Gleichungen  gebildete  rechteckige  System 

(36)  {kfy„  ■K))    C:'.;';  :) 

vom  Range  q  ist.  Die  Gruppe  U  besitzt  also  dann  und  nur  dann 
keine  Invariante,  wenn  das  System  (36)  genau  vom  Range  n  ist. 

Die  Transformationen  von  H  lassen  sich  in  der  Form  schreiben 
(vergl.  S.  34,  Nr.  139) 

A  =  l  A  =  J    17  =  1 

('  =  1,2,        ») 

Bezeichnen  wir  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  für  einen  Augen- 
blick durch  0^j  so  werden  dieselben,  nach  einem  bekannten  Satze  von 
Jacobi,  dann  und  nur  dann  eine  Auflösung  nach  n  von  den  Para- 
metern ?p  l^,        l^  gestatten,  wenn  ftii*  n  dieser  Grössen,  etwa 

t,  ,  I'  1  '  '  '  v,  1 

'l'     '3'  'h' 

die  nach  denselben  genommene  Functionaldeteiminante  der  O^  nicht 
identisch  verschwmdet,  d.  h.  mit  andern  Worten,  wenn  das  rechteckige 
System 

genau  vom  Range  n  ist.    Für 

Z  =  Z  =  . .  .  =  ;  =0 

1  Z  ( 

redueii't  sich  aber  dieses  System  auf  das  System  (36).  Wenn  also  der 
Rang  dieses  letzteren  gleich  «  ist,  so  gilt  das  Gleiche  für  das  System 
(37),  d.  h.  in  diesem  Falle  können  die  Gleichungen,  welche  die  Trans- 
formationen von  H  darstellen,  nach  n  von  den  Parametern  Z,^  aufgelöst 
werden. 
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Das  lieisst  aber  mit  anderen  Worten:  föx  ein  beliebiges  Werthe- 
syatem  der  y  und  ein  ebenfalls  beliebiges  Werthesystem  der  ri^  lässt 
sich,  stets  ein  Werthesystem  (eventuell  auch  mehrere)  der  Parameter  der 
Gruppe  angeben,  welches  eine  Transformation  der  ö-ruppe  liefert,  durch 
die  diese  beiden  Werthesysteme  i/^,  ly^  in  einander  übergehen;  es  giebt 
also,  allgemein  zu  reden,  stets  Transformationen  der  Gruppe,  die  einen 
beliebigen  Punkt  {y^  der  w-fachen  complexen  Manmgfaltigkeit  m  einen 
beliebigen  anderen  Punkt  ebendieser  Mannigfaltigkeit  überführen.  Diese 
Eigenschaft  der  Gruppe  H  bezeichnet  man  dadurch,  dass  man  sagt, 
die  Gruppe  sei  transitiv,  im  entgegengesetzten  Falle,  d  h.  wenn 
H  nicht  transitiv  ist,  heisst  sie  intransitiv. 

Der  Begriff  der  Transitivifät  ist  zruerst  von  Cauchy  für  die  aus 
den  Permutationen  von  n  Elementen  gebildeten  Gruppen  eingeführt 
worden;  Cauchy  nennt  eine  solche  Gruppe  transitiv,  wenn  durch 
Anwendung  ihrer  Permutationen  jedes  Element  an  die  Stelle  jedes 
anderen  Elementes  treten  kann.  Insbesondere  heisst  die  Gmppe  w-fach 
transitiv,  wenn  ihre  Permutationen  es  ermöglichen,  m  beliebige  der 
n  Elemente  an  die  Stellen  von  m  beliebigen  anderen  zu  setzen 

Entsprechend  dieser  letzteren  Bezeichnung  nennt  Herr  Lie  die 
Gnippe  JST  einfach  transitiv,  wenn  es  im  Allgemeinen  auch  nur  eine 
Transformation  derselben  giebt,  die  einen  beliebigen  Punkt  {y^  in  einen 
beliebigen  anderen  (iy^)  verwandelt,  d.  h.  also,  wenn  die  Anzahl  der 
Parameter  der  transitiven  Gruppe  genau  gleich  n  ist. 

Ist  die  Gruppe  H  intransitiv,  so  lassen  sich  aus  den  Definitions- 
gleichungen  derselben  Beziehungen  zwischen  den  y^  und  den  iq^  her- 
leiten, die  von  den  Parametern  unabhängig  sind.  Das  ist  stets  der 
FaU,  wenn  der  Rang  q  des  Systems  (36)  kleiner  ist  wie  n.  In  diesem 
Falle  ist,  da  der  Rang  von  (37)  nicht  kleiner  sein  kann  als  g,  die 
Anzahl  der  von  den  Parametern  der  Gruppe  und  von  einander  unab- 
hängigen Beziehungen  zwischen  den  y^  und  ?;^,  die  sich  aus  den  Glei- 
chungen ^  =  0  herleiten  lassen,  keinesfalls  grösser  wie  n  —  q  Sie 
muss  aber  genau  gleich  n  —  q  sein,  denn  wir  kennen  ja  die  n  —  g 
unabhängigen  Invarianten  m^,  •  m^_,  der  Gruppe  S,  welche  die  w  —  q 
von  einander  und  von  den  Parametern  der  Gruppe  unabhängigen 
Gleichungen 

^(2/iJ  •  •    2/«)  =  «,.('?iJ  •    •  O         ('*=''''     "-^' 
liefern.     Wir  ei-schliessen  also  den  Satz: 

Ist  die  r-gliedrige  continuirliche  Gruppe  S  transitiv,  so 
hat  sie  keine  Invarianten.  Ist  sie  intransitiv,  so  hat  sie  die 
gemeinsamen  Lösungen  der  partiellen  Differentialgleichungen 
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(35)  zu  Invarianten;  in  diesem  Falle  lassen  sich  aus  den  De- 
finitiousgleichungen  der  Gruppe  gewisse  von  einander  unab- 
hängige Relationen  zwischen  den  y^  und  den  ly^  herleiten,  die 
auf  die  Form 

«^fc>     •  •  2/J  =  ^xO?i:  •  •    ^J 

gebracht  werden  können.  Die  ujjf^,  '  '  •  y)  bilden  alsdann  ein 
System  unabhängiger  Lösungen  des  durch  die  Gleichungen 
(35)  bestimmten  vollständigen  Systems,  d.  h,  ein  System  von 
einander  unabhängiger  Invarianten. 


142.   Invarianten  einer  gemischten  Gruppe.     Differentialinvarianten. 

Wir  fragen  nun,  welche  Invarianten  von  S  zugleich  Invarianten 
von  G  sind. 

Da  alle  infinitesimalen  Transfonnationen  von  G  von  den  ä:  f  ab- 
hängig  sind,  sSO  verwandeln  sich  die  ^J  bei  Anwendung  irgend  einer 
Transfoi-mation  von  G  in  lineare  homogene  Functionen  ihrer  selbst. 
Eine  Lösung  des  durch  die  Gleichungen  (35)  bestimmten  voUständio-en 
Systems  muss  demnach  bei  Anwendung  irgend  einer  Transformation 
von  G  wieder  in  eine  Lösung  Übergehen  Also  verwandelt  sich  jedes 
^iVu  "  '  Vn)  ^^  ^^^^  Function  der  n  —  q  Lösnngeu  u^,  •  u  _^  Da 
aber  die  u^(y^,  -  •  •  y^)  für  die  Gruppe  H  Invarianten  und  die  sümmt- 
hchen  Transformationen  von  G  in  der  Form 


darstellbar  sind,  so  brauchen  wir  nur  die  Aenderungen  zu  betrachten 
die  die  u^,  •  •  w^^_^  bei  Anwendung  der  specieUen  Transformationen 
Tj,  Tg,  •  •    T^_^  erfahren. 

Möge  durch  T   die  Lösung  ufy^,      ■  yj  übergehen  in 

«',xK(2/)»    ••M„_,/2/)), 
dann  bilden  die  v  Transfonnationen 

**;W  =  ^..(^i(2/)j      ■"„_/«/))         (-=0,1,      —1), 
„    ,  (f=i,a,      ,t-.i), 

woselbst 

'ö,o(«i(2/);--     '^-5(2/))  ==  «,(?/) 

zu  nehmen  ist,  offenbar  eme  Gruppe,  wenn  wir  die  Fuuctionszeichen  gj 
als  Operationssymbole  auffassen.    JedeFunctionderw,«      ■  -  u 
die  bei   den  Operationen   dieser    Gruppe   ungeändert   bleibt, 
ist  dann  eine  Invariante  von  G. 
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Da  nicht  jede  continrnrliche  Gruppe  Invarianten  hat,  so  ist  es 
von  Wichtigkeit,  den  Invarianienbegrijff  zu  erweitem,  indem  man  die 
Differentialinvarianten  einfiihrt.  Zu  dem  Ende  betrachten  wir  die 
2^1;  2/3;  •  Un  ^  Functionen  gewisser  unabhängiger  Vanabeln,  z.  B.  wie 
es  bei  unseren  auf  die  linearen  Differentialgleichungen  bezüglichen 
Untersuchungen  der  Fall  ist,  als  Functionen  der  einen  unabhängigen 
Vaiiabeln  x,  und  bilden  uns  zunächst  die  Ausdrücke,  die  die  Ab- 
leitungen der  71^  durch  die  y^  und  deren  Ableitungen  darstellen. 

Wenn  wir  uns  der  Einfachheit  wegen  auf  die  Transformationen 
der  r-gliedi'igen  continuirlichen  Gruppe  H  beschränken 

so  haben  wir  also  diese  Transformationsgleichungen  zu  differentiiren, 

(39)  ^^_._^^_f^dy^ 

'  dx       ^   dy^    dx  ' 

x  =  l 

dann    stellen    die    Gleichungen  (38),  (39)   zusammengenommen   Trans- 
fonnationen  in  den  2n  Grössen 

dar,    die,   wie  leicht  zu  beweisen  ist,   eine  von   den  r  infinitesimalen 
Transformati  onen 

dx 
erzeugte   r-gliedrige  Gruppe  bilden;   mau  nennt  dieselbe  die  einmal 
erweiterte  Gruppe  H\  wir  wollen  sie  durch  H^^^  bezeichnen 

Die  Zusammensetzung  von  Ijt-^^  (Nr,  140,  S  36)  ist  dieselbe, 
wie  die  der  Gruppe  S,  die  Invarianten  von  JS^^^  heissen  Differential- 
invarianten  erster  Ordnung  von  H  Fahren  wir  so  fort,  indem 
wir  die  Differentialquotienten  der  ri^  etwa  bis  zur  ^*™  Ordnung  bilden, 
so  erhalten  wir  eine  Gruppe  in  den  (JV-f-  l)w  Grössen 

^Vi  äy^  ^Vx  f^ 

2^1'         ^»'     dx'     "    dx'  "     dx^'     ■  •   ax^ ' 

die  von  den  r  infinitesimalen  Transformationen 

^A  r    2j  ^^^^'-^^ ~dy, ^ Z ~^  W;^  " '^2j  ~d^  d7^ 
«=i  »=i  ,=1  ^* 

(Ä  =  l,2,        r) 

erzeugt  wird     Die  Invarianten  dieser,  wie  man  sich  ausdrückt,   durch 
^-malige    Erweiterung    von   H  erzielten   Gruppe   J^^^    sind    die 
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Lösimgen  des  vollständigen  Systems ,  welches  durch  die  partiellen 
Differentialgleichungen 

hestim-mt  wird;  sie  sind  Differeutialinvarianteu  ^*"  Ordnung 
der  ursprünglichen  Gruppe  H,  und  man  übersieht,  dass,  da  N  stets  so 
gross  gewählt  werden  kann,  dass  die  Anzahl  der  Variabein  in  diesen 
Differentialgleichungen  grösser  ist  wie  r,  es  stets  möglich  ist  zu  einer 
gegebenen  r-gliedrigen  continuirlichen  Grruppe  Differentialinvarianten  zu 
finden,  indem  nämlich  für  hinreichend  gi'osses  N  eine  .^-mal  erweitei-te 
Gruppe  nothwendig  einmal  mti-ansitiv  werden  muss. 

Püi'  die  allgemeine  lineare  Gruppe  L  ist  z.  B.  die  (w  —  l)-malige 
Erweiterung  L  '  noch  transitiv,  die  w-malige  L  dagegen  intransitiv 
(vergl.  Nr  135,  S.  17) 

Offenbai-  ist  jede  Ableitung  einer  Differentialinvariante  nach  a) 
selbst  wieder  eine  Differentialinvariante. 

Ebenso  wie  H  kann  nun   auch   G  selbst   beliebig   oft   erweitert 
werden;  die  Differentialinvarianten  N^'  Ordnung  der  N-mal  erweiterten 
Gruppe  G^^^  werden  aus  den  Differentialinvarianten  von  E^^^  m  ahn 
lieber  Weise    ausgesondert,    wie    wir   es   fiir  die  Invarianten    von   G 
beziehungsweise  S  auseinandergesetzt  haben. 


Viertes  Kapitel. 

143.   Algebraisolie  Untergruppen  der  allgemeinen  linearen  Gruppe. 

Tnflnitesimale  Transformationen.  Algebraisolie  Differentlalgleiob.migen 

für  rationale  Differentialfiuiotionen. 

Wir  jiektaen  nunmelir  die  Untersucliung  der  rationalen  Differential- 
fuiiction  It{y)  'wieder  auf  und  können  jetzt  die  Beziehmig  von  R{y) 
zu  der  durch  die  Gleichungen 

B{y)  =  B{ri) 

bestimmten  algebraischen  Untergruppe  %  der  allgemeinen  linearen 
Gruppe  L  dahin  charakterisiren,  dass  wir  sagen:  It{y)  ist  eine  DifFe- 
rentialinvariante  (n  —  1)*^'  Ordnung  der  (n  —  l)-mal  erweiterten  Gruppe 
©^""^^  wobei  allerdings  stets  vor  Augen  zu  halten  ist,  dass  der  Aus- 
druck i2(?/)  noch  die  Invarianten  ^^,  ■  p^  der  Gruppe  L  nebst  deren 
Ableitungen  enthalten  kann. 

Die  Gleichungen,  welche  die  Gruppe  ©  definiren,  seien 

(1)  ^,=2'^«  (»."••■    a."V«      «=>.'.     ') 

X  =  l 

(/  =  1,2,        n), 

die  dem  j  =  1  entsprechende  Schaar  möge  die  in  ©  enthaltene  r-glie- 
drige  continuirliche  Gruppe  §  darstellen,  welche  von  infinitesimalen 
Transformationen 

^J  (A=l,2,        r) 

erzeugt  wird. 

Diese  mfimtesimalen  Transformationen  sind  natürlich  linear,  denn 
sie  setzen  sich  aus  den  n^  infinitesimalen  Transformationen  der  allge- 
meinen linearen  Gruppe  L,  d.  h.  aus  den 

linear  mit  coustanten  Coefficienten  zusammen.     Sei 

(2)  a;^/-=2'2'&^       "='■'■    "• 
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dann  sind  also  die  im  allgemeinen  Falle  mit  1;^,  (2/1 7  *    '  V^  bezeichneten 
Functionen  einfach 

w 

Die  infinitesimalen  Ti"ansformationen  der  (n  —  l)-mal  erweiterten  Gruppe 
®^'— ^^  lauten 

(3)    3erv=2'2''->.f,+2'2'*«-t#+  • 


+ y.  yA 


,(*) 


^~^y.     df 


und  es  muss  demnach  Ii(y)  eine  Lösung  des  Systems  partieller  Dili'e- 
rentialgleichungen 

sein.  Dies  giebt  uns,  falls  die  Function  B(y)  gegeben  ist,  ein  Mittel 
an  die  Hand,  um  die  infinitesimalen  Ti-ansformationen  der  Gruppen  © 
beziehungsweise  ^  zu  finden 

Setzen  wir  nämlich  in  die  Gleichungen  (4)  füi-  f  die  Function 
E(?/)  ein,  so  müssen  diese  Gleichungen  identisch  erfüllt  sein  Soll  eine 
Gleichung  von  der  Form 

identisch  erfüllt  sein,  so  liefert  dies  eine  gewisse  Anzahl  hnearer  homo- 
gener Beziehungen  zwischen  den  e^^,  vennöge  deren  sich  eine  gewisse 
Anzahl   dieser   Consfcanten   durch   die   übrigen    willkürlich  bleibenden 
homogen  linear   dai-stellen  lässt.     Führen  wir  die  so   gewonnenen  e 
m  den  Ausdruck 

i  X 

ein,  so  stellt  derselbe  die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation 
von  ®  dar;  die  Factoren  der  wülküi-lich  gebliebenen  e  sind  die 
Symbole  der  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen,  welche 
die  Ginippe  §  erzeugen. 

Es  lassen  sich  aber  aus  den  pai-tiellen  Differentialgleichungen  (4) 
noch  weitere  wichtige  Eigenschaften  der  Function  R{y)  ableiten;  wir 
müssen  zu  diesem  Zwecke  vorerst  nachweisen,  dass  jene  r  pai-tiellen 
Differentialgleichungen  stets  unabhängig  von  einander  sind 
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Wir  haben  bereits  in  der  Nr.  135  (S.  17  ff.)  das  System  von  par- 
tiellen Differentialgleichungen  erwalint,  welches  dnrch  die  Differential- 
mvananten  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  L  befriedigt  wird. 

Die  n   von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 

erzeugen  die  (w  — l)-mal  erweiterte  Gruppe  i^'*~^\  und  die  Differential- 
gleichungen 

(5)  3e^7V=0         (A.=M,     n) 

müssen  folglich  durch  jede  Invariante  von  i^""^^  befriedigt  werden. 
Diese  Differentialgleichungen  sind  offenbar  von  einander  unabhängig, 
denn  die  Detenmnante  ihrer  Coefficienten  ist  der  w*^  Potenz  der  De- 
terminante 

des  Fundamentalsystems  y^,  y^^    •  •  y^  gleich.     Es  constituiren  folglich 

die  Gleichungen  (5)  ein  n  -gliedriges  vollständiges  System  in  den 
n   Variabein 

(6)  y^,  ■  ■  y.,  y;,  ■  ■  y;,      tfr",  ■  ■ «(""", 

woraus  wir  beiläufig  schliessen  können,  dass  es  keine  von  diesen 
Variabein  abhängige  Invariante  von  L^^~^^  geben  könne,  ein  Satz, 
den  wir  schon  m  der  Nr.  135  (S.  17)  bewiesen  und  dort  so  aus- 
gesprochen haben,  dass  es  keine  Differentialinvariante  von  niedrigerer 
als  der  w**"^  Ordnung  der  Gruppe  L  giebt 

Die  infinitesimalen  Transformationen  von  @^"~^^  smd  zufolge  der 
Gleichungen  (2),  (3)  von  der  Form 


und  da  dieselben  von  einander  unabhängig  sind,  so  ist  dadiSystem  der 

r   n    Elemente 

im         I  /.=i.a.     '\ 

Vxi)  \.,;<=1,2,      n) 

genau  vom  Range  r  Nun  sind  die  n"  Gleichungen  (5)  von  einander 
unabhängig,  also  gilt  das  Gleiche  auch  für  irgendwelche  r  dieser 
Gleichungen;  wir  erhalten  also  auch  r  unabhängige  Gleichungen,  wemi 
wir  mit  Hülfe  von  r  n  Grössen,  die  ein  System  vom  Range  r  con- 
stituiren, r  lineare  homogene  Verbindungen  der  Gleichungen  (5)  bilden 
Es  smd  also  in  der  That  die  r  Gleichungen  (4)  von  einander 
unabhängig,  dieselben  stellen  also  ein  genau  »--gliedriges  voll- 
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ständiges  System  von  partiellen  Differentialgleicliungeu  lu 
den  7^  Variabein  (6)  dar. 

Buden  wir  nun  die  successiven  n  —  r  ersten  Ableitungen  der 
Differentialfanctiou  -R(2/)  nact  ^  und  ei-setzen  in  den  so  entstellenden 
Ausdriicken  die  Ableitungen  der  y^y  deren  Ordnung  höher  ist  als  die 
(n  —  1)**,  durch  ihi-e  Werthe  dargestellt  mit  Hülfe  der  (w  —  1)  ersten 
Ableitungen  und  der  j?^,  j)jj,  •  •  ^^  nebst  deren  Ableitungen,  so  sind 
die  so  entstehenden  Ausdrücke,  die  wir  der  Reihe  nach  durch 

■RM,  ^M^'--K^-M 

bezeichnen,  auch  Differentialinvarianten  (n  —  Vf^^  Ordnung  der  Gi-ujjpe 
ÖJ,  sie  befriedigen  also  ebenfalls  das  r-gliedrige  vollständige  System  (4) 
Dieses  System  besitzt  aber  genau  n  —  r  von  einander  unabhängige 
Lösungen,  durch  dieselben  müssen  sich  also  die  n'  —  r  -(-  1  Lösungen 

darstellen  lassen.  Bezeichnen  wir  die  Differentialfunction  ll(^j)  als 
Function  von  x  aufgefasst  durch  F,  so  ist 

(7)  %)  =  F,    i{,«  =  g,...iJ.,_.(j,)  =  ^!!l^., 

dx 

die  linken  Seiten  dieser  GHeichungeu  enthalten  die  n  ö-rössen  (6)  nur 
m  «^  —  r  von  einander  unabhängigen  Verbindungen,  es  muss  folglich 
möglich  sein,  zwischen  den  Gleichungen  (7)  jene  t^  Grössen  zu  elimi- 
niren     Sei 

das  Resultat  dieser  Elimination,  wo  also  0  eine  ganze  rationale  Func- 
tion seiner  Argumente  bedeutet,  mit  Coefficienten,  die  sich  aus  den 
j)p  •  •  p^^  und  deren  Ableitungen  rational  zusammensetzen,  dann  stellt 
uns  die  Gleichung  (8)  eine  algebraische  Differentialgleichung 
(w^  —  r)*"'' Ordnung  dar,  der  die  Function  B{y)  genügen  muss 
Bei  der  Bildung  dieser  Differentialgleichung,  beziehungsweise  der 
Gleichungen  (7),  wm-de  nur  die  Eigenschaft  der  y^,  y^,  y  ,  der 
Differentialgleichung 

Genüge  zu  leisten,  benutzt. 

Die  Differentialgleichung  (8)  wird  also    auch  befriedigt 
werden  durch  jede  Function,  die  aus 

V=-B(y) 
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hervorgeht,  wenn  wir  für  y^,  2/,,  •••  y„  irgendwelche  n  Lösungen 
der  linearen  Differentialgleichung  (9)  setzen,  d.  h.  also  durch 

wo 

n 
%=^^ry^  0  =  1.2,      ,0 

*  =  1 

ist,  und  die  a^^  ganz  beliebige  Constanten,  auch  solche,  deren 
Determinante  verschwindet,  bedeuten  können. 


144.   Eigenschaften  dei:  algebraisclien  Differentialgleiolitingen,  denen 
die  rationalen  Differentialftinotionen  Q-enüge  leisten. 

Wir  dürfen  offenbar  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung  (8), 
d.  h.  also  die  ganze  Function  <&,  als  eine  m  Bezug  auf  die  Grössen 

F   ?^     .  .  .  ^— 

im  algebraischen  Sinne  irreductible  Function  betrachten;  denn  soUte 
sich  CP  nicht  gleich  von  vorneherein  in  uTeductibler  Form  ergeben, 
so  müsste  einer  der  irreductiblen  Factoren  von  0  für  V=B(y)  ver- 
schwinden, und  da  die  Coefficienten  dieses  Factors  sich  rational  aus 
den  p.,  '  '  Pn  ^™*^  deren  Ableitungen  zusammensetzen,  so  würde  der- 
selbe auch-*für  V  =  B{ri)  verschwinden,  wenn  die  Determinante 

der  [i/  ]  mit  \ri  ]  verknüpfenden  Transfonnation  von  NuU  verschieden 
ist.  Sofern  also  nur  solche  B{yi)  m  Betracht  kommen,  die  aus  R{y) 
durch  die  Transfoirmationen  der  Gruppe  L  hervorgehen,  könnte  jener 
irreductible  Factor  an  Stelle  von  O  der  Untersuchung  zu  Grunde  ge- 
legt werden 

Diejenigen  Integrale  B(ri)  der  Differentialgleichung  (8),  für  welche 
die  Determinante  der  a^^  verschwindet,  sind  m  gewisser  Weise  als 
singulare  Lösungen  von  (8)  aufzufassen;  wir  wollen  darum  jedes 
Integral  JR  (■>?),  wo  die  ly^,  •  •  iq^  ein  Fundamentalsystem  constituiren, 
als  eine  nicht  singulare  Lösung  von  (8)  bezeichnen. 

Dann  ist  es  von  Wichtigkeit  zu  zeigen,  dass  eine  solche 
nicht  singulare  Lösung  keiner  algebraischen  Differential- 
gleichung von  niedrigerer  als  der  (w^  —  r)**"^  Ordnung  genügen 
kann,  deren  Coefficienten  ebenso  wie  die  von  (8)  rational  m 
den  p^,  •  •  '  i?„  und  deren  Ableitungen  sind. 

Sohleslnger,  DiffereutJalgleiohnugen    n.  4 
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Zunäclist  ist  klar,  dass,  wenn  eine  nicht  singulare  Lösung  von  (8) 
einer  Differentialgleichung  von  niedrigerer  als  der  (w"  —  r)*®''  Ordnung 
Genüge  leisten  würde,  diese  Differentialgleichung  zu  Folge  der  Unver- 
änderlichkeit  ihrer  Coefficienten  bei  den  Ti-aiisfoiinationen  von  L  auch 
durch  die  allgemeinste  nicht  singulare  Lösung  It{vi)  befriedigt  werden 
müsste.  Nun  lässt  sich  aber  leicht  einsehen,  dass  diese  aUgemeinste 
Lösung 

genau  von  (n  —  r)  wesentlichen  Parametern  abhängt.    Es  gilt  nämlieh 
ganz  allgemein  der  folgende  von  Herrn  Vessiot  herrührende  Satz: 

Setzt  man  m  eine  Function  B(^^,  y^,  ■  •  ?/J  an  die  Stelle 
der  2/i,  •  •  2/„  ^^^  ^^^s  denselben  durch  die  allgemeinste  Trans- 
formation 

('  =  1,2,        n) 

einer  ^-gliedrigen  Gruppe  hervorgehenden  transformirten 
Grössen  rj^,  •  vj^  ein,  so  hängt  der  Ausdruck  JR(7/^,  ■  tjj 
genau  von  Q~r  wesentlichen  Parametern  ab,  wenn  Jl{y)  bei 
r  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Tranafonna- 
tionen  der  Gruppe  (10)  ungeändert  bleibt. 
Seien  in  der  That 
« 

Q  unabhäjigige   infinitesimale  Transformationen,   die   die  Gruppe  (10) 
erzeugen,  und  möge  R(x)  bei  den  r<:9  infinitesimalen  Transformationen 


(0  =  1,2,       r), 


WO  die  e^,   Constanten  bedeuten,  ungeändert  bleiben;  dann  ist  also 

A  =  l  1  =  1  '« 

und  da  zufolge  der  in  der  Nr.  138  (S.  29)  bewiesenen  Sätze 

sein  muss,   wo  die   cc^^  wohlbestimmte  Functionen   der  a     a     • . .  n 
bedeuten,  so  haben  wir  ^'    -'  d 
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A  =  l  x  =  l  .  =  1 

Da  aber  ferner 

?a^         ^     07?/     Sctx 

ist,  (wir  neliineii  der  EinfacKheit  wegen  an,  dass  Ii{y)  eine  Function 
der  y^,  y^,  ■  ■  y^  allein  sei;  sollte  es  uocli  von  den  Ableitungen  der 
2/j,  ■  • '  y  abhängen,  so  wären  die  analogen  Beti-acbtungen  für  die  er- 
weiterte Gnippe  (10)  anzustellen),  so  ergiebt  sich  endlich 

h=l  x=l 

Diese   partiellen  Differentialgleichungen   sind  von    einander  unab- 
hängig, denn  die  Determinante 

ist  von  NuU  verschieden  und  das  System  der 

ist  vom  Range  r,  wenn  eben  die  infimtesimalen  Transformationen  (11) 
von  einander  unabhängig  sind.  Die  Function  JRipfj)  befriedigt  also, 
wenn  B{y)  bei  r  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  9-gIiedrigen  Gruppe  (10)  ungeändert  bleibt,  als  Func- 
tion der  Qj,  Og,  •  Q  aufgefasst  r  lineare  von  einander  unabhängige 
partielle  Differentialgleichungen,  und  man  übersieht  auch  sofort,  dass 
umgekehi't,  wenn  B(r])  solche  r  partielle  Differentialgleichungen  erfüllt, 
ebensoviele  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
der  Gruppe  (10)  vorhanden  sein  müssen,  bei  deren  Anwendung  JR(y) 
sich  nicht  verändert  Nach  einer  in  der  Nr  134  (S.  14)  gemachten 
Bemerkung  hängt  aber  eine  Function  der  a^,  •  •  a  ,  die  r  von  einander 
unabhängige  lineare  partielle  Differentialgleichungen  erfüllt,  von  genau 
Q  — r  Functionen  dieser  a^,  •  -  ■  a  wesentlich  ab,  und  umgekehrt;  unsere 
Behauptung  ist  sonach  als  bewiesen  anzusehen. 
Es  hängt  also  der  Ausdruck 

von  genau  n^  —  r  wesentlichen  Parametern  ab,  da  R{y)  bei  den  r  in- 
finitesimalen Transformationen  von  ®  beziehungsweise  §  ungeäudei-t 
bleibt;  diese  Parameter  spielen,  wenn  man  It(v})  als  Lösung  der  Differen- 
tialgleichung (8)  auffasst,  die  Rolle  von  willkürlichen  Constanten. 
Eine  Function  von  x,  die  n  —  r  willkürliche  Constanten  enthält,  kann 
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aber  keiner  Differentialgleichung  von  niedrigerer  als  der  (n  —  r)*^ 
Ordnung  genügen,  es  hat  also  die  Differentialgleichung  (8)  keines  ihrer 
nicht  singulären  Integrale  mit  einer  Differentialgleichung  von  niedrigerer 
Ordnung  und  vom  selben  Charakter  (so  drücken  wir  uns  kui-z  aus, 
um  hervorzuheben,  dass  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  In- 
varianten der  linearen  Gruppe  L  sind)  gemein. 

145.  Kationale  DifPerentialfanotionen,  die  zur  selben  Gruppe  gehören. 

Denken  wir  uns  für  eine  Differentialftinction  B(jf)  die  successiveu 
w"  ersten  Ableitungen  gebildet  und  aus  diesen  die  Ableitungen  der 
Vi^  y^)  '  "  Vni  deren  Ordnungszahl  grösser  ist  wie  n  —  1,  weggeschafft; 
bezeichnen  wir  diese  Ausdrücke  durch 

B^{y)  (x  =  l,2,       n^), 

so  ist  also,  wenn  wir  B{y)  als  Function  von  x  gleich  V  setzen, 
(12)  F=  Bis),    g=  BM,  ■  •  •  yI  =  RM- 

Aus  diesen  n  -\- 1  Gleichungen,  die  jedenfalls  mit  einander  verträglich 
sein  müssen,  lassen  sich  die  w*  Grössen 

allemal  eliminiren;  es  wird  sich  aber  im  Allgemeinen  ereignen  können 
dass  schon  die  s  +  1  ersten  dieser  Gleichungen  eine  Ehmination  jener 
n  Grössen  gestatten,  und  dann  genügt  B{y)  einer  algebraischen  Diffe- 
rentialgleichung s^  Ordnung  vom  selben  Charakter  wie  (8).  Es  muss 
also  die  kleinste  Zahl,  für  welche  eine  solche  Elimination  möglich  ist 
mit  w  —  r  übereinstimmen,  und  wir  können  somit  auf  Gmnd  unserer 
bisherigen  Untersuchungen  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

Bedeutet  s  die  kleinste  Zahl,  für  welche  aus  den  s -j- 1 
ersten  der  Gleichungen  (12)  eine  Elimination  der  sämmt- 
Lichen  n^  Grössen  (13)  möglich  ist,  so  hängt  die  Function 

woselbst 

« 

ist,  von  genau  s  wesentlichen  Parametern  ab,  und  die  durch 
die  Gleichung 

B{y)  =  R{n) 
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definirte  algebraische  Untergruppe  der  allgemeinen  linearen 
Gruppe  L  enthält  genau  n  — s  von  einander  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen. 

Daraus,  dass  Ii{y)  keiner  Differentialgleiohung  von  niedrigerer  als 
der  (w  —  r)*^  Ordnung  genügen  kann,  sehliessen  wir  nunmehr,  dass 
die  r?  —  r  Functionen 

(14)  B{y),    EM    .    R„,_,_M 

ein  System  unabhängiger  Lösungen  des  vollständigen  Systems  (4) 
(S.  46)  bilden.  Es  lässt  sich  folglich  jede  Lösung  dieses  vollständigen 
Systems  als  Function  der  Lösungen  (14)  darstellen.  Die  Lösungen 
von  (4)  sind  aber  nichts  anderes  als  die  Differentialinvarianten  (n  —  1)*^"^ 
Ordnung  der  von  den  r  infinitesimalen  Transformationen  SE^/"  (a=i,3,  o 
erzeugten  Gruppe  ^.  Bedeutet  also  S(yj^,  y^,  •  y^  eine  rationale 
Differentialfanction,  die  bei  den  Transformationen  von  §  ungeändert 
bleibt,  so  ist  S  als  Function  der  Lösungen  (14),  und  zwar  offenbar 
als  algebraische  Function  derselben  darstellbar. 

Falls  S  nur  die  Transformationen  der  r-gliedrigen  Gruppe  ^,  nicht 
aber  die  der  gesammten  Gruppe  @  zulässt,  kann  der  algebraische  Aus- 
druck von  S  durch  die  Functionen  (14)  auch  nicht  mit  Zuhilfenahme 
der  durch  die  Gleichung  (8)  definirten  Irrationalität 


,71" — r 


dx 
auf  eine  rationale  Form  gebracht  werden. 

Wenn  dagegen  die  rationale  Differentialfunction  S  bei 
allen  Transformationen  von  &  ungeändert  bleibt,  so  lässt 
sich  S  als  rationale  Function  von  B(y)  und  seinen  Ableitungen 
sowie  von  den  p^,  p^,       p^  nebst  deren  Ableitungen  darstellen 

Man  könnte  dies  dadurch  beweisen,  dass  man  annimmt,  die  Func- 
tionen y^,  •  •  y^  von  x  seien  als  eindeutige  Functionen  gegeben;  dann 
müsste  nämlich  einem  zu  einem  bestimmten  a;-Werthe  gehörigen  Werthe- 
system  von  B(y)  und  seinen  Ableitungen  auch  ein  einziger  Wei-th  von 
S{y)  entsprechen;  wir  woUen  den  Beweis  aber  etwas  schärfer  fassen, 
indem  wir  mit  Herrn  Vessiot  direct  auf  die  Differentialgleichungen 
zurückgreifen,  denen  die  Functionen  S{y)  und  R{y)  Genüge  leisten 

Bilden  wir  (vergl.  S  62)  die  Differentialgleichung  niedrigster  Ord- 
nung, der  S{y^f  y^,  ■      «/„)  genügt     Sei  dieselbe 

0(S)  =  0, 

wo  0{S)  eine  ganze  rationale  Function  bedeutet,   die  in  Bezug  auf  S 
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und  seine  Ableitungen  im  algebraisclien  Sinne  irreductibel  ist.  Dann 
wird  diese  Differentialgleicliung  auch  befriedigt  durcb 

wenn  wir,  wie  gewöhnlich,  durch  17^,  V^}  '  '  '  Vn  ®^^  behebigea  System 
von  Integralen  der  Differentialgleichung  (9)  (S.  48)  bezeichnen. 
Bedeute  nun  u  eine  unbestimmte  Function  von  x  und  sei 

so  genügt  W  der  Differentialgleichung 

(15)  ^(W-uM(y,,y,,      •yj)=0. 

Bilden  wir  andererseits  die  Differentialgleichung  niedrigster  Ord- 
nung, der  die  Function 

Q-enüge  leistet, 

(16)  W(W)  =  0, 

so  müssen  die  gemeinsamen  Lösungen  der  Differentialgleichungen  (15) 
und  (16)  die  Gleichung 

u^iVv  •  •  •  2/J  +  S{y„  •  •  •  j^J  =  uR(r}^,  .      17J  -f  S(v,,  ■    ■  vj 

erfüllen,  wo  y^,  •  •  ^^  ein  bestimmtes  Fimdamentalsystem  von  (9)  be- 
deutet.    Es  muss  also,  da  u  eine  Unbestimmte  ist, 

^(mv  •■  y^  =  ^ivv  ■  ■  \) 

sein.  Da  aber  S  und  B  bei  denselben  Transformationen  der  linearen 
Grmppe  L  ungeändert  bleiben,  muss  allemal,  wenn 

ist,  auch 

sein,  so  dass  also  die  GHeichungen  (15),  (16)  nur  das  eine  gemeinsame 
Integral 

W^  =  uB(y^,y^,-    ■  y^) -^  8{y^,  y^,    •    t/J 

besitzen  können.  Um  hieraus  den  zu  beweisenden  Satz  erachliessen 
zu  können,  müssen  wir  einen  allgemeinen  Satz  aus  der  Theorie  der 
Differentialgleichungen  kennen  lernen 
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146.   .Allgemeine  SUtze  ülber  Differentialgleichungen.     Satz,  der  dem 
Theoreme  des  Lagrange  analog  ist. 

Wir  behaupten  zuvörderst: 

Wenn  zwei  algebraisclie  Differentialgleichungen  ein  und 
nur  ein  particulares  Integral  mit  einander  gemein  haben,  so 
ist  dasselbe  nothwendig  eine  algebraische  Function. 

Dieser  Satz  ist  ein  besonderer  Fall  des  folgenden  allgemeinen  von 
Herrn  Koenigsb erger  herrührenden  Satzes: 

Hat  eine  algebraische  Differentialgleichung  fi**'  Ordnung 

(I)  F(x,  s,  e',  • .    /"^)  =  0 

mit  einer  Differentialgleichung  von  niedrigerer,  etwa  m*" 
Ordnung  (w  <  {i) 

(H)  f{^,^,^',    ■    /'")  =  0, 

die  in  Bezug  auf  8  im  algebraischen  Sinne  irreductibel  ist, 
ein  Integral  gemein,  welches  keiner  Differentialgleichung 
von  noch  niedrigerer  Ordnung  genügt,  so  befriedigen  die 
sämmtlichen  Lösungen  von  (II)  die  Differentialgleichung  (I). 
In  der  That  ergiebt  sich  aus  (II)  durch  Differentiation 

(III)         ^-^,/^  =  /;(a;,  .-,.',    ../'"^)         (.=.«+i.,«+3     ,). 

wo  f  (x,  8,  8,  •  •    8    )  eine  ganze  rationale  Function  seiner  Argumente 

bedeutet;  wenn  wir  also  durch  8^  das  den  Differentialgleichungen  (I) 

und  (II)  gemeinsame  Integral  bezeichnen,  so  werden  die  Ableitungen 

von  8^,  deren  Ordnimg  höher  ist  als  die  m*°,  durch  die  Formeln  (III) 

als  rationale  Functionen   der  m  ersten  Ableitungen  gegeben,   da   der 

Factor  von  8^*^ 

df 

der  in  Bezug  auf  5^"*'  von  niedrigerem  Grrade  ist  wie  die  Imke  Seite 
von  (H),  für  8  =  8^  nicht  verschwinden  kann. 

Wäre  dies  nämlich  der  FaU,  so  müsste  sich,  indem  man  auf 
f(x,  8,  8',  •  •    8^"'^)  und 

IL 

als  ganze  Functionen  von  £f^'"^  aufgefasst,  das  Vei-fahren  zur  Aufsuchung 
des  grössten  gemeinsamen  Theilers  anwendet,  entweder  eine  Differential- 
gleichung von  niedrigerer  als  der  m^"^  Ordnung  ergeben,  der  8^  genügt, 
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oder  es  miisste  f{x,  g,  ^^'"')  in  Factoreu  zerfallen,  die  in  Bezug  auf 
z  ganze  rationale  Functionen  sind;  beides  würde  aber  gegen  die 
gemacliten  Annahmen  vei-stoasen. 

Setzen  wir  die  sich  aus  (HI)  ergebenden  Werthe  von 

(m  +  l)        „(m  +  2)  >) 

S  ;       *  f    '  '  '    s 

in  (I)  ein,  so  erhalten  wir  eine  GHeichung  von  der  Form 

die  für  s  =  js^  befnedigt  werden  muss.  Diese  darf  mit  (11)  zusammen 
eine  Elimination  von  0  nicht  gestatten,  da  sonst  ^j^  einer  Differential- 
gleichung von  niedrigerer  als  der  w*^  Ordnung  genügen  würde;  ebenso- 
wenig kann  0  in  Bezug  auf  0  von  niedrigerem  Grade  sein  als  f 
Also  muss  zufolge  von  bekannten  Sätzen  der  Algebra 

0{x,0,  ../-)  =  fix,0,.  ■0"')y^(x,0,  ■•^f™') 

sein,  wo  W  ebenso  wie  0  eine  ganze  rationale  Function  seiner  Argu- 
mente bedeutet.  Also  verschwindet  0  für  alle  Lösungen  der  Differen- 
tialgleichung (ü),  und  folglich  befeiedigen  auch  diejenigen  Lösungen 
von  (II),  die  nicht 

IL 

zu  Null  machen,  d.  h.  die  nicht  singulare  Integrale  (im  gewöhnlichen 
Sinne)  sind,  die  Differentialgleichung  (I). 

Hat  nun  eine  Differentialgleichung  von  der  Form  (I)  mit  der 
Differentialgleichung  v'^'  Ordnung 

(IV)  G{x,  s,  g',--.  J')  =  0 

ein  und  nur  ein  parfciculares  Integral  s^  gemein,  so  muss  es  eine  Diffe- 
rentialgleichung niedrigster  Ordnung,  die  in  Bezug  auf  die  höchste  in 
dei selben  auftretende  Ableitung  in  algebraischem  Sinne  irreductibel  ist, 
geben,  der  dieses  Integral  ^^  Genüge  leistet;  sei  dies  die  Differential- 
gleichung (11).  Dann  sind  aJso  die  sämmtlichen  lutegi-ale  von  (II) 
sowohl  Integrale  von  (I)  als  auch  von  (IV),  d.  h.  sie  sind  gemeinsame 
Lösungen  dieser  beiden  Differentialgleichimgen.  Also  muss  die  Diffe- 
rentialgleichimg  (II)  von  der  nullten  Ordnimg,  d.  h.  eine  algebraische 
Gleichung  sein;  die  gemeinsame  Lösung  ^^  ist  demnach,  wie  behauptet 
wurde,  eine  algebraische  Function 

Wenden  wir  dies  auf  die  Untersuchung  der  Nr.  145  (S  54)  an,  so 
schlieasen  wir  also,  dass  W^  eine  algebraische  Fimction  der  Coefficienten 
der  Differentialgleichungen  (15),  (16)  sein  müsse.  Da  aber  femer, 
wenn  y\,  y^,  ■  •  •  y„  als  eindeutige  Functionen  von  x  gewählt  werden, 
sowohl  E(y)  als  auch  S(y)  eindeutige  Functionen  von  x  sind,  so  muss 
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die  algebraisclie  Q-leicliimg  für  W^  vom  ersten  Grade,  d.  h.  W^  eine 
rationale  Function  der  Coefficienten  der  Gleiclmngen  (15),  (16)  sein. 
Es  ist  also  Wq  und  folglicli  auch  S{y^,  ' ' '  Vn)  ®"^®  rationale  Function 
von  B(y^,  •  •  t/J  und  seinen  successiven  Ableitungen,  d.  li.  da  B(y) 
der  Differentialgleichung  (8)  genügt,  eine  rationale  Function  der  durch 
die  G-leichung  (8)  mit  einander  verknüpften  Grössen 

mit  Coefficienten,  die  noch  von  den  p^,  •  •  •  ^,  nebst  deren  Ableitungen 
abhängen. 

Dieses  Ergebniss  entspricht  dem  Lagrange'schen  Theoreme  von 
den  ähnlichen  Functionen  in  der  Algebra,  demzufolge  eine  rationale 
Function  der  n  Unbestimmten  x^,  x^,  •  -  •  x  ,  die  bei  deraelben  Per- 
mutationsgruppe ungeändert  bleibt,  vyie  eine  andere  rationale  Function 
B{x^,  •  •  •  x^  dieser  Unbestimmten  sich  rational  durch  B  und  die 
elementaren  symmetrischen  Functionen  darstellen  lässt.  Wir  können 
auch  sofort  den  folgenden  einer  bekaimten  Verallgemeinerung  des 
Lagrange'schen  Theorems  entsprechenden  Satz  beweisen: 

Wenn  die  rationale  Differentialfunction  S{y^,  Va  '  ' '  2/«) 
bei  denjenigen  Transformationen  ungeändert  bleibt,  welche 
den  Gruppen,  die  beziehungsweise  die  Differentialfunctionen 
i2j(y),  B^{y),  •  •  •  B^(j/)  ungeändert  lassen,  gemeinsam  sind,  so 
ist  S(y)  rational  durch  die 

-^lO);     -^aO);     ••-R.W,    PvP^f    --Pn 
und  deren  Ableitungen  darstellbar. 
Bilden  wir  nämlich  den  Ausdruck 

B(y)  =  u^B^(y)  +  u^B^iy)  +  -    •  +  ^,U,(y), 

wo  die  Wj,  Mg,  M^  unbestimmte  Functionen  von  x  bedeuten,  so  bleibt 
S{y)  bei  den  Transfoimationen  der  Gruppe,  die  diesen  Ausdruck  un- 
geändert lässt,  ebenfalls  ungeändert,  und  hierdurch  ist  der  zu  be- 
weisende Satz  auf  den  bereits  bewiesenen  (S.  58)  zurückgefQhrt. 


Fünftes  Kapitel. 

147.   Besolventen.     Xnsbesondere  solche,  die  ausgezeichneten 
Untergruppen   entsprechen.      Empfindliche   Function.     Fioard'sohe 

Besolvente. 

Wir  können  die  DijBferentialgleicliung  niedrigster  Ordnung,  der 
eine  rationale  Differentialfiinction  jR(y^,  y^,  •  •  y^  genügt,  unter  An- 
wendung einer  in  der  Algebra  gebräuchlichen  Tenninologie  ala  eine 
Resolvente  der  lineai-en  Differentialgleichung  (9)  (S.  48)  bezeichnen 
(vergl.  Nr.  136,  S.  19).  Die  Natur  dieser  Resolvente  hängt  offenbar 
wesentlich  von  der  Beschaffenheit  der  Transformationsgruppe  ©  ab, 
die  Il(jf)  unvei-ändert  lässt 

In  der  Algebra  spielen  bekanntlich  diejenigen  Resolventon  einer 
Grieichung  eine  besonder  wichtige  Rolle,  för  welche  die  Permutations- 
giiippe  der  der  Resolvente  genügenden  Function  eine  jmsgezeiohnctc 
Untergruppe  der  symmetrischen  Gruppe  aller  w!  Pennutationon  ist. 
Wir  wollen  hier  das  analoge  Verhalten  für  die  Gruppe  ©  voraus- 
setzen, d.h.  rationale  Differentialfunctionen  untersuchen,  deren 
Gruppe  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  der  allgemeinen 
linearen  Gruppe  L  ist. 

Hat  man  allgemein  eine  rationale  Differentialfimction  R(^j  ,?/„,  •  •  // ") 
und  bedeutet  §  die  Gruppe  Hnearer  Transfonnationen,  bei  deren  An- 
wendung B{y)  ungeändert  bleibt,  geht  femer  das  Pundamentalsystem 
W  aus  [2/J  durch  die  nicht  zur  Gruppe  Jp  gehörige  lineare' Sub- 
stitution T  hervor,  d  h.  ist 

so   bleibt   die   Function   J2(^)   bei   den  Ti-ansformationen   der   mit   .f) 
gleichberechtigten  Untergruppe  (vergl.  S  36,  Nr.  140) 

..  .    .  ^'§^' 

ungeandei-t. 

Demi  sei,  in  leichtverständlicher  Schreibweise, 
so  .st  offenbar  "^ W  =  ^C^^)  =  %) ,     ' 
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Sei  nun 
(17)  0(7)  =  0 

die  Differentialgleictung  niedrigster  Ordnimg,  der  B{y)  genügt,  so  sind 
die  übrigen  nicht  singuläi-en  Integrale  dieser  Differentialgleicliung  in 
der  Form 

B(:^)  ==  B(Ty) 

enthalten,  wenn  wir  jetzt  durch  T  die  allgemeinste  lineare  Transforma- 
tion mit  nicht  verschwindender  Detenninante  bezeichnen.  Die  den- 
selben entsprechenden  Transformationsgruppen  sind  also  die  sämmtlicheii 
mit  ^  gleichberechtigten  Untergruppen 

der  allgemeinen  linearen  Gruppe  L. 

Ist  ^  innerhalb  i  ausgezeichnet,  d.  h.  stimmen  alle  zu  ^  gleich- 
berechtigten Untergruppen  mit  §  selbst  überein,  so  ist  jedes  i2(i?) 
eine  Function,  die  dieselbe  Gruppe  zulässt  wie  Il(y)  selbst;  es  ist 
folglich  jedes  11(7;)  eine  rationale  Function  von  It(y)  und 
seinen  successiven  Ableitungen  mit  Coefficieuten,  die  sich 
rational  aus  den  p^,  p^,  •  •  p^  nebst  deren  Ableitungen  zu- 
sammensetzen. 

Die  identische  Transformation  ist  in  L  offenbar  als  ausgezeichnete 
Untergruppe  enthalten;  die  soeben  füi-  Ii(y)  hervorgehobene  Eigen- 
schaft wird  also  sicherlich  einer  solchen  Differentialfunction  zukommen, 
deren  Grappe  nur  aus  der  identischen  Transformation  besteht,  d.  h. 
einer  Function,  die  sich  bei  allen  linearen  Transformationen  verändert. 
Eine  so  beschaffene  Function  spielt  m  unserer  Theorie  die  analoge 
Rolle,  wie  die  von  Galois  eingeführte  sogenannte  empfindliche 
Function  in  der  Algebra;  vsdr  wollen  auch  dieselbe  Bezeichnung  für 
die  von  uns  zu  betrachtenden  Functionen  beibehalten 

Sei  also  Ii(y)  eine  empfindliche  Function.  Dann  ist  die  früher  mit 
r  bezeichnete  Zahl  gleich  Null,  also  sind  nach  dem  Satze  der  Nr.  145 
(S.  52)  die  w  -J-  1  Gleichungen  (12)  von  einander  unabhängig  in  dem 
Sinne,  dass  wir  etwa  aus  den  n  ersten  derselben  die  Grössen  (13) 
ausrechnen  können,  und  dass  dann  diese  Werthe  in  die  letzte  Gleichung 
eingesetzt  die  Differentialgleichung  von  der  Ordnung  n  ergeben,  der 
die  Function  B(y)  genügt. 

Die  Berechnung  der  Grössen  (13)  muss  aber  überdies  auf  ein- 
deutige Weise  erfolgen  können.  Denn  ergäben  sich  zwei  verschiedene 
Werthesysteme  dieser  Grössen,  so  müssten  dieselben  zunächst  offenbar 
durch  eine  (w  —  l)-mal  erweiterte  Transformation  der  Gruppe  L  aus 
einander    hervorgehen    und    B,(y)    müsste    bei    dieser    Transformation 
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ungeändert  bleiben.  Also  ergeben  sich  die  Grössen  (13)  nothwendig  als 
rationale  Fimctionen  von  E(y)  und  seinen  successiveu  Ableitungen  mit 
Coefficienten,  die  von  den  p^,  -  p^  nebst  deren  Ableitungen  rational 
abhängen,  d.  h.  vrir  haben  den  einem  bekannten  Satze  der  Algebra 
analogen  Satz: 

Eine  empfindliche  Function  R{y),  d.  h.  eine  solche,  die 
bei  keiner  linearen  Transformation  der  y^,  y^,  •  •  y„  un- 
geändert bleibt,  genügt  einer  Differentialgleichung  von  der 
Ordnung  «*;  jede  nicht  singulare  Lösung  derselben  lässt  sich 
ebenso  wie  die  y^,  y^,  •  •  y^  und  deren  Ableitungen  durch  B{y\ 
seine  Ableitungen,  die  p^,  p^,  •  • '  Pn  ^^^^  deren  Ableitungen 
rational  darstellen. 

Ein  Beispiel  einer  empfindhchen  Function  liefei-t  der  von  Herrn 
Picard  betrachtete  Ausdinick 

in  welchem  die  X  (i=o,i,  «)  willkürliche  (unbestimmte)  Functionen 
von  X  bedeuten.  Differentiiren  wir  denselben  (n  —  l)-mal  nach  x 
und  schaffen  die  Ableitungen  von  höherer  als  der  (w  —  1)'*''  Ordnung 
der  y^,  y^,  •  y^  mit  Hülfe  der  Diffe^-entialgleichung  (9)  weg,  so  er- 
halten wir  n^  lineare  Gleichungen  für  die  n^  Grössen  (13),  aus  denen 
sich  diese  Grössen  in  der  Form 

(18)  3/1"  =  "...U  +  »,„  |2  +  .    .  +  „^^^,^ 

/x=l,2,   .    n      \ 
^.  =  0,1,       n-l}> 

also  in  diesem  Falle  als  lineare  Functionen  von  U  und  seinen  Ab- 
leitungen berechnen  lassen,  wo  die  Coefficienten  w^^^  sich  aus  den  Ä,^, 
deren  Ableitungen,  sowie  den  p^^,  p^,  •  •  -  p„  nebst  deren  Ableitungen 
rational  zusammensetzen.  Fügt  man  noch  die  Ableitung  der  Ordnung 
n  von  U  hinzu,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  in  dieselbe  die  gefundenen 
Werthe  der  y^^  einführt,  die  Differentialgleichung  von  der  Ordnung  n  , 
der  U  genügt,  und  zwar  ist  dies  in  diesem  Falle  eine  lineare  homo- 
gene Differentialgleichung 

dx  dx       ^ 

Wir  nennen  dieselbe  die  Picard'sche  Resolvente  der  Differen- 
tialgleichung (9);  die  Coefficienten  le^,  •  •  jt^i  derselben  setzen  sich 
rational  aus  den  Ä^^,  p^j  • .  ■  p^  und  deren  Ableitungen  zusammen. 
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Für  manche  Betrachtungen  genügt  es,  emen  besonderen  Fall  der 
Function  U(y)  zu  Q-runde  zu  legen,  der  auch  noch  den  Charakter  einer 
empfindlichen  Function  besitzt,  und  den  man  erhält,  mdem  man  die 

Ä^^  =  0  (/  =  1,2,        n-l) 

nimmt.     Die  so  entstehende  Function 

in  welcher  die  A^^,  Ä^^,  ■  •  •  Ä^^  noch  als  unbestimmte  Functionen 
von  X  anzusehen  sind,  hat  mit  Vi{y)  die  beiden  Eigenschaften  gemein, 
dass  sie  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  der  Ord- 
nung n^  genügt,  und  dass  sich  die  Grössen  (13)  durch  die  Function 
m(2/)  und  ihre  Ableitungen  linear  mit  von  den  Ä^^,  Ä^^,  ••■  Ä^^,  den 
PvPs}"'Pn  ^^^  deren  Ableitungen  rational  abhängenden  Coefficienten 
darstellen  lassen. 

Die  Einführung  der  empfindlichen  Function  ermöglicht  es  nun- 
mehr, wie  Herr  Picard  zum  ersten  Male  gezeigt  hat,  für  die  Imearen 
homogenen  Differentialgleichungen  eine  Theorie  aufzustellen,  die  der 
Q-alois 'sehen  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  in  vielen  Punkten 
analog  ist 

148.  Einige  Sätze  aus  G-alois'  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen. 

Wir  erinnern  zunächst  an  emige  Hauptsätze  der  Galois'schen 
Theorie. 

Hat  man  n  vsollkürliche  Grössen  x,,  X-,  -  •  a;  ,  so  kann  man  die- 
selben  auffassen  als  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung 

(I)  fix)  =  a;"  -  f,x^-'  +  f,x^-' +  (-  1)X  =  0, 

wo  /"j,  /"g,  •  •  f^  die  elementaren  symmetrischen  Functionen  bedeuten. 
Seien  a^,  «g,  cc^  n  Unbestimmte,  so  genügt  die  empfindliche, 
d  h   bei  aUen  nl  Permutationen  der  x,,  ■      x    veränderliche  Function 

V  =  a^x^  -f  ci^x^  +        +  a^x^ 

der  Gleichung  vom  Grade  w! 

(II)  ^(v)=JJ(v-a^x^~cc^x^^^  —  -    •  — vj 

('i.»a.      *n) 

wo  das  Productzeichen  11  sich   auf  alle   möglichen  n\  Permutationeu 

h>  s^  ■••  \ 
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der  Zalüen  1,  2,  •  •  n  bezieht,  und  deren  Coefficienten  g^^,  i^„,  ■  •  (5„i 
symmetrische  Functionen  der  aj^,  ajg,  •  •  •  x^  sind. 

Diese  Gleichung,  die  sogenannte  Galois'sche  Resolvente,  ist  in-e- 
ductibel,  solange  die  x^,  x^,  ■  ■  ■  x^  von  einander  unabhängige  Varialjle 
bedeuten.  Die  Gleichung  (I)  hat  dann  die  Eigenschaft,  dass  jede  ratio- 
nale Function  ihrer  Wurzeln,  die  rational  durch  die  Coefficienten  aus- 
gedrückt werden  kann,  bei  sämmtlichen  nl  Permutationen  der  sym- 
metrischen Gmppe  ungeändert  bleibt;  umgekehi-t  kann  natürlich  jede 
bei  allen  n\  Permutationen  unveränderliche  Function  der  Wurzeln 
rational  durch  die  Coefficienten  f^,  f^,  ■  ■    f^  dargestellt  werden. 

Hat  man  dagegen  eine  specielle  Gleichimg  »*'"'  Grades 

(in)  ^'•_c,^«-i+  .  +(_i)x  =  o 

und  bezeichnet  durch  1^^,  Ig,  •  •  •  ^^  die  Wurzehi  derselben,  so  kann  es 
sich  ereignen,  dass  die  Gleichung  (11)  reductibel  wird,  wenn  man 
für  iCj,  iCg,  •  x^  die  1^,  Ig;  •  •  K  einsetzt,  d.  h.  dass  sie  in  Facturun 
zerfällt,  deren  Coefficienten  demselben  Rationalitätsbereiche  an- 
gehören, wie  die  Coefficienten  der  Gleichmig  (HI). 

Sei  dann  J\(w)  derjenige  in-eductible  Factor  der  linken  »Seite 
von  (II),  der  füi- 

verschwindet,  und  mögen  allgemein  durch 

die  Wurzeln  der  Gleichung 

FM  =  0 

dargestellt  werden,  wo  also  h^,  h^,  •  •  •  h^^  gewisse  Permutatiuneii  der 
Zahlen  1,  2,  •  •  •  w  bedeuten     Die  Pennutatiouen 

bilden  dann  eine  Gruppe,  die  man  die  Galois'scho  Gruppe  der  Glei- 
chung nennt  und  die  die  folgende  Doppeleigenschaft  be.sitzt: 

Eine    rationale    Function    der  Wurzeln    £,,£.,•••£.    die 

.1  -m-  ~  " 

ihren  numerischen  Werth  nicht  ändert,  wenn  man  auf  die 
^v  h'  '  ■  ^,1  ®i°6  Permutation  der  Gruppe  anwendet,  ist 
rational  bekannt,  und  umgekehrt  verändert  eine  rationale 
Function  der  Wurzeln,  die  rational  bekannt  ist,  ihren  nume- 
rischen Werth  nicht,  wenn  man  mit  den  i  ,  L,  •  •  •  ^  eine 
Permutation  jener  Gruppe  vornimmt. 

Die  Galois'sche  Gruppe  der  speciellen  Gleichung  (III)  besitzt  also 
dieselben  Eigenschaften  in  Bezug  auf  jene  Gleichung,   wie  die  sym- 
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metrisclie  Gruppe  in  Bezug  auf  die  GHeicliung  (I).  Der  specielle 
Clmrakter  der  GUeichung  (III)  besteht  darin,  dass  für  dieselbe  die 
Gleicbuug  (11)  reduetibel  wird;  man  drückt  dies  nach  Kronecker 
dadurch  aus,  dass  man  sagt,  die  Q-leichung  (III)  besitze  einen  Affe  ct. 
Der  Affect  einer  Gleichung  kann  dann  in  folgender  Weise  dargestellt 
werden. 

Denken  wir  uns  den  irreductiblen  Factor  F^(v)  in  seine  linearen 
Factoren  zerlegt 

so  können  wir,  indem  wir  diese  linearen  Factoren  statt  nach  den 
«j,  «3,  •  •  •  cfl  nach  den  1^,  Ig,  •    •  |„  ordnen,  Fj^(v)  auch  in  der  Form 

(/'li/'2>        ''») 

schreiben.  Es  erscheint  dadurch  F^(v)  als  ganze  rationale  Function 
der  Unbestimmten  a^,  a^,  ■  •  «^,  die  formell  ungeändert  bleibt, 
wenn  mit  diesen  Unbestimmten  eine  Permutation  der  Galois 'scheu 
Gruppe  der  Gleichung  (III)  vorgenommen  wird.  Setzen  wir  an  die 
Stelle  der  u^,  cc^,  ■  cc^  die  x^,  x^,  •  •  x^,  so  haben  wir  auf  diese 
Weise  die  Gesammtheit  der  Functionen  der  n  unbestimmten  Grössen 
x^jX^,  •  x^  charakterisirt,  die  bei  den  Permutationen  unserer  Gruppe 
ungeändert  bleiben  Diese  Gesammtheit  oder,  wie  Kronecker  sich 
ausdrückt,  diese  Gattung  von  Functionen  der  x^,  x^,  •  x^  (die  sich 
nach  dem  Lagrange 'sehen  Satze  alle  rational  durch  eine  derselben 
und  die  elementaren  symmetrischen  Functionen  /"j,  f^,  •  •  /"„  darstellen 
lassen)  hat  die  Eigenschaft,  dem  Ratioualitätsbereiche  der  Coefficienten 
der  Gleichung  (HI)  anzugehören,  wenn  man  die  x^,  x^,  ■  •  ■  x^  durch 

^e  k>  ^a?  •       K  ö^sö*^* 

Bedeutet  also  g(x^,  x^,    •    xj  eine  Function  dieser  Gattung,  so 

werden  die  Affect-Eigenschaften  der  Gleichung  (III)  charakterisirt  durch 
das  System  von  w  +  1  Gleichungen 

g{x^,  x^,    •  ■  O  =  di^v  ^2J  '  •  •  U  =  ^> 
wo  c  einen   bestimmten   rationalen  Werth  bedeutet,   und  dieses  Glei- 
chungssystem wird  nm-  befriedigt  durch  die  Werthesysteme 

die  den  Permutationen  der  Gruppe  unserer  Gleichung  (111)  entsprechen 
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149.    Differentialgleicliiuig  niedrigster  Ordnung  für  die  empflndUohe 

Funotion. 

Wir  wollen  nun  nach  Herrn  Picard  die  analogen  Beti-achtungen 
für  lineare  Differentialgleichungen  anzustellen  versuchen. 

Eine  Bemerkung  haben  ■mr  noch  Torauszu schicken. 

Aus  den  Gleichungen  (18)  folgt,  dass  jeder  Lösung  der  linearen 
Differentialgleichung  (19)  ein  wohlbestimmtes  System  von  n  Integralen 
der  hnearen  Differentialgleichung  (9)  entsjjricht.  Dieses  System  muss 
aber  nicht  uoth wendig  ein  Fundamentalsystem  sein;  die  Bedingung 
dafür,  dass  zwischen  den  durch  die  Grleichungen  (18)  definirten  n  Inte- 
gralen von  (9)  eine  homogene  lineare  Beziehung  mit  constanten  Coeffi- 
cienten  stattfindet,  ist  (Nr.  14,  Band  I,  S.  38)  das  Verschwinden  der 
Determinante 

Das  giebt,  wenn  man  die  y^^^  durch  ihre  Ausdi-ücke  (18)  ersetzt,  eine 
algebraische  Differentialgleichung  für  U 

deren  Ordnung  tf  höchstens  gleich  n"  —  1  ist,  und  deren  Coefficienten 
sich  rational  aus  den  A^,  den  p^,  p„,  •  •  p^  und  deren  Ableitungen 
zusammensetzen  Dieser  Differentialgleichung  genügen  also  die  m  der 
Nr  144  (S  49)  sogenannten  singuläreii  Lösungen  der  Differential- 
gleichung (19)  Denjenigen  Integralen  der  letztgenannten  Differential- 
gleichung, die  nicht  auch  die  Differentialgleichung  (20)  befriedigen, 
entspricht  dann  vermöge  der  Gleichungen  (IH)  ein  Fundamental- 
system von  (9). 

Aus  den  allgemeinen  Unterauchungou  der  Nummern  144 — 14(3 
folgt  nunmehr,  dass,  solange  die  Functionen  y^,y^,  •  --  ?/„  beliebig  oder 
unbestimmt  bleiben,  keine  Lösung  von  (19),  die  nicht  der  Differential- 
gleichung (20)  genügt,  eine  algebraische  Differentialgleichung  von 
niedrigerer  als  der  Ordnung  n^  befriedigen  kann.  In  diesem  Falle 
smd  nur  diejenigen  DifferentiaJfimctionen  der  7y„  ?/.„  •  -  y  ,  die  bei 
den  sämmtlichen  TraDsformationeu  der  allgemeinen  linearen  "Gruppe  L 
ungeändert  bleiben,  rational  durch  die  CoefHcienten  p^,  p,,  .  •  j;,,  der 
Differentialgleichung  und  deren  Ableitungen  daratellbar;  es  entspricht 
dies  dem  Falle  einer  algebraischen  Gleicliung,  deren  Galois'sche 
Resolvente  irreductibel  ist. 
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Dagegen  kann  es  sich  bei  specieller  Wahl  der  Functionen 
VifV'»'  Vn  ereignen,  dass  Integrale  der  Picard'schen  Resolvente  (19), 
die  der  Differentialgleichung  (20)  nicht  genügen,  doch  eine  algebraische 
Differentialgleichung  von  niedrigerer  als  der  nn^^^  Ordnung  befriedigen 

Wir  wollen  der  Einfachheit  wegen  annehmen,  die  y^,  ^^,  •  •  •  «/„ 
bildeten  ein  Fundamentalsystem  einer  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung mit  in  X  rationalen  Coefficienten.  Sei  dies  die  Differential- 
gleichung 

(A)  PJ%("^  +  P_,(:.)t/^'- V  •      +Po(^)2/  =  0 

Für  eine  solche  Differentialgleichung  verwandelt  sich  eine  rationale 
Differentialfanction  eines  Fundamentalsystems  y^,  y^,  •  •  y^,  wenn  man 
mit  Hülfe  der  Differentialgleichung  die  Ableitungen  höherer  als  (w  —  1)**' 
Ordnung  wegschafft,  m  eine  Differentialfanction  höchstens  (n  —  1)**' 
Ordnung  mit  in  x  rationalen  Coefficienten. 

Möge  femer 
(21)  @(U)  =  0 

die  algebraische  Differentialgleichung  niedrigster  Ordnung  bedeuten, 
welche  die  folgenden  Eigenschaften  besitzt:  Ihre  Coefficienten 
sind  rational  m  den  A^^,  deren  Ableitungen  und  m  ic;  sie  ist 
in  Bezug  auf  U  und  seine  Ableitungen  im  algebraischen 
Sinne  irreductibel;  wenigstens  eines  ihrer  Integrale  befriedigt 
die  Differentialgleichung  (19),  ohne  der  Differentialgleichung 
(20)  zu  genügen. 

Beti-achten  wir  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung  (21)  als 
ganze  rationale  Function  der  höchsten  Ableitung  von  U.  Wäi-e  diese 
ganze  Function  reductibel,  d.  h  in  Factoren  zerlegbar,  die  ganze  Func- 
tionen der  höchsten  Ableitung  sind  mit  Coefficienten,  die  sich  aus  den 
Ableitungen  niedrigerer  Ordnung  von  U,  den  A^^  nebst  deren  Ablei- 
tungen und  aus  x  rational  zusammensetzen,  so  würde,  nach  einem 
bekannten  Satze  der  Algebra,  dieser  Zerlegung  von  &QX)  eine  Zer- 
legung in  Factoren,  die  in  Bezug  auf  aUe  Ableitungen  von  U  ganz 
sind,  entsprechen  müssen,  falls  wir  von  einem  Factor  absehen,  der  in  den 
Ableitungen  von  U,  deren  Ordnung  niedriger  ist  als  die  Ordnung  der 
Differentialgleichung  (21),  ganz  und  rational  ist  Dies  ist  aber  offenbar 
gestattet,  da  wir  (21)  als  die  Differentialgleichung  uiediigster  Ordnung 
angenommen  haben,  die  die  angegebenen  Eigenschaften  besitzt. 

Wii-  können  also  die  Forderung,  dass  @(U)  in  Bezug  auf  alle 
Ableitungen  von  U  im  algebraischen  Sinne  irreductibel  sei,  dahin 
abändern,    dass  wii    voraussetzen,   0(U)  sei   in   Bezug   auf   die 

HohlBBingeT,  Difterantialglelehungeii     U  6 
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Ableitung    höclister   Ordnung,    die    darin    auftritt,    im   alge- 
braischen Sinne  irreductibel. 

Wir   schliessen   dann   zunächst  auf    Grund   des   m   der  Nr.  146 
(S.  55)  bewiesenen  Koenigsb  erger 'sehen  Satzes,  dass  die  säanmtlichen 
Lösungen  der  Differentialgleichung  (21)  der  Differentialgleichung  (19) 
genügen    müssen.    Es  könnten  aber    einige   Lösungen   von   (21)    die 
Differentialgleichung  (20)  befriedigen.    Wäre  dies  der  Fall,  so  müssten 
diese   Lösungen   einer  Differentialgleichung   von    niedrigerer   Ordnung 
wie  ©(11)  Q-enüge  leisten,   da  widrigen  Falles  zufolge  des  Koenigs- 
b  erger 'sehen  Satzes  jede  Lösung  von  (21)  auch  eine  Lösung  von  (20) 
sein   müßste,  was   der  Voraussetzung  widerspricht.     Wir   wollen   der 
Einfachheit  wegen  annehmen,  dass  kein  Integral  von  (21)  die  Diffe- 
rentialgleichung (20)  befriedigt,  bemerken  aber,  dass  diese  Einschrän- 
kung auf  die  im  Folgenden  zu  ziehenden  Schlüsse  ohne  Einfluss  ist, 
indem  nämlich  diese  Schlüsse  auch  bestehen  bleiben,  wenn  man  jene 
Einschränkung  fallen  lässt.  Machen  wir  jene  Annahme,  so  folgt,  dass  die 
Differentialgleichung  (21)  mit  keiner  algebraischen  Differentialgleichung 
niedrigerer  Ordnung  und  vom  selben  Charakter  eine  Lösung  gemein 
haben  kann.   Es  ist  also  in  diesem  Falle  die  Differentialgleichung  (21) 
im  Sinne  von  Herrn  Eoenigsberger  irreductibel. 

Herr  Eoenigsberger  sagt  nämlich  von  einer  olgebiaiachen  Diffe- 
rentialgleichung, sie  sei  irreductibel,  wenn  ihre  linke  Seite  in  Bezug 
auf  die  höchste  Ableitung  im  algebraischen  Sinne  irreductibel  ist  und 
wenn  sie  mit  keiner  algebraischen  Differentialgleichung  von  niedrigerer 
Ordnung  und  vom  selben  Charakter  in  Bezug  auf  die  Coefficienteu 
ein  Integral  gemein  hat. 

Aus  dieser  Definition  folgt  auf  Grund  des  erwähnten  Eoenigs- 
berger'sehen  Satzes,  dass,  wenn  eine  irrediictiblo  Diffei-entialgleichuug 
mit  einer  anderen  Differentialgleichung  ein  Integral  gemein  hat,  dass 
sie  dann  auch  ihre  sämmtlichen  Lösungen  mit  deraelben  gemein  haben 
muss.  Ein  analoger  Satz  besteht  bekanntlich  fnr  iiTeductible  alge- 
braische Gleichungen, 

Femer  ist  leicht  einzusehen,  dass  eine  irreductible  Differential- 
gleichung auch  mit  keiner  Differentialgleichung  von  derselben  Orchiuug, 
die  aber  in  Bezug  auf  die  höchsten  Ableitungen  von  niedrigerem  Gnide 
ist,  eine  Lösung  gemein  haben  kann. 

Wäre  dies  nämlich  der  Fall,  so  könnte  man  die  linken  Seiten  der 
beiden  Differentialgleichungen  als  Polynome  in  der  höchsten  Ableitung 
auffassen  und  mit  denselben  nach  der  Methode  des  gi-össten  gemein- 
samen Thgüers  verfahren.  Ergäbe  sich  ein  identisch  verschwindender 
Rest,  so  wäre  die  vorgelegte  Differentialgleichung   in  Bezug  auf  die 
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liöcliste  Ableitung  im  algebraisclieii  Sinne  rednctibel.  Würde  dagegen 
ein  die  höchste  Ableitung  nicht  enthaltender  und  nicht  verschwindender 
Rest  zum  Vorschein  kommen,  so  müsste  dieser  Rest  durch  die  gemein- 
same Lösung  nothwendig  zu  NuU  gemacht  werden,  d.  h.  aber,  die  ge- 
gebene DiJfferentialgleichung  hätte  mit  einer  Differentialgleichung  von 
niedrigerer  Ordnung  eine  Lösung  gemein.  Beides  widerstreitet  den  in 
der  Definition  der  Irreductibihtät  enthaltenen  Voraussetzungen 

Es  möge  noch  ausdrücklich  auf  den  Unterschied  hingewiesen 
werden,  der  zwischen  einer  in  diesem  (Koenigsb  erger 'sehen)  Sinne 
irreductiblen  linearen  homogenen  Dififerentialgleichung  und  einer  solchen 
Gleichung,  die  im  Sinne  des  Herrn  Frobeniua  irreductibel  ist,  besteht. 

Wenn  die  Differentialgleichung  (21)  nicht  als  irreductibel  voraus- 
gesetzt würde,  so  könnten  wir  nui*  schliessen,  dass  eine  Lösung  der- 
selben, die  nicht  der  Differentialgleichung  (20)  genügt,  keiner  Diffe- 
rentialgleichung derselben  Ordaung  und  niedrigeren  Grades  in  Bezug 
auf  die  höchste  Ableitung  genügen  könne.  Dementsprechend  wäre 
im  Folgenden  auch  immer  hinzuzufügen,  dass  nur  Integrale  von  (21) 
gemeint  sind,  die  nicht  auch  die  Gleichung  (20)  befriedigen.  Um  dieser 
Weitläufigkeit  aus  dem  Wege  zu  gehen,  halten  wir  die  gemachte  Ein- 
schränkung für  (21)  fest. 


150.    Transformationsgrappe  einer  linearen.  DifferentialgleiolLung. 
Methode   zur  Herstellung   derselben,     rormale   Unverönderlichteit. 

Sei  Uj  em  particulares  Integi-al  der  Differentialgleichung  (21)  und 
möge  demselben  gemäss  der  Gleichung  (18)  das  Fundamentalsystem 
Vv  ^2?  '  2/n  ^'^^  Differentialgleichung  (A)  entsprechen.  Sei  femer  V 
eine  beliebige  andere  Lösung  von  (21)  und  g^,  8^,  ■  z  das  ent- 
sprechende Fundamentalsystem  von  (A). 

Dann  ist 

Wir  wollen  die  Gesanuntheit  der  linearen  Transformationen 

(ßi^  ('."  =  1,2,        n) 

in's  Auge  fassen,  die  auf  diese  Weise  dem  Uebergange  von  einem  pai*ti- 
cularen  Integrale  U^  der  Differentialgleichung  (21)  zu  allen  übrigen 
Integralen  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  zu  dem  allgemeinen 
Integrale  von  (21)  entsprechen 

Das  allgemeine  Integral  von  (21)  ist  eine  Lösung  der  homogenen 
linearen  Differentialgleichung  (19);  wenn  wir  also  durch 
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ein  rundamentalsystem  von  (19)  bezeiclmen,  so  ist  das  allgemeine 
Integral  U  von  (21)  in  der  Form 

(22)  U  =  C^U^  +  C3M3  +  •      •  +  C^3M„2 

darstellbar,  wo  die  c^,  c^,  •  c^a  von  x  miabhängige  Grössen  bedeuten. 
Differentiiren  wir  nunmehr  den  Ausdruck  (22)  w^-mal  nach  u\  und  sei 
r  die  Ordnung  der  Differentialgleichung  (21). 

Dann  folgt  aus  dem  Umstände,  dasa  U  das  allgemeine  Integral 
der  Differentialgleichung  (21)  darstellen  soU,  dass  zTvischeu  den  n"^  Cuu- 
stanten  c.,  c»,  •  c^a  ehie  gewisse  Anaahl  algebraischer  Beziehungon 
bestehen  muss,  die  ein  Gebilde  m  dem  «  -fach  ausgedehnten  Gebiete 
der  c,,  c^,'  Ca  bestimmen.  Dieses  muss  in  seine  irreductibleu  Thoil- 
gebilde  zerlegt,  mindestens  ein  in-eductibles  Gebilde  der  Stufenzulil 
n^  —  r  enthalten,  während  die  übrigen  Theilgebildö  von  derselben  «jder 
von  höherer  Stufenzahl  sein  könnten  Jedes  einzelne  dieser  irreduc 
tiblen  Gebilde  kann  dargestellt  werden,  indem  mau  die  c^,  c\„  •  ■  r  -^ 
als  algebraische  Functionen  gewisser  Parameter  auffasst,  deren  Anzahl, 
von  w  subtrahirt,  die  Stufenzahl  des  beti-effenden  Gebildes  liefert 
(vergl  hierfür  die  analogen  Betrachtungen  der  Nr.  130,  S  22)  Mögen 
die  Gleichungen 

(23)  o,  =  <S!f{xf,X'^,..    4;)         0-.,.     ., 

(.  =  1,2,.     nä) 

die  V  verschiedenen  irreductibleu  Theügebieto  darstellen,  wo  also  min- 
destens eine  der  Zahlen  Tj  gleich  r,  die  tibrigen  nicht  gi-össei-  als  r  sind. 
Bilden  wir  mittelst  der  Gleichungen  (IH)  das  zu  dem  allgomelMPn 
Integrale  U  von   (21)   gehörige   Fiindamentalaystom   doi-   Dillerentiul 
gleichung  (A)  und  denken  wir  uns  dasselbe  etwa  durch  diLs  der  ])rirti 
ciliaren  Lösung  U^  entsprechende  Pundamentalsystem  ?/^,  ^.,,  •    ■  7/    in 
der  Form 

dargestellt,  so  erscheinen  die  Substitutionscoefficicniten  «^  ,  entsprcclieiul 
den  V  irreductibleu  algebraischen  Gebilden  (2o),  als  algebraiHcho  l^'nni-- 
tionen  der  Pai-ameter  X^f,  ^.[f,  .  ■  •  aJ/^     Seien  diase  Functionen 

(24a)  „^  =  §iU)(,(;),0,...,0))         ,_^,,,_     .^ 

(/,*:=  1,2,       H) 

Diese  Formeln  bestimmen  im«  dann  die  Gosummtheit  diT  lim^arfn 
Transfomationen   (24),    die    dem    Uebergaiige    v(in    dein    pavfcicularun 
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Integrale  U^  der  Differentifilgleiclimig  (21)  zu  allen  übrigen  Integralen 
dieser  Differentialgleichung  entsprechen. 

Von  dieser  Gesammtlieit  ist  zunächst  evident,  dass  sie  eine  G-ruppe 
mit  paarweise  inversen  Transfonnationen  ausmacht.  Die  v  continuir- 
lichen  Schaaren  von  Transformationen,  welche  durch  die  Foi-meln  (24) 
und  (24  a)  bestimmt  werden,  stellen  also  eine  algebraische  Untergruppe 
G  der  allgemeinen  Imearen  Gruppe  L  dar,  und  hieraus  folgt  dann 
(vergl.  Nr.  140,  S.  37),  dass  alle  Zahlen  r,  mit  r  übereinstimmen. 
Wir  nennen  mit  Herrn  Picard  diese  Gruppe,  zum  Unterschiede  von 
der  in  der  Nr.  132  (S  5)  definirten  „Gruppe  der  Differential- 
gleichung", die  zur  Differentialgleichung  (A)  gehörige  Transforma- 
tionsgruppe und  werden  beweisen,  dass  dieselbe  in  Bezug  auf  die 
Gleichung  (A)  eine  ähnliche  RoUe  spielt,  wie  die  Galois'sche  Gmppe 
in  Bezug  auf  eine  algebraische  Gleichung  Ehe  wir  auf  diesen  Beweis 
eingehen,  schicken  wir  noch  zwei  Bemerkungen  voraus. 

Die  erste  Bemerkung  bezweckt  zu  zeigen,  wie  man,  falls  die 
Differentialgleichung  (21)  bekannt  ist,  zu  einer  ezpliciten  Darstellung 
der  Gruppe  G  gelangen  kann. 

Denken  wir  uns  nämlich  der  Einfachheit  wegen  die  Function  ]X(y) 
durch  die  speciellere  Function  u(y)  ersetzt,  d.  h.  nehmen  wir  die  Func- 
tionen 

sämmthch  gleich  Null,  so  wird  das  allgemeine  Integral  der  Differential- 
gleichung (21)  durch  den  Ausdruck 

(25)  u^^'^^i^'^'y^^    A  =  A.. 

dargestellt,  avo  die  a  als  die  durch  die  Gleichungen  (24)  gegebenen 
algebraischen  Functionen  von  r  Parametern  anzusehen  sind.  Differen- 
tiiren  wir  diese  Gleichung  r-mal  nach  x  und  setzen  die  sich  so  er- 
gebenden Werthe  in  die  linke  Seite  von  (21)  ein,  so  wird  dieselbe 
identisch  gleich  Null,  wenn  wir  die  y^,  y^,  •  y^  als  Lösungen  der 
Differentialgleichung  (A)  betrachten;  es  ist  also  (21)  nichts  anderes 
als  das  Resultat  der  Elimination  der  r  Parameter,  von  denen  die  a  „ 
abhängen,  zwischen  (25)  und  den  aus  dieser  Gleichung  durch  r-malige 
Differentiation  nach  x  abgeleiteten  Gleichungen.  Hieraus  schliesst  man 
leicht  (vergl.  den  Satz  der  Nr.  141,  S  41,  42),  dass  die  linke  Seite 
der  Differentialgleichung  (21)  mit  emem  geeigneten  Factor  multiplicirt, 
eine  Differeutiaün Variante  der  Gruppe  G  sein  muss,  sofern  mau  die 
Vi)  y%}    '  '  y»  ^^^  unbestimmte  Functionen  ansieht 
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Nua  kann  man  aber,  statt  auf  die  [j/^]  die  Substitution 


2^.J.  (.  =  1.2,        n) 

x  =  l 


anzuTvenden,  die  [^J  durch  die  Substitution 
(26)  2^«..^.        ^'=''''     "' 


x  =  l 


transformiren.  Dann  ist,  wie  aus  der  Symmetrie  von  u  in  Bezug  auf 
die  [j/J  und  die  [Äf]  folgt,  die  Imke  Seite  von  (21)  aucli  eine  Diffe- 
rentialinvariante der  durch  die  Formeln  (26)  dargestellten  Gruppe  G 
von  Transformationen  der  [J.J.  Die  unbestimmten  Functionen  [^J 
kommen  aber  in  dem  Ausdinicke  der  linken  Seite  von  (21)  explicite 
vor,  man  kann  also  nach  dem  in  der  Nr.  136  (S.  21)  für  die  doi-t  be- 
trachtete rationale  Differentialfunction  JR(i/)  dargelegten  Verfahren  die 
Gruppe  G  finden,  welche  die  linke  Seite  von  (21),  aufgefasst  als  ratio- 
nale Differentialfunction  der  [^J,  ungeändert  lässt.  Mit  der  Gruppe  G 
ist  aber  auch  die  Gruppe  G  bekannt,  denn  wir  erhalten  die  Trans- 
formationen von  G  aus  denen  der  Gnippe  G,  indem  wir  die  letzteren 
einfach  transponiren  (vergl  Nr  30,  Bd.  I,  S.  95).  Da  die  Gruppen 
G  und  G  aus  paarweise  inversen  Substitutionen  bestehen,  können  wir 
uns  auch  so  ausdrücken,  dass  wir  sagen:  die  Gruppe  G  besteht  aus 
den  reciproken  Transformationen  (vergl  a.  a.  0.)  von  G,  oder 
kürzer,  G  ist  die  zu  G  reciproke  Gruppe. 

Wenn  wir  auf  diese  Weise  die  Gnippe  G  beziehungsweise  G  durch 
eine  Differentialinvariante  r^'  Ordnung  dei-selben,  m  den  n  unbestimm- 
ten Functionen  [-4J  dargestellt,  bestimmen,  so  ist  die  Unveränderhch- 
keit  dieser  rationalen  Differentialfunction  der  [J.J  bei  den  Ti-ansforma- 
tionen  von  G,  wie  es  bisher  auch  immer  geschehen  musste,  in  dem 
Sinne  gefasst,  dass  jene  Differentialfunction  formell  ungeändert  bleibt 
Wesentlich  zu  unterscheiden  ist  hiervon  der  Fall  —  und  darauf  bezieht 
sich  unsere  zweite  Bemerkung  —  wo  etwa  eine  rationale  Differential- 
function der  Elemente  [yj  eines  Fimdamentalsystems  der  speciellen 
Differentialgleichung  (A),  als  Function  von  x  betrachtet,  unge- 
ändert bleibt,  wenn  man  auf  die  [y^  eine  lineare  Transformation  oder 
eine  Gruppe  solcher  Transformationen  anwendet.  Wenn  wir  es  also 
mit  Differentialfimctionen  zu  thun  haben,  die  aus  Systemen  von  n  spe- 
ciellen, d.  h.  nicht  mehr  wiUküi-lichen  oder  unbestimmten  Functionen 
gebildet  sind,  so  werden  wir  die  formelle  Unveränderlichkeit  von  der 
UnVeränderlichkeit  als  Function  von  x  wohl  zu  unterscheiden  haben. 
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Dies  kommt  sogleich  in  dem  in  der  folgenden  Nummer  darzulegenden, 
von  den  Herren  Picard  und  Vessiot  herrülirenden  Doppelsatze  zur 
Geltung,  der  die  Analogie  der  Gruppe  G  mit  der  Galois 'sehen  Gruppe 
einer  algebraischen  Gleichung  begründet. 

151.   FundameiLtaltlieorem.  von  Fioard  und  Vessiot.     Die   Trons- 
formationsgruppe  ist  nur  abhängig  von  der  Differentialgleioliung. 

Der  Picard -Vessiot 'sehe  Doppelsatz,  der  die  Gnmdlage  der  hier 
behandelten  Theorie  bildet,  lautet  wie  folgt: 

Jede  rationale  Differentialfunction  der  Elemente  [y^'\ 
eines  Fundamentalsystems  der  Differentialgleichung  (A),  die 
gleich  einer  rationalen  Function  von  x  ist,  bleibt  als  Func- 
tion von  3C  unge'andert,  wenn  man  auf  die  [j/J  eine  Transfor- 
mation der  Gruppe  G  anwendet,  und  umgekehrt: 

jede  rationale  Differentialfunction  der  [y^,  die  als  Func- 
tion von  X  bei  den  Transformationen  von  G  ungeändert 
bleibt,  ist  eine  rationale  Function  von  x. 

Sei,  zum  Beweise  des  ersten  Theiles,  -R(2/)  eine  rationale  Diffe- 
rentialfunction von  der  vorauszusetzenden  Beschaffenheit.  Ersetzt  man 
die  2/i7  2/2J  ■  ■  ■  Vn  ^^^^  deren  Ableitungen  durch  ihre  Ausdrücke  (18), 
so  verwandelt  sich  Ii(y),  wenn  für  U  eine  beliebige  pai-ticulare  Lösung 
der  Differentialgleichung  (21)  genommen  wird,  m  einen  Ausdruck 


{V  ±n^-l). 


der   zufolge   der  Voraussetzung  gleich  einer  rationalen  Function  f{x) 
von  X  ist     Dann  hat  die  Differentialgleichung 


^A.  (ZU  d''U\        .,  V 


dx'' 

mit  der  in-eductiblen  Differentialgleichung  (21)  eine  Lösung  gemein, 
sie  wird  folglich  (vergl  Nr.  149,  S  66)  durch  aUe  Lösungen  von  (21) 
beft-iedigt.  Der  Ausdruck  F  ändert  sich  also  nicht,  d.  h.  er  bleibt 
dieselbe  Function  von  x,  wenn  man  darin  U  durch  em  beliebiges  an- 
deres Integral  von  (21)  ei-setzt.  Dies  besagt  aber  nichts  anderes,  als 
dass  B{y)  als  Function  von  x  unverändert  bleibt,  wenn  man  auf  die 
Vv  Vv  '  '  '  y«.  ®^^®  Transformation  von  G  ausübt. 

Sei  umgekehrt  die  rationale  Differentialfunction  B{y\  als  Function 
von  X  betrachtet,  eine  Invariante  von  G.  Ersetzt  man  wieder  die 
Vv  ViJ  '  "  Vn  ^^^  ^^^  Ableitungen  durch  die  Ausdrücke  (18),  wodurch 
sich  B{y)  in  F  verwandelt,  so  stellt  wegen  der  Unveränderhchkeit  von 
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E(y)  bei  Anwendung  einer  Ti-ansfonnation  von  a  der  Ausdruck  F 
dieselbe  Fimction  von  x  dar,  welclies  Integral  der  Differentialgleicbmg 
(21)  man  auch,  für  U  in  denselben  einsetzen  mag.  Bedeutet  ^i  den 
Grad  der  böcbsten  (r*«")  Ableitung  in  der  Gleicliimg  (21),  so  hat  diese 
GUeicbung  für  wiHkürüclie  Werthe  von 

(jb  verschiedene  Wurzeln  als  Gleichung  für 

Vermöge  der  Grleichung  (21)  kann  man  bewirken,  dass  F  koino 
höhere  als  die  r*«  Ableitung  von  U  und  diese  höchstens  zur  (;a— 1)""' 
Potenz  enthält.     Sei  in  diesem  Sinne 

wo  also  F  in  der  r*°"  Ableitimg  von  U  höchstens  vom  (fi  —  1)'°"  Graile 
ist.  Für  einen  gegebenen  Werth  von  ss  nimmt  F  dünselbcn  Wcrth 
an,  wenn  für 

irgend  ein  diesem  ;*; -Werthe  entsprechendes  Wci-thesjateni  ^(OHctzt  wird, 
welches  der  Gleichung  (21)  genügt;  daraus  schliesaen  wir  aber  auf 
Grund  der  IrreductibiUtät  der  Differentialgleichung  \2V),  iliiss  V  dio 
Grössen  (27)  überhaupt  nicht  mehr  enthalten  kann.  Es  ist  uLst»  F  (.'iiio 
rationale  Function  von  x,  was  zu  beweisen  war. 

Die  Gruppe  G  ist  für  eine  gegebene  Diifeientialgleichung  (A) 
nicht  voUkommen  bestimmt,  vielmehr  hängt  dieselbe  von  der  Wahl 
des  Fundamentalsystems  y^,  y^,  • '  •  y^  ab.  Geht  man  von  dem  Fundii- 
mentalsysteme  [yj  zu  einem  anderen  Fundamentalsystemc  \z^\  über, 
welches  mit  [j/J  dui'ch  die  lineare  Substitution 

verknüpft  ist,  so  entspricht  dem  neuen  Fundamentalsysteme  die  mih  G 
gleichberechtigte  Untergruppe 

8-^  GS 

als  Transformationsgi-uppe  von  (A).    Es  kann  also,  ebenso  wie  G 
selbst,  auch  jede  mit  G  innerhalb  der  allgemeinen  linearon 
Gruppe  gleichberechtigte  Untergruppe  als   die  Tranaforma 
tionsgruppe  von  (A)  angesehen  werden. 
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Im  Anschltisse  kieran  "bemerken  wir,  dass  es  im  Allgemeinen  für 
eine  gegebene  lineare  Differentialgleichung  (A)  melirere  Differential- 
gleichuugen  von  der  für  (21)  vorausgesetzten  Bescliaffenlieit  geben 
kami.  Da  aber  (Nr  147,  S  69)  jede  Lösimg  der  Picard 'sehen  Resol- 
vente als  rationale  Function  einer  beliebigen  nicht  singulären  Lösimg 
mit  in  X  rationalen  Coefficienten  darstellbar  ist,  so  gehen  alle  diese 
verschiedenen  Differentialgleichungen  aus  einer  derselben  durch  ratio- 
nale Transformation  hervor.  Sie  entstehen  also  z.  B.  aus  (21), 
indem  man  in  dieser  Differentialgleichung  an  die  Stelle  von  11  eine 
gewisse  rationale  Ftmction  von  U  und  x  setzt  Daraus  folgt  aber 
durch  einfache  Schlüsse,  dass  sich,  wenn  wir  statt  von  (21)  von  irgend 
einer  anderen  der  ebenso  beschaffenen  Differentialgleichungen  ausgehen, 
als  Transformationsgmppe  der  Differentialgleichung  (A)  entweder  G 
selbst  oder  eine  mit  G  innerhalb  L  gleichberechtigte  Untergruppe 
ergiebt,  so  dass  es  also  gleichgültig  ist,  von  welcher  jener  algebraischen 
Differentialgleichungen  niedrigster  Ordnung,  die  mit  (19)  nicht  singu- 
lare Lösungen  gemeüi  haben,  wir  ausgehen 

Unter  allen  (algebraischen  linearen  homogenen)  Gruppen,  die 
die  Eigenschaft  haben,  dass  eine  rationale  Differentialfunction  der 
(//p  V->}  '  •  ?/«)>  ^^^  ^öi  ^®^  Ti-ansformationen  jener  Gruppe  imgeändert 
bleibt,  rational  in  x  ist,  ist  die  Gruppe  G  die  engste,  denn  jede 
solche  Gruppe  muss  G  als  Untergruppe  enthalten.  Umgekehrt  muss 
jede  Gruppe,  bei  deren  Anwendung  eine  rationale  Differentialfunction 
der  (?/j,  ?/2,  ■  •  ifj,  die  einen  in  x  rationalen  Werth  besitzt,  ungeändei-t 
blciljt,  in  G  als  Untergruppe  enthalten  sein. 

Daraus  folgt,  dass  die  durch  den  Picard-Vessiot'schen 
Doppelsatz  ausgedrückten  Eigenschaften  der  Transforma- 
tionsgruppe einer  Differentialgleichung  (A)  für  diese  Gruppe 
auch  charakteristisch  sind,  d.  h.  dass  sie  auch  zur  Definition 
dieser  Gruppe  dienen  können 

Diese  Bemerkung  ist  insofern  von  Wichtigkeit,  als  sie  uns  zeigt, 
dass  die  TransformationsgiTippe  etwas  der  Differentialgleichung  selbst 
Eigenthüinhches  ist,  wenn  wir  ein  bestimmtes  Fundamentalsystem  zu 
Grunde  legen.  Also  ist  z.  B.  auch  die  besondere  Wahl  der  empfind- 
lichen Function  unwesentlich. 
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152.    E-ationalitätsTbereioli.     Gattungen.    Aeqnivalenz  einer  speoieUen 

linearen  Differentialgleioliung  mit  der  allgemeinen  unter  Adjunction 

einer  gewissen  Gattung. 

Wenn  G  innerhalb  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  als  aus- 
gezeichnete  Untergi'uppe  entiialten  ist,  so  ist  die  Transformations- 
gruppe der  Differentialgleidiung  (A)  unabhängig  von  der  Wahl  des 
Fundamentalsystems. 

Dies  ist  z.  B.  allemal  der  Fall,  wenn  die  Picard'sche  Resolvente 
(19)  der  Differentialgleichung  (A)  so  beschaffen  ist,  dass  keines  ihrer 
Integrale,  welches  nicht  der  Differentialgleichung  (20)  genügt,  eine 
algebraische  Differentialgleichung  von  niediügerer  als  der  nn^°^  Ordnung 
befriedigt,  denn  in  diesem  Falle  ist  die  Transfoiinatioiisgrappe  von  (A) 
offenbar  nichts  anderes  als  die  allgemeine  lineare  Q-iuppe  L  selbst. 
Wenn  dies  einti-itt,  so  hat  also  die  Differentialgleichung  (A)  denselben 
„Gruppencharakter"  wie  die  allgemeine  lineare  Differentialgleichung  (1) 
(Nr.  134,  S.  15),  der  die  n  imbestimmten  Fimctiouen  y^,  y^,  -  •  y^ 
Grenüge  leisten  Charakteristisch  für  die  Differeutialgloichung  (A)  ist 
dann  nur  der  Umstand,  dass  ihre  Coefflcienten  rationale  Functionen 
sind,  und  dass  wir  für  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (21) 
auch  die  Forderung  aufstellen,  sie  seien  rationale  Functionen  von  sc 
(und  den  unbestimmten  Functionen  ^;J,  d.  h.  wie  wir  uns  kurz  aus- 
drücken wollen,  dass  wir  den  Bereich  der  rationalen  Functionen 
von  cc  als  den  der  bekannten  Functionen  oder  als  den  Ratio- 
nalitätsbereich  ansehen. 

Die  Sätze,  die  wir  in  den  Nummern  149 — 151  unter  dieser  Vor- 
aussetzung abgeleitet  haben,  bleiben  aber  nebst  den  für  dieselben  ge- 
gebenen Beweisen  ohne  Weiteres  bestehen,  wenn  wir  nebst  den  ratio- 
nalen Functionen  von  x  noch  gewisse  andere  Functionen  f\(x),  /äC^),  •■• 
als  bekannt  ansehen,  sofern  wir  nur  aEenthalben  den  Ausdruck  „ratio 
nale  Function  von  a;"  durch  „rationale  Function  von  x,  f\(x),  t\^{3c),  •  ■ 
und  deren  Ableitungen"  ersetzen.  Die  Functionen  f[(x),  fj^oc),  •  • 
brauchen  auch  nicht  in  den  Coefficienten  von  (A)  explicite  aufzutreten, 
es  genügt,  wenn  wir  sie  ein  für  alle  Mal  als  bekannt  ansehen,  oder 
wie  wir  sagen  wollen,  dem  Rationalitätsbereiche  adjungiren. 

Wir  werden  also  von  der  Transfoimationsgiiippe  einer  homogenen 
linearen  Differentialgleichung  sprechen,  unter  Zugrundelegung  eines 
gewissen  ßationalitätsbereiches,  d,  h.  indem  wir  gewisse  Functionen 
von  X,  deren  Ableitungen  und  rationale  Verbindungen  aus  x,  jenen  Func- 
tionen und  ihren  Ableitungen  als  bekannt  ansehen.  Für  eine  Differen- 
tialgleichung   mit   in  X   rationalen   Coefficienten    sprechen    wir    dann 
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einfach,  von  ihrer  Trausfonnationsgruppe  (schlechthin),  wenn  nur  die 
rationalen  Functionen  von  x  allein  den  Rationalitätsbereich  ausmachen, 
oder  von  ihrer  Trausfonnationsgruppe  unter  Adjunction  gewisser  Func- 
tionen t\{x),  f^{x),  •  •   . 

Für  die  „allgemeine"  Differentialgleichung  (1)  (Nr.  134,  S.  15), 
der  die  unbestimmten  Functionen  y^,  y^,  •  y^  genügen,  constituiren 
dann  die  invarianten  Determinantenquotienten 

Pv  Pv'--  Pn 

den  Rationalitätsbereich,  bei  dessen  Zugrundelegung  die  allgemeine 
lineare  Ginippe  L  als  Transformationsgruppe  dieser  Differentialgleichung 
erscheint 

Adjungirt  man  eine  mtionale  Differentialfimction  der  y^,y^,  •  •  -  y^, 
so  ist  in  dem  so  entstehenden  Rationalitätsbereiche  die  Transformations- 
ginippe  von  (1)  (Nr.  134,  S.  15)  nichts  anderes  als  diejenige  Unter- 
giTippe  von  L,  bei  deren  Anwendung  jene  adjungirte  Differentialfimction 
imgeändei-t  bleibt.  Denn  diese  Gnippe  geniesst  offenbar  die  in  dem 
Picard'schen  Theorem  enthaltene  Doppeleigenschaft,  wobei  man  be- 
denken muss,  dass  für  eine  Differentialfimction  der  unbestimmten 
Functionen  y^,  y^,  •  y^  die  Unveränderlichkeit  als  Function  von  x  mit 
der  formalen  Unveränderlichkeit  identisch  ist 

So  ordnet  sich  also  der  Gruppencharnkter  der  allgemeinen  linearen 
Differentialgleichung  gleichsam  als  besonderer  Fall  unter  die  Gmppen- 
charaktere  specieller  Differentialgleichungen  bei  gegebenen  Rationalitäts- 
büroicheii  ein. 

Wenn  für  eine  gegebene  lineare  Differentialgleichung 

(28)  ,/")  +  A,!/^''- V  ^2^^""'^  +  •    -^Ky-^> 

wo  die  Aj,  A^,,  l^  Functionen  sind,  die  einem  gewissen  Rationalitäts- 
bereiche  angehören,  die  Picard'sche  Resolvente  (19)  kein  nicht  smgu- 
läres  (d  h.  der  Differentialgleichung *(20)  genügendes)  Integi-al  mit  einer 
Differentialgleichung  von  niedi-igerer  Ordnung,  deren  Coefficienten,  ab- 
gesehen von  den  unbestimmten  Functionen  J.,^,  demselben  Rationahtäts- 
berciche  augehören,  gemein  hat,  d.  h  wenn  für  diesen  Rationalitäts- 
bereich  die  Transformatiousgruppe  der  gegebenen  Differentialgleichung 
die  allgemeine  hneare  Gruppe  L  ist,  so  stimmt  der  Gruppencharakter 
der  speciellen  Differentialgleichung  (28)  mit  dem  der  allgemeinen 
Differentialgleichung  (1)  (Nr  134,  S  15)  überein,  und  es  kann  ein 
willkürliches  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  (28)  als 
durch  die  n  Differentialgleichungen 


l    , 


i    I 
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-D  (2/1,2/3,    •   y^ 


=  X  (3<  =  1,  3,    •    n) 


definirt  angesehen  -werden 

Wenn  dagegen  für  den  betreffenden  Rationalitätsbereicl] 
formationagnippe  der  gegebenen  Differentialgleicbimg  unter 
legung  eines  bestimmten  Fundamentalsystems  rj^,  %,    •  •  Vn 
giTippe  G  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  L  ist,  so  denk 
z.  B.  mit  Hülfe  des  in  der  Nr.  141  (S.  41)   angedeuteten 
eine   rationale  Differentialinvariante   von    G  gebildet,    d.  h 
rationale  Differentialfunction  der  unbestimmten  Functionen  Pi 
B{y^,  2/2J  ■  ■ '  2^n);  <^i^  ^®^  *^®^  Transformationen  von   G   un 
diesen    (formell)    ungeändert    bleibt.    Dann    wird    diese    ^1 
wohlbestimmten,   dem  Rationalitätsbereicbe  angehörenden    I 
wenn  man  die  y^,  y^,  •  •  •  y„  durch  die  17^^,  -jy^,    '  •  Vn  ei'setzl 
System  der  n  -\-  1  Differentialgleichungen 


(29) 


i{-irD,(y,,y„-    yj       .         ,     ,„       , 


^(2/l,  2/3..  Vn) 


j  definirt  uns  das  Fundamentalsystem  Vd  V-a  '    '  V„  "^  f^oni    M 

es  dami  und  nur  dann  befriedigt  wird,  wenn  füi*  die  y^,  i/.^, 
Functionssystem   gesetzt    wii-d,    welches    aus    i;^,  ?;.,,     •  •  rj^^ 
Transfoi-mationen  von  G  hervorgeht. 

Die  Differentialfunction  B(y^,  y^,  •  •  yj  ist  hierbei  ni 
Repräsentant  der  Gesammtheit  von  Differentialinvarianten  d( 
G  anzusehen,  die  sich  ja  zufolge  des  Satzes  der  Nr  140  (H.  f)', 
lieh  durch  Ii(y)  und  seine  Ableitungen,  sowie  die  ß^,  }>,,  • 
deren  Ableitungen  rational  darstellen  lassen.  Wenn  wir  alsc 
Schlüsse  an  die  Krön  eck  er 'sehe  Bezeichnung  in  der  A\*^r] 
Gfesammtheit  von  rationalen  Differentialfimctioneu  als  ein«.* 
bezeichnen,  so  erscheint  in  dem  Gleichungssysteme  (2!>)  li{i, 
Repräsentant  einer  bestimmten  Gattung 

Durch  diese  Auffassung  sind  wir  also  in  der  Lage,  vtui 
ciellen  gegebenen  Differentialgleichung  (28)  überzugehen  zu 
wissen  Gattung  von  Differentialfunctionen  der  n  unbestiioint 
tionen  y^,  y^,  '  •  •  y„,  indem  nämlich  der  Gruppeuchural 
speciellen  Differentialgleichung  (28)  identisch  wird  j 
Gruppencharakter  der  allgemeinen  Differentialgleifli 

W  i~  ly D(y,y^,y^,--    yj  =  0, 
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falls  wir  dem  Rationalitätsbereiciie  der  letzteren  die  Gat- 
tung, der  die  Differentialfunction  B{y^,  y^,  "  y)  angehört, 
adjungiren  (vergl,  S   75) 

Hieraus  folgt  nun  unmittelbar,  dass  alle  Sätze^  die  wir  im 
viei-ten  Kapjtel  für  Differentialfnnctionen  der  unbestimmten  Func- 
tionen y^,y^,  ■  •  2/„,  die  bei  den  Transformationen  einer  gewissen 
Untergruppe  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  L  formell  ungeändert 
bleiben,  bewiesen  haben,  sieb  übertragen  lassen  auf  DifFerentialfunc- 
tionen  gebildet  aus  den  Elementen  eines  Fundamentalsystems  der 
apeciellen  Differentialgleicbung  (28),  wenn  wir  m  diesen  Sätzen  an  die 
Stelle  von  „foimeller  Unveränderliclikeit"  setzen  „Unveränderliclikeit 
als  Function  von  a;"  und  zugleich  überall  an  die  Stelle  der  allgemeinen 
linearen  Grappe  L  die  Transformationsgmppe  der  Differentialgleichung 
(28)  treten  lassen     So  haben  wir  z  B.  die  Sätze: 

Eine  rationale  Beziehung   zwischen   den  Elementen   V^,  y^,  •  •  •  y^ 
eines  Fundamentalsystems  der  Differentialgleichung  (28)  und  den  Ab- 
leitungen  dieser  Elemente   mit   Coefficienten,    die   dem   Rationahtäts- 
bereiche  augehören,  bleibt  erhalten,  wenn  man  auf  die  y^,  V^,  "  ■  y 
eine  Transfonnation  der  Gruppe  G  anwendet. 

Die  Transformationen  von  G,  bei  denen  eine  rationale  Differential- 
function S{y)  der  y^,  y^,  •  y„  als  Function  von  x  ungeändert  bleibt, 
bilden  eine  Uutergi'uppe  G,^  von  G. 

Femer  ergiebt  sich  aus  dem  Satze  der  Nr  145  (S.  53),  dass  eine 
rationale  Differentialfunction  S(y)  der  y^,  y^,  •  2/  ,  die  als  Fmiction 
von  X  bei  denselben  Transformationen  von  G  ungeändert  bleibt  wie 
die  Function  S{y),  als  rationale  Function  von  S{y)  und  deren  Ab- 
leitungen mit  Coefficienten,  die  dem  Rationalitätsbereiche  angehören, 
dai-stellbar  ist. 


Sechstes  Kapitel. 

153.    Bedeutung   der   Transformatioiisgruppe   für    das    Integrations- 
problem.     Eeduetion  der  Transformationsgruppe  duroli  Adjunotion. 

Die  Bedeutung  der  Galois'sclieii  Theorie  der  algebraischen  Glei- 
chungen  liegt  darin,  dass  die  Auflösung  einer  gegebenen  Gleichung 
wesentlich  von  der  Stnictiir  ihrer  Q-alois'schen  Q-ruppe  abhängt.  Ins- 
besondere lassen  sich  z  B.  nothwendige  und  Imireichende  Bedingungen 
angeben,  die  für  die  Q-iuppe  einer  Gleichnng  erfüllt  sein  müssen, 
damit  diese  Q-leichung  algebraisch,  d.  h.  durch  Wnrzelausziehungen 
auflösbar  sei.  Es  wird  also  dasselbe  Aul'lösungsverfahren  gültig  sein 
für  alle  Gleichungen,  die  dieselbe  Gruppe  haben,  und  da,  im  Sinne  des 
Gleichungssystems  (IV)  der  Nr.  148  (S.  63),  der  Gnippencharakter 
einer  gegebenen  speciellen  Gleichung  stets  identisch  ist  mit  dem  der 
allgemeinen  Gleichung  (der  die  n  Unbestimmten  x^^,  x^,  x^  genügen) 
unter  Adjunotion  einer  gewissen  Gattung  rationaler  Functionen  der 
^i>  ^i)  ' ' '  ^ni  ^0  kann  man,  wie  Krouecker  betont  hat,  die  Theorie 
der  Auflösung  algebraischer  Gleichungen  unmittelbar  an  der  allgemeinen 
Gleichung  (mit  unbestimmten  Wurzehi)  und  au  den  Gattungen  von 
Functionen  unbestimmter  Grössen  entwickeln. 

In  'ähnlicher  "Weise  bestimmt  für  eine  lineare  Differentialgleichung 
die  ihi-  zugehörige  Transformationsgruppe  in  gewissem  Sinne  das 
bei  derselben  anzuwendende  Integrationsverfahren',  m  welchem  Sinne 
dies  der  FaU  ist,  wird  aus  den  nachfolgenden  Eröi-tei-ungen  deutlich 
hervorgehen;  vorläufig  können  wir  nur  Folgendes  feststellen. 

Die  Integration  einer  vorgelegten  linearen  Differentialgleichung  ist 
als  vollzogen  anzusehen,  wenn  derjenige  RationaUtätabereich  bekannt 
ist,  für  welchen  die  Transformationsgruppe  der  gegebenen  Differential- 
gleichung nur  die  identische  Transformation  enthält,  denn  dann  sind 
die  Elemente  des  Fundamentalsystems  y^^  y^,  •  y  selbst  rational  be- 
karmt  Es  wird  also  wesentlich  darauf  ankommen,  den  Rationalitäts- 
bereich  so  zu  ei-weitem,  dass  sich  che  Ti-niisforjuationsgruppe  der  Diffe- 
rentialgleichung roducirt. 
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Jedenfalls  wissen  wir,  dass  wir  die  auf  den  öruppencliarakter 
bezüglichen  TJntersucliungen  dii-ect  an  die  allgemeine  lineare  Differen- 
tialgleicliimg 

(«)  {-^ri>(.y,yvyv-yn)-^, 

der  das  System  der  n  wülkürlichen  linear  unabliängigen  Functionen 
y^i  ^2»  ■  2/n  Grenüge  leistet,  und  an  die  derselben  zu  adjungirenden 
rationalen  Differentialfanctionen  dieser  y^,  y^,  •  •  y^  knüpfen  können, 
da,  wie  wir  bewiesen  haben,  stets  eine  rationale  Differentialfunction 
gefunden  werden  kann,  bei  deren  Adjunction  die  Transformationsgruppe 
der  allgemeinen  linearen  Differentialgleichung  (cc)  mit  der  einer  ge- 
gebenen speciellen  Differentialgleichung  von  derselben  Ordnung  über- 
einstimmt. 

Wir  hatten  bereits  bemerkt,  dass  sich  durch  Adjunction  einer 
rationalen  Differentialfunction  It{y)  (beziehungsweise  der  durch  dieselbe 
repräseutii-ten  Gattung)  die  Ti-ansfoi-mationsgi-uppe  L  der  allgemeinen 
Differentialgleichimg  (a)  auf  diejenige  Gruppe  G  reducirt,  bei  deren 
Anwendung  R{y)  invariant  bleibt. 

Denken  wir  uns  nun,  es  sei  ein  füi*  alle  Mal  die  Differentialglei- 
chung (a)  unter  Adjunction  von  B(i^)  vorgelegt,  so  dass  also  G  ihre 
Transformationsgruppe  darstellt,  und  adjungiren  wir  noch  die  rationale 
Differentialfunction  S(y),  die  bei  den  Transformationen  der  Unteiv 
gnippe  K  von  G  ungeändert  bleibt,  während  sie  sich  bei  jeder  nicht 
in  R  enthaltenen  Substitution  von  G  verändert.  Dann  ist  S  offenbar 
die  umfassendste  öruppe,  die  in  der  Gruppe  G  und  in  der  zu  S(y) 
gehörigen  Transformationsgnippe  gleichzeitig  enthalten  ist;  es  reducirt 
sich  folglich  die  Transformationsgruppe  der  Differentialgleichung  (a) 
nach  Adjunction  von  S(y)  auf  die  Untergruppe  H. 

Sei  z.  B  G  eine  Gruppe,  die  aus  v  Schaaren  von  Transformationen 
besteht,  und  bedeute  F  die  umfassendste  in  G  enthaltene  und  von  in- 
finitesimalen Transformationen  erzeugte  continuirliohe  Gruppe.  Dann 
ist  (Nr  140,  S.  38)  F  innerhalb  G  ausgezeichnet  und  G  besteht  aus 
V  Schaaren  von  der  Form 

F     T  F     T  F       ■  T      F 
wo  die  T,,  T,,,      •  T    ,  Transformationen  bedeuten,  für  welche 

T~^FT^  =  F  (>*  =  1,2,        r_l) 

ist  Bedeutet  nun  P(y)  eine  charakteristische  Differential- 
invariante  von  JT,  d.  h  eine  Differentialfunction  der  y^,  y^,  -  •  y^, 
die  bei  den  Transformationen  von  J"  und  nur  bei  diesen  ungeändert 
bleibt,  so  reducirt  sich  zufolge  des  vorhin  bewiesenen  Satzes  bei  Ad- 
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junctioü  von  P(2/)  die  Trausformationsgi-uppe  der  Torgelegten  Differen- 
tialgleickung  auf  F  Möge  nun  bei  Anwendung  der  Ti'ansformation  T^ 
die  Function  jP(y)  übergehen  in 

P^O)  C^-i-ä,      »'-!), 

dann  genügen  die  v  Functionen 

einer  algebraischen  Q-leichung  v^^^  Grrades,  deren  Coefficienten  als 
Differentialiuvarianten  von  fr  dem  Ratioualitätsbereiche  angehören. 

Wir  können  alao  sagen,  dass  sich  durch  Adjunction  der 
Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung,  deren  Coefficienten 
dem  Rationalitätsbereiche  angehören,  die  Q-ruijpe  unserer 
Differentialgleichung  auf  eine  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen erzeugte,  also  durch  ein  einziges  Grleichungs- 
system  darstellbare  Gruppe  reduciren  lässt. 

Da  wir  in  der  Theoiie  der  Diiferentialgleichungen  algebraische 
Operationen  stets  als  ausführbar  ansehen  können,  so  düi'feu  wir  im 
Folgenden  die  Annahme  machen,  dass  die  Transfoi-mationsgi'uppe  einer 
vorgelegten  Differentialgleichung  eine  aus  infinitesimalen  Transfoirma- 
tionen  erzeugte  sei,  und  dass  wir  es  auch  stets  nur  mit  solchen  ratio- 
nalen Differentialfunctionen  zu  thun  haben,  die  bei  so  beschafi'eneu 
Grappen  von  Transformationen  ungeändert  bleiben. 

Für  die  in  G  enthaltene  umfassendste  aus  inlinitesimaleu  Trans- 
formationen erzeugte  continuirliche  Gruppe  F  gilt  dann  offenbar  der 
folgende  Doppelsatz: 

Jede  rationale  Differeutialfunction  dei-  ?/^,  y,,  •  •  y^^,  die  gleich 
einer  algebi-aischen  Function  ist  (d.  h  die  einer  algebraischüii  Gleichung 
genügt,  deren  Coefficienten  dem  Ratioualitätsbereiche  angoliörou),  bleibt 
bei  den  Transformationen  von  F  ungeändert,  und 

jede  rationale,  bei  den  Transformationen  von  F,  oder  was  dasselbe 
heisst,  bei  den  infinitesimalen  Ti*ansfonnationen  von  (r  unvemnderliche 
Differeutialfunction  der  y^,  y^,    •  •  y^  ist  algebraisch  auadi-ückbar. 

Wenn  G  selbst  aus  infimtesimalen  Transformationen  tuTiougt,  also 
mit  F  identisch  ist,  so  fällt  dieser  Doiipolsatz  mit  dem  auf  die 
Gruppe  G  bezüglichen  der  Nr.  151  (S.  71)  zusammen. 

154.  Adjunction  des  allgemeinen  Integrals  einer  Differentialgleioliung. 
Normalzerlegimgen  der  Transformationsgruppe. 

Wir  setzen  also  von  nun  ab  voraus,  dass  schon  von  Anfang  an 
die  Gnippe  G  der  Differentialgleichung  eine  ans  infinitesimalen  Trans- 
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fonnationen  erzeugte  continuirliche  sei  und  bezeichnen  nach  wie  vor 
durch  B{y)  die  den  Rationalitätsbereich  charakterisirende  Function. 

Sei  S{y)  eine  beliebige  Differentialfunction  der  y^,  y^,  ■ .  y^,  die 
bei  den  Transformationen  der  Untergruppe  G^  von  G  ungeändert  bleibt, 
wähi-end  sich  dieselbe  bei  jeder  nicht  m  Q^  enthaltenen  Transformation 
von  G  verändert,  und  bilden  wir  S{ri),  wo 

w 

(30)  %  =  ^AÄ^v^v--- (^r)y^     ('^^'ä'   «) 

x  =  l 

die  allgemeinste  Transformation  von  G  darstellen  möge. 

Wenn  dann  die  Untergruppe  G^  nur  von  Q  =  r  —  6  Parametern 
abhängt,  so  enthält  der  Ausdruck  S(rj)  nach  dem  Satze  von  Herrn 
Vessiot  (Nr  144,  S.  50)  genau  tf  =  r  — p  wesentliche  Parameter 
Differentiiren  wir  also  S(rf)  tf-mal  nach  x  und  eliminiren  zwischen 
S{rf)  und  seinen  ff  ersten  Ableitungen  jene  ff  Parameter,  so  erhalten 
wir  eine  algebraische  Differentialgleichung 

(31)  0(S)  =  0 

ö*"  Ordnung  für  S(ri),  deren  Coefficienten  offenbar  rationale  Differen- 
tialfunctionen  der  yj^,  y^,  •  -  y^  sind,  die  bei  den  Transfoi-mationen  von 
G  ungeändert  bleiben  und  folglich  dem  Rationalitätsbereiche  angehören. 
Diese  Differentialgleichung  (31),  die  wir  uns  in  Bezug  auf  S  und  seine 
Ableitungen  im  algebraischen  Sinne  irreductibel  denken  können,  hat 
keines  ihi-er  nicht  singulären  Integrale  (im  Sinne  der  Nr  144,  S.  49) 
mit  einer  Diffeientialgleichung  niedrigerer  Ordnung  und  vom  selben 
Chai-akter  gemein;  denn  eine  solche  Differentialgleichung  müsste  dann 
auch  durch  ^'(7^)  selbst  befriedigt  werden,  d.  h.  sie  besässe  eine  Lösung, 
die  ff  wesenthche  willküi-liche  Parameter  enthält,  und  das  ist  unmög- 
lich (vergl  Nr  144,  S  52)  Wir  können  folghch  die  Differential- 
gleichung (31)  auch  als  die  Differentialgleichung  niedi'igster  Oiduung 
mit  dem  Rationahtätsbereiche  angehörigen  Coefficienten  definireu,  der 
die  rationale  Differentialfunction  S(y)  Genüge  leistet 

Die  Transformationen  von  G,  bei  denen  8(7]),  aufgefaast  als  Diffe- 
rentialfunction der  y^,  y^,  •  •  y^^,  ungeändert  bleibt,  bilden  offenbar 
eine  Untergruppe  von  G,  die  aus  G^  hervorgeht,  indem  man  diese 
letztere  ö-nippe  durch  die  Substitution,  die  [17 J  mit  [«/J  verknüpft, 
transformirt.  Wir  nannten  (Nr  140,  S  36)  eine  solche  Untergmppe 
mit  Gg  innerhalb  G  gleichberechtigt 

Adjungiren  wir  nunmehr  der  Differentialgleichung  (a)  die  sämmt- 
lichen  Lösungen  von  (31),  so  reducirt  sich  die  Transfonnationsgiuppe 
G  auf  diejenige  Untergruppe,    die  allen  mit   G^  innerhalb   G  gleich- 

Solilesluger,  BlfTerentlulglelcbuuguu    II  ti 
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berechtigten  Untergrappen  gemeinsam  ist;  diese  ist  aber  offenbar  inner- 
halb G  ausgezeiclinet,  und  zwar  ist  es  die  umfassendste  ausgezeichnete 
Untergruppe  von  G^  bei  deren  Anwendung  S{y)  ungeäudert  bleibt; 
wir  können  also  sagen: 

Durch  Integration  der  Differentialgleichung  niedrigster 
Ordnung  mit  dem  Rationalitätsbereiche  angehörigen  Coeffi- 
cienten,  der  eine  rationale  Differentialfunction  der  y^,  y^,  •  •  y^ 
Genüge  leistet,  reducirt  sich  die  Gruppe  G  unserer  linearen 
Differentialgleichung  (a)  auf  eine  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe. 

Auf  Grund  dieses  Satzes  können  wir  nun  übersehen,  in  welcher 
Weise  die  Structur  der  Transforaiationsgruppe  G  das  bei  der  Integra- 
tion der  Differentialgleichung  («)  einzuschlagende  Verfahren  bestimmt 

Sei  G^  eine  umfassendste  in  Q  enthaltene  ausgezeichnete  Uuter- 
gmppe,  d.  h.  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  von  Gj  die  m  keiner 
anderen  ausgezeichneten  Untergi-uppe  von  G  enthalten  ist;  sei  ebenso 
G^  eine  umfassendste  ausgezeichnete  Untergnippe  von  G^,  G^  eine 
solche  von  G^,  und  so  fort,  dann  muss  in  dieser  Folge  von  Gnippen 
endlich  eine  Gmppe  G  _^  zum  Vorschein  kommen,  die  ausser  sich 
selbst  und  der  identischen  Transformation  keine  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe enthält,  die  also  (vergl.  Nr.  140,  S.  36)  eine  einfache  Gruppe 

ist     Die  Folge 

G^,  a^,  G^,  ■       G^^_^,    (ö^„  =  G-), 

soll  dann  nach  Herrn  Vessiot  eme  Normalzorlegung  von  G  heisseu 
Wir  denken  uns  nun  für  ä  =  1,  2,  •  m  eine  Untergruppe  JT^ 
von  G  _^  bestimmt,  die  G^  enthält  und  überdies  von  der  gi-össtmög- 
lichen  Anzahl  von  Parametern  abhängt.  Sei  ferner  f^(i/)  eme  Difte- 
rentialmvaiiante  von  F ,  die  bei  keiner  nicht  m  F  enthaltenen  Trans- 
formation  von  G-^_j  ungeändei-t  bleibt,  und  bedeute  A^  die  Differenz 
zwischen  den  Anzahlen  der  Parameter  m  den  Gruppen  G^_^  und  F 
Dann  befriedigt  f^(y)  eine  Differentialgleichung 

^i(/;)  =  o 

von  der  Ordnung  /l^  Denkt  man  sich  dieselbe  integiii-t  und  adjungirt 
ihr  allgemeines  Integi-al  dem  Rationalitätsbereiche  von  («),  so  reducii-t 
sich  die  Transformationsgmppe  auf  G^  Hiernach  genügt  f^{y)  emer 
Differentialgleichung 

von  der  Ordnung  A,,  durch  deren  Integration  sich  die  Transformations- 
gruppe  von  (a)  auf  G^  reducirt     So  kann  man  fortfahren,  bis  man 
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endlicL.  G^,,,_i  als  Transformationsgruppe  von  (a)  hat.  Wenn  man 
dann  noch  die  allgemeine  Lösung  der  Differentialgleichung  A^^*"  Ordnung 

0  (f)  =  0, 

der  f^^  Genüge  leistet,  adjungirt,  so  reducirt  sich  die  Trausfonnations- 
giTippe  von  (a)  auf  die  identische  Transformation  (weil  Gr^^_^  eine 
einfache  Grruppe  ist),  so  dass  also  die  Integrale  y^,  y^,  • '  y^  selbst 
dem  Rationahtätsbereiche  angehören. 

Die  Integi'ation  von  (a)  ist  somit  auf  die  successive  Lösung  von 
Differentialgleichungen  der  Ordnungen 

(32)  K,    K,--'  Kn 

zm-ückgeführt,  und  zwar  sind  diese  Hülfsdifferentialgleichungen  immer 
von  der  möglichst  niedi-igen  Ordnung,  weil  wir  uns  die  V^  als  mit  der 
grösstmöglichen  Parameteranzahl  behaftet  gewählt  dachten. 

Im  Allgemeinen  wird  es  natürlich  mehi-ere  von  einander  verschie- 
dene Normalzerlegungen  der  Gruppe  G  geben  können  und  entsprechend 
wird  man  auf  verschiedene  Ketten  von  Hülfsdifferentialgleichungen 
gefiihi-fc  werden  Stets  sind  aber  die  Zahlen  (32)  dieselben, 
d.  h.  die  Hülfsdifferentialgleichungen,  die  den  verschiedenen 
Normalzerlegungen  von  G  entsprechen,  haben  immer  die- 
selben Ordnungszahlen.  Dieses  interessante  Resultat,  auf  dessen 
Begründung  wir  nicht  eingehen,  ist  zuerst  von  Hei-m  Vessiot  be- 
wiesen worden. 


155.  Lineare  Differentialgleichungen,  durch,  deren  Adjunction  sich  die 
Transformationsgruppe  reducirt.  Ueoiprcoitätssatz.  Hülfsdifferential- 
gleichungen mit  einfacher  Gruppe.    Integration  durch  Quadraturen. 

Das  einer  Normalzerlegung  von  G  entsprechende  Integrations- 
schema der  Differentialgleichung  (a)  gewinnt  nur  in  dem  Falle  prak- 
tische Bedeutung,  wenn  die  Untergruppen  F^  als  algebraische 
Untergruppen  gewählt  werden  können.  Aber  selbst  in  diesem  Falle 
wird  die  Untersuchung  einer  linearen  Differentialgleichung  im  All- 
gemeinen auf  die  von  algebraischen  Differentialgleichungen  von  höherem 
als  dem  ersten  Grade  zurückgeführt  Diese  haben  zwar  insofern  einen 
ganz  besonderen  Charakter,  als  sich  die  Art,  wie  die  willkürlichen 
Constanten  in  das  allgemeine  Integral  eingehen,  genau  übersehen  lä,sst; 
immerhin  wird  es  aber  von  Bedeutung  sein  zu  fragen:  wann  lässt 
sich  die  Transformationsgruppe  einer  vorgelegten  linearen  Differential- 
gleichung durch  Adjunction  der  Lösungen  einer  anderen  ebenfalls 
linearen  Differentialgleichung  reduciren  ? 
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Wenn  -wii*  die  Frage  in  dieser  Form  stellen,  so  gehen  wir  über 
die  bisher  festgehaltene  Art  der  Adjunction  hinaus.  Wir  hatten 
nämlich  bisher  immer  nur  rationale  Differentialfunctionen  der 
Elemente  eines  Fundamentalsystems  adjungii-t  und  konnten  deshalb  die 
Untersuchung  an  der  allgemeinen  Differentialgleichung  (a)  ftlhren, 
deren  Transformationsgnippe  wir  durch  Adjunction  einer  geeigneten 
rationalen  Differentialfunction  zur  Uebereinstunmung  gebracht  hatten 
mit  der  Transfoi-mationsgruppe  einer  vorgelegten  speciellen  Differential- 
gleichung. Die  so  gefandenen  Sätze  übertragen  sich  vermöge  des  in 
der  Nr.  152  (S.  76,  77)  dargelegten  Princips  unmittelbar  auf  speeiellt) 
Differentialgleichungen,  indem  nur  an  Stelle  der  fonnellen  Unveränder- 
lichkeit  rationaler  Differentialfonctionen  die  Unveränderlichkeit  als 
Function  von  x  tritt. 

Wir  machen  von  dieser  Uebertragbarkeit  sofoi-t  Gebi-auch,  indem 
wir  uns  eine  specielle  Differentialgleichung  (A),  deren  Trausfonnations- 
gruppe  für  einen  gegebenen  Rationalitätsbereich  G  sein  möge,  vor- 
gelegt denken,  und  nach  der  Beschaffenheit  einer  anderen  linoiiren 
Differentialgleichung 

mit  dem  Rationalitätsbereiche  angehörenden  Coefficienteu  fragen    diiich 
deren  Integration  sich  die  Gruppe  G  von  (A)  reducirt. 

Es  sei  also  ^^,  0^,  •  5^^  ein  Fundamentalsystem  von  (B)  und 
möge  durch  Adjunction  desselben  die  Gruppe  G  von  (A)  auf  einu 
Untergruppe  G^  reducirt  werden,  die  genau  s  Parameter  weniger  ent- 
hält wie  G  selbst.  Möge  die  aus  den  Elementen  y^,  y  ,  y  eiiio.s 
Fundamentalsystems  von  (A)  gebildete  rationale  Differentialfunction 
^i(]j)  geiiau  tei  den  Transformationen  von  G^  (als  Function  von  x) 
ungeändert  bleiben,  dann  ist  also  nach  dem  Picard-Vessiot'schen 
Doppelsatze 

wo  I[^{d)  eine  rationale  Differentialfunction  di&r  0^,  g  ,  .  . .  g  bedeutet 
Denken  wir  uns  nun  im  Sinne  der  Nr.  154  (S.'si)'  die  Diffbrcntial- 
gleichung  niedrigster  Ordnung  mit  dem  ursprünglichen  Rationalitäts- 
bereiche angehörigen  Coefficienten  gebüdet,  der  die  Function  B  (y)  ' 
genügt,  so  ist  dieselbe  von  der  5*-  Ordnung.  Buden  wir  ebenso 'die 
Diiferentialgleichung  niedrigster  Ordnung  für  ^  (^  0  ..  g  )  „^ 
haben  diese  beiden  Differentialgleichungen  eine  Lösung'mit  einander 
gemem  und  sind  folgUch  mit  einander  identisch.  Bezeichnen  wir  also 
^*   "^v  V2,  ■    •  Vn   das   durch  die  allgemeinste  Ti-ansformation  von   6^ 
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aus  y^,  y^,  '  y^  entstehende  Fundamentalsystem  von  (A),  durch. 
&i,  &2;  ■ '  ^m  ^^^  ''^^  ^v  ^2}  '  "  ^vi  <l^^c^  diö  allgemeinste  Transforma- 
tion der  Q-ruppe  der  Differentialgleichung  (B)  verknüpfte  Fundamental- 
system von  (B),  so  enthalten  die  beiden  Ausdrücke 

A{\,%,       Vj    mid    H,it,,t,r-    U 

genau  s  wesentliche  Parameter,  und  jeder  Wei-th,  den  einer  von  beiden 
für  ein  bestimmtes  Werthesystem  der  m  ihm  enthaltenen  Parameter 
annimmt,  stimmt  mit  einem  Werthe  des  anderen  für  ein  gewisses 
Werthesystem  seiner  Parameter  überein. 

Daraus  schliessen  wir  zuvörderst,  dass  mit  der  Adjunction  der 
^1}  ^s)      '  ^m  ^^^  ^^^  verschiedenen  Werthe  von 

-Ri(^i;  Vi,    ••%) 

dem  Rationalitätsbereiche  hinzugefügt  werden,  da  jeder  derselben  gleich 
einer  rationalen  Differentialfunction  der  0^,  g^,  •  ■  0^^^  wird,  dass  also 
die  Q-ruppe  G^  in  G  nothwendig  als  ausgezeichnete  Untergruppe 
enthalten  sein  muss. 

Denken  wir  uns  aber  nun  umgekehrt  die  Integrale  y^,  y^,  ■  •    y 
von  (A)  der  Differentialgleichung  (B)  adjungirt,  so  gehört  B^(y)  und 
folglich  auch  H^i^^,  z^,    •  •  ä,,,)  dem  Rationahtätsbereiche  an.    Da  der 
Ausdruck 

•B^ife,  Sa,         U 

genau  s  wesenthche  Parameter  enthält,  so  reducirt  die  Adjunction  der 
y^,  y^,  •  •  2/,„  die  Transformationsgruppe  von  (B)  auf  eine  Gruppe,  die 
mindestens  s  Parameter  weniger  enthält.  Andererseits  kann  die  Reduc- 
tion  auch  nicht  um  mehr  als  s  Parameter  erfolgen,  da  wir  ebenso  für 
die  Differentialgleichung  (A)  schliessen  können,  dass  ihre  Transfoiina- 
tionsgruppe  bei  Adjunction  der  e^,  ^a?  * '  "  -^m  ^^^  mindestens  soviele 
Parameter  reducirt  werden  muss,  wie  die  Gruppe  von  (B)  bei  Adjunc- 
tion der  t/j,  T/g,  •  ■  y^.  Also  findet  sich  die  Gruppe  von  (B)  durch 
Adjunction  der  y^,  y^,  y^  auf  eine  Untergruppe  und  zwar  offenbar 
auch  auf  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  reduciii;,  die  genau  s  Para- 
meter weniger  enthält  wie  die  ursprüngliche.  Wir  haben  somit  den 
folgenden  Satz,  der  einem  bekannten  Theoreme  der  Algebra  analog  ist, 
und  den  man  wohl  als  den  Reciprocitätssatz  bezeichnen  kann: 

Wenn  sich  die  Transformationsgruppe  einer  linearen 
Differentialgleichung  (A)  durch  Adjunction  der  Lösungen 
einer  anderen  linearen  Differentialgleichung  (B)  auf  eine 
Untergruppe  reducirt,  die  s  Parameter  weniger  enthält  wie 
die  ursprüngliche,  so  reducirt  sich  die  Gruppe  von  (B)  durch 
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Adjunction  der  Lösungen  von  (A)  in  derselben  Weise,  iiml 
die  neuen  Transformationsgruppen  sind  beide  Mn\o  in  den 
ursprünglichen  als  ausgezeichnete  Untorgruj)])(Mi    tMitliiilt»'n. 

Sei  insbesondere  die  TransformationsgmiJiie  derDiliercntijilgli'irhiinf^ 
(B)  eine  einfache*,  wenn  sich  dann  durch  Adjunction  der  IjM.siinp'ii 
von  (B)  die  Transformationsgruppe  von  (A)  wirklich  rediiciit,  ho  mu-is 
sich  zufolge  des  Reciprocitätsaatzes  die  Gnipiie  von  (B)  dnn-h  Adjune 
tion  der  Lösungen  von  (A)  auf  die  identische  Traii.sfonunliou  Ji'dii«*in'n, 
d  h.  es  sind  die  Lösungen  von  (ß)  rationale  Diffcrciif  ml 
functionen  der  Lösungen  y^,  y,^,    •    ?/„  von  (A). 

Wenn   man   sich   also    auf  die  Adjunutjoii    der   ljt'isi)n;^i*n 
von     linearen     Hülfsdifferentialgleichungen     mit     cinfut'hi'r 
G-ruppe  beschränkt,  so  bleibt  man  im  [{.ahmen  der   Hclrui-Ii- 
tungen,  die  sich  auf  die  Adjunction  rationaler  DiriVrcul  ml 
functionen   der  Elemente  eines  PundainciitalNystcniH  der  jjfi« 
gebenen   Differentialgleichung    beziehen   und   bei    dnicii    dji- 
gegebene    specielle    Differentialgleichung    (liirch    di»-    alj^r,. 
meine  Differentialgleichung  (a)    unter   Adjum-tinn    einer  ^f 
wissen     Gattung    rationaler    Differenlialfinii-tioni'n     i>rM'{/,i 
werden  kann 

Dies  ist  insbesondere  der  Fall,  wenn  es  .sich  iiin  die  Km^r,.  |i„i„l..ll. 
ob  eine  vorgelegte  lineare  Differentialgleichung  diiirh  «^ladralurcn 
integnrt  werden  kann 

In  der  That  kann  eine  Quadratur,  d.  li.  also  die  Aiistuhning  imii.-s 
Integrals 

11==  l  l\jti)dx, 

wo  f{x)  eine  dem  Ratioualitätsbereicho  aiigehörige  Fimcfi.in    bedfiifd 
stets   ersetzt   werden   durch   die    Litegi-ation    doi    honmtrcH.u    l,n,.a,vii' 
Differentialgleichung  erster  Ordnimg 

(^^^  !!=«->, 

wenn 

u  =  log  V 

gesetzt  wird  Die  Tmurformationag,.„,,i,e  ein«-  Uloiclnu,«  v„u  ,1,.,- 
Form  (33)  ist  aber  die  lomogeao  lin«.™  ün,,,,,„  i„  .,„„„•  V,„„Mn  r 
und  diese  ist  offenbar  einfach 

mtZlZ  fT-^l"  I°'«g"tioii  einer  (homogei,..,,;   Ii,„„„v., 
Differentialgleiehuag  erster   Ordnung   dir  Tr,tn.sf.,rm„l,i„n, 
gruppe    einer  gegebenen  linearen  Differonti,.lgl,.i,.h,„>>;    ,-,.- 
d-irt,  so  ist  die  Lösnng  der  HtüfWifferei,ti,aKl,M„h,u,g  „i    ,. 
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rationale  Differentialfunction  der  Elemente  eines  Funda- 
mentalsystems  der  gegebenen  Grleichung,  und  die  reducirte 
Grruppe  ist  eine  ausgezeichnete  Untergruppe,  die  von  einem 
Parameter  weniger  abhängt  wie  die  ursprüngliche 


156.    Bedingung   für   die    Integrabilltät   einer   linearen   Differential- 
gleichung durch  Quadraturen.    Integralble  Gruppen.    Die  allgemeine 
lineare  Di£ferentialgleiob.ung  ist  nicht  durch  Quadraturen  lösbar. 

Soll  sich  also  die  Integration  der  Differentialgleichung  («),  deren 
Transformatiousgruppe  unter  Adjunction  der  Differentialfunction  B{y) 
wieder  durch  G  bezeichnet  werden  mag,  durch  eine  Kette  von  lauter 
linearen  homogenen  Hülfsdifferentialgleichungen  erster  Ordnung  absol- 
viren  lassen,  d.  h.  soU  es  möglich  sein,  die  Gmppe  Q  durch  successive 
Adjunction  der  Lösungen  solcher  Hülfsdifferentialgleichungen  auf  die 
identische  Transformation  zu  reduciren,  so  muss  sich  die  Transfoima- 
tionsgiTippe  der  gegebenen  Differentialgleichung  allemal,  wenn  sie  sich 
reducii-t,  auf  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  reduciien,  die  einen 
Parameter  weniger  enthält  Es  muss  demnach  G  eine  ausgezeichnete 
Untergruppe  G^  besitzen,  die  einen  Parameter  weniger  enthält  wie  G, 
ebenso  G^  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  G,,  die  einen  Parameter 
weniger  enthält  wie  G^  u  s.  w. 

Eine  aus  r  infinitesimalen  Transformationen 

erzeugte  Gruppe  G,  die  diese  Eigenschaft  besitzt,  nennt  Herr  Lie  eine 
mtegrable  Giiippe 

Wir  kömien  also  sagen:  Damit  eine  lineare  Differential- 
gleichung durch  eine  Kette  von  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  integrirbar  sei,  ist  noth- 
wendig,  dass  sie  eine  integrable  Transformatiousgruppe 
besitze 

In  analytischer  Form  lässt  sich  die  Bedingung  dafür,  dass  die 
;'-gliedrige  Gruppe  G  integi-abel  sei,  dahin  aussprechen,  dass  es  mög- 
lich sem  muss,  r  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transforma- 
tionen derselben 

7J,  YJ,         Yf 

so  auszuwählen,  dass  Relationen  von  der  Form 

(34)       (y.r.+j='2'v+«,.^.^    i'-il:  rZl) 

4=1 
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bestellen,  wo  die  c  Coastanten  bedeuten;  denn  in  diesem  Falle  erzeugen  die 

^i/;  •  •  •  ^/ 

offenbar  eine  i-gliedrige  Untergruppe,  die  (vergl.  Nr.  140,  S.  37)  in 
der  aus  den 

erzeugten  (i  +  l)-gliedrigen  ausgezeichnet  enthalten  ist. 

Herr  Lie  hat  nun  über  integrable  homogene  lineai-e  Gruppen 
einen  wichtigen  Satz  aufgestellt,  auf  den  wir  kurz  eingehen  müssen. 

Sei 

(35)  ^f-^^^'^^y^W. 

eine  infinitesimale  homogene  lineare  Transformation,  dann  beweist  man 
leicht  mit  Hülfe  derselben  Methode,  die  wir  im  dritten  Abschnitte  für 
die  Reduction  einer  linearen  Substitution  auf  die  canonische  Form  an- 
gewandt haben,  dass  sich  stets  neue  Veränderliche 

n 

(36)  g^=.^C,^y^  (.  =  1,8,         n) 

x  =  l 

SO  einführen  lassen,  dass  die  infinitesimale  Transformation  3fcy  die 
canonische  Form 

(s'i')  *..''.  ^ + (^»^-i +K'^a+---+ (*»i^. + •  •  • + *«»o  si 

annimmt. 

Der  Satz  des  Herrn  Lie  besagt  nun,  dass,  wenn  die  infinitesimalen 
Transformationen 

yj,  Y,f>     ••  Yf 
eine  integrable  lineai*e  homogene  Gruppe  erzeugen,  d  h.  wenn  zwischen 
diesen  infimtesimaleu  Transformationen  die  Beziehungen  (34)  bestehen, 
dass  sich  dann  stets  neue  Variable  (36)  so  einführen  lassen,  dass  alle 
y^'(.=i,2, ..  .)  gleichzeitig  die  canonische  Form  (37)  annehmen. 

Nach  Einführung  dieser  neuen  Variabein  [^J  ist  also  eine  jede 
integrable  imeai'e  homogene  Grnpi}e  in  der  aus  den  infinitesimalen 
Ti'ansformationen 


.  IL      IL  1/" 
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erzeugten  öruppe,  d.  h.  in  der  ö-nippe 

(38)  &2  =  «21^1-l-«2a^2J 

^«  =  «nl^l  +  «„2^2  +  •  •      +«»»^« 

als  Untergruppe  enthalten;  wir  können  demnach  das  Lie'sche  Theorem 
auch  so  aussprechen: 

Jede  integrable  lineare  homogene  (aus  infinitesimalen 
Transformationen  erzeugte)  Gruppe  geht  durch  Transforma- 
tion mit  einer  linearen  Substitution  in  eine  Untergruppe  der 
Gruppe  (38)  über,  oder,  was  dasselbe  besagt,  sie  ist  mit  einer 
Untergruppe  von  (38)  innerhalb  der  allgemeinen  linearen 
homogenen  Q-ruppe  L  gleichberechtigt 

Auf  Grund  dieses  Satzes  werden  wir  nun  im  Stande  sem  zu  über- 
sehen, dass  die  für  die  Integrabilität  einer  linearen  Differentialgleichung 
durch  Quadraturen  oben  als  nothwendig  erkannte  Bedingung  zugleich 
hinreichend  ist. 

Sei  also  die  Gruppe  G  unserer  Differentialgleichung  (a)  integrabel 
und  denken  wir  uns  das  Fundamentalsystem  \y  ]  gleich  von  vorneherein 
so  gewählt,  dass  G  in  der  Gruppe  von  der  Form  (38)  als  Untergruppe 
enthalten  sei. 

Offenbar  bleiben  die  rationalen  Differentialfunctionen 

d  log  j/i       d  log D{y^,y^)        cl  log D{y^,  y^,  y^)  dlogD{y^,y^,        y„_^) 

dx     '  dx  '  des  '  dx 

ungeändert,  wenn  man  auf  die  [i/J  eine  Substitution  von  der  Form  (38) 
ausübt;  sie  sind  folglich  Differentialinvaiianten  der  Gruppe  (38)  und 
demnach  auch  der  in  (38)  als  Untergruppe  enthaltenen  Gruppe  G,  also 
sind  sie,  zufolge  des  Picard-Vessiot 'sehen  Doppelsatzes,  Functionen 
von  X,  die  dem  Rationalitätsbereiche  angehören. 
Setzen  wir 

so  ist 

ff(x)dx 

d.  h.  ein  Integral  unserer  Differentialgleichung  genügt  einer  homogenen 
linearen  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  deren  Coefficienten  dem 
Rationalitätsbereiche  angehören  Benützen  wir  dieses  Integi*al  nach 
dem  in  der  Nr.  18  (Band  I,  S.  47)  dargelegten  Verfahren  zur  Reduc- 
tion  der  Differentialgleichung  (a),  indem  wir  setzen 
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so  genügt  ^  einer  linearen  homogenen  Differeutialgleicliung  (n  —  1)*" 
Ordnung,  deren  Coefficienten  sich  zufolge  der  GUeicliimgen  (3)  Nr  18 
(Band  I,  S.  48)  aus  den  Coefficienten  von  (a)  und  den  successiven 
Ableitungen  von  log  y^  rational  zusammensetzen  und  somit  dem  Ratio- 
nalitätsbereiche  angehören.  Für  diese  DifiPerentialgleichung  (n  —  1)*" 
Ordnung  constituiren  die  Ausdrücke 


(x  =  l,  2,        «  —  1) 

Vi.    ' 

ein  Fundamentalsystem,  und  da,  wie  sich,  aus  den  Formeln  der  Num- 
mern 18  und  22  ergiebt, 

ist,  so  sind  die  Ausdrücke 

d  log  ä^       d  log  D (8^,22)  (ZlogZ>(^i,ga. tlZlA. 

(Ix     '  dx  '  dx 

Functionen,  die  dem  Rationalitätsbereiche  angehören.  Die  Differential- 
gleichung (w  —  1)*^'  Ordnung  für  ß  hat  also  genau  dieselbe  Beschaffen- 
heit vrie  die  ursprünghche  filr  y,  wir  können  somit  das  Verfahren  der 
Nr.  18  weiter  anwenden,  indem  wir  setzen 


g  =  s^  I  udx, 


und  so  fortfahren,  bis  wir  endlich  zu  einer  linearen  homogenen  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung 

dw  f  V 

kommen,  wo  ^(a;)  eine  dem  Rationalitätsbereiche  angehörige  Function 
bedeutet 

Es  ist  daim 

z^dx  =  e'  je'  dx^ 

-^  (^ 

wo 

gesetzt  wurde,  und  so  fortfahrend  erhalten  wir  endlich 
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d.  h.  die  Elemente  des  Pundameutalsystems  der  Differentialgleicliuiig  (a) 
bestimmen  sich  dnrcli  Quadraturen,  und  zwar  sind  zur  Bestimmung  von 
y^  im  Allgemeinen  x  übereinandergesetzte  Quadi-aturen  erforderlicb,  so 
dass  also  die  Integration  von  (a)  im  Allgememen 

1  +  2  +  .  .-i-«  =  :fctii) 

Quadi'aturen  erfordei-t. 

Damit  ist  also  m  der  Tbat  bewiesen,  dass  eine  lineare 
Differentialgleichung,  deren  Transformationsgruppe  inte- 
grabel  ist,  auch  stets  durch  Quadraturen  gelöst  werden  kann. 

Wir  erkennen  zugleich,  dass,  wenn  eine  lineare  Differentialgleichung 
durch  Quadraturen  integrirbar  ist,  eines  ihrer  Integrale  eine  dem  Ratio- 
nalitätsbereiche  angehörige  logarithmische  Ableitung  besitzt,  und  dass 
die  Bestimmung  der  übrigen  Integrale  auf  dem  in  der  Nr  18  dar- 
gelegten Wege  erfolgen  kann,  wobei  dann  immer  nur  lineare  homogene 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  dem  Rationalitätsbereiche 
angehörenden  Coefficienteu  zu  lösen  und  auf  deren  Lösungen  wieder- 
holte Quadraturen  auszuüben  smd. 

Die  Bedingung  dafiir,  dass  die  Transformationsgruppe  der  gegebenen 
Differentialgleichung  mtegrabel  sei,  setzt  implicite  voraus,  dass  diese 
Gruppe  eine  aus  infimtesimalen  Transformationen  erzeugte  continuirliche 
ist  Um  dieses  zu  eiTeichen,  wird  man  im  AUgememeu  dem  Rationalitäts- 
bereiche noch  die  Wurzeln  einer  bestimmten  algebraischen  Grleichung 
mit  dem  Rationalitätsbereiche  angehörigen  Coefficienten  zu  adjungiren 
haben  (vergl.  Nr  154,  S.  80)  Wenn  also  z  B  die  vorgelegte  lineare 
Differentialgleichung  m  x  rationale  Coefficienten  besitzt,  so  wird,  falls 
dieselbe  durch  Quadraturen  integiirbar  sein  soll,  ihi'e  Ti*ansformations- 
gnippe  nach  Adjunction  einer  gewissen  algebraischen  Function  von  x 
eine  mtegrable  sein  müssen,  und  es  wird  sich  dann  eine  ihrer  Lösungen 
m  der  Form 

e 

dai-steUeii  lassen,  wo  f(x)  eine  rationale  Function  des  adjungirten  alge- 
brai-schen  Gebildes  bedeutet,  d  h  der  Logarithmus  einer  Lösung 
ist  ein  zu  diesem  Gebilde  gehöriges  Abel'sches  Integral. 

Die  entwickelte  Theorie  der  durch  Quadraturen  integnrbaren 
linearen  Differentialgleichungen  ist  der  Galois'schen  Theorie  der  durch 
Wurzelgrössen  auflösbaren  algebraischen  Gleichungen  analog  Es  ist 
nun  auch  leicht,  einen  Satz  aufzustellen,  der  dem  Ruffini-Abel'schen 
Satze  von  der  Unauflösbarkeit  der  allgemeinen  Gleichung  (höheren  als 
vierten  Grades)  durch  Wurzelzeichen  entspricht, 
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Es  ist  nämlicli  die  allgemeine  lineare  Differeutialglei- 
ckung  w'"  Ordnung  für  w>l  nicht  durch  Quadraturen  inte- 
grirbar. 

In   der    That   ist    die    Transformationsgruppe    dieser    Differential- 
gleichung die  allgemeine  lineai-e  homogene  Gruppe  L, 
11 

Diese  besitzt  eine  algebraische  ausgezeichnete  Untergruppe  mit  ;i^  —  1 
Parametern,  nämhch  diejenige,   deren  Transformationen  die  Bedingung 

|^/x|  =="  ^  (i,x  =  l,2,        n) 

erfüllen  und  die  Herr  Lie  als  die  specielle  lineare  homogene 
Gruppe  bezeichnet.  Die  specielle  lineare  homogene  Gruppe  L  ist 
aber,  wie  Herr  Lie  bewiesen  hat,  einfach,  also  ist  L  nicht  iutegrabel 
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157.    Probleme,    die  eicli  auf  die  Transformationsgnippe  beziehen. 

Algebraische  Beziehmigen  zwischen  Integralen  und  deren  Ableitungen. 

Der  Fall  algebraischer  Integrale. 

Nachdem  wir  so  die  auf  die  Betrachtung  der  Transformations- 
gruppe einer  gegebenen  Differentialgleichung  gegründete  Integi-ations- 
theorie  dargelegt  haben,  -wollen  wir  uns  über  die  Probleme  zu  orien- 
tiren  suchen,  die  sich  an  diese  Theorie  noch  anknüpfen  oder  derselben 
unterordnen  lassen. 

Die  erste  Aufgabe,  deren  Lösung  als  wünschenswerth  erscheint, 
ist  die,  alle  möglichen  Arten  von  Transformationsgruppen,  die  bei 
linearen  homogenen  Differentialgleichungen  überhaupt  auftreten  können, 
aufzufinden.  Das  heisst  mit  andern  Woi-ten:  Man  suche  für  ein 
gegebenes  n  alle  algebraischen  Untergruppen  der  linearen 
homogenen  Q-ruppe  in  w  Variabein.  Diese  Aufgabe  ist  für  n  =  2 
und  w  =  3  gelöst.     Wir  kommen  hierauf  später  zurück. 

Kennt  man  eine  algebraische  Untergruppe  G  von  L,  so  denke  man 
sich  eine  zu  derselben  gehörige  Differentialiu Variante  R^y^,  y  ,  ■  •  •  y  ) 
aufgestellt.  Dann  besitzt  die  allgemeine  lineare  Differentialgleichung 
(a)  unter  Adjunction  von  B,{y)  eine  bestimmte  Integrationstheorie, 
die  allen  denjemgen  linearen  Differentialgleichungen  gemeinsam  ist, 
deren  Transformationsgruppe  mit  G  übereinstimmt  Man  kann  sich 
dann  weiter  die  Aufgabe  stellen,  für  emen  gegebenen  Rationalitäts- 
b  ereich,  etwa  den  der  rationalen  Functionen  von  x,  alle  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen w*^'  Ordnung  aufzufinden,  deren  Transformations- 
gnippe G  ist  Es  wird  sich  also  darum  handeln,  Functionen  des 
Rationalitätsbereiches  zu  finden,  die  m  den  Grleichungen  (29)  (S.  76) 
die  rechten  Seiten  bilden  können. 

Eine  lineare  Differentialgleichung  (A),  deren  Transformationsgruppe 
G  ist,  hat  die  besondere  Eigenschaft,  dass  zwischen  den  Elementen 
Vv  2^3 ;  Vn  öi^ßs  Fundamentalsystems  und  deren  Ableitungen  die 
dui'ch  die  Gleichung 
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dargestellte  Beziehung  besteht,  wo  f\x)  ühie  dorn  Hjitionalitiitshrivii'li.- 
angehörige  Function,  also  z.  B.,  wenn  wir  den  i'infiicIiHti'n  ImiII  1)»- 
trachten,  wo  der  Rationalitätshereich  aus  den  ratioimlfu  Fuiii-tidiM-ii 
von  X  gebildet  wird,  eine  i-atiouale  Function  bodontcl.  Aus  dii-w-r 
Beziehung  folgen  durch  Differentiation  iiiich  x  nocli  eino  l^'ihc  iHMlfii-i 
Beziehungen,  in  denen  wir  uns  stets  clio  A})leituugt'n  von  hölnTcr  iiU 
der  (n — 1)*^"  Ordnung  weggeschafft  denken  können,  und  dii«  iliiirli 
die  Lösungen  [j/J  von  (A)  ebenfalls  identisch  befriedigt  werden.  AImt 
wenn  die  Gmppe  G  von  r  Parametern  fibhiliigt,  so  .sinil  nur  diejenlp-n 
dieser  Beziehungen  von  eniandei  und  von  (.'JO)  iiiMibliiinglg,  (he  durel» 
weniger  als  (v^  —  r)-malige  Differentiation  entstehen,  denn  H\ii\  genfl^jl 
in  diesem  Falle  (vergl,  Nr.  145,  S.  52)  einer  iilgcbr.iiselien  DiJlerentiul 
gleichung  (n'  —  r)*"  Ordnung 

Wenn  umgekehrt  von  der  Differentialgleich nng  (A)   liekiinnt   isl. 
dass  die  Elemente  ^/j,  y^,  •    •  y^^  eines  Fundanientulsystems   und   ileren 
Ableitungen   gewisse   algebraische  Gleichungen   mit   rationulen    ('iit*rn 
cienten 

(40)      fXv,,  ■  ■  y.,  y;,  ■■■y,:,-  ■  yf-'\  ■    i:  ", .-)  =  c 

(X  =  1,  i, !),       ) 

erfüllen,  so  folgt  aus  den  Sätzen  der  Nr  152  (S  77),  dji.ss  (iics..  {ii,M 
chungen  erhalten  bleiben,  wenn  wir  tiuf  die  [v/J  ein«  Trun.sfoinuilnin  der 
Transformationsgnippe  G  der  Differentuilgluidiung  anwenden.  Diiraiih 
kann  man  eine  für  die  Gruppe  G  bedeutsame  Folgerung  zn-lu-n. 

Denken  wir  uns  nämlich  die  iielationon  (40)  ]>eliebig  nR  diH'e- 
rentiirt  und  die  Ableitungen  höherer  als  (u  -  Ij'-"-  Onhmng  der 
yif  y%y  •  Va  ^^*  Hülfe  der  Differentialgleichung  (Aj  entlenit.  Dann 
entsteht  em  gewisses  Gleichungssystem  für  die  n'  -f-  1  (iriissen 

(^1)  ^,  y.,  ■    y,o  y;,  •  •  ?/;, .'//'"''  •    .'/r ", 

dessen  Gleichungen  einander  nie  widersprechen  können,  weil  si,.  j,i  /u 
folge  der  Voraussetzung  durch  die  Lösungen  ?/,,//.,.      //_   licfVie.ligl 
werden.     In  diesem  Gleichungssyateme  wird  es  dann  eine  gewisse  An- 
zahl von  emander  unabhängiger  Gleichungen 
(42)  F,==0,    ir^  =  0,  .    .F^^i) 

geben;  d.  h.  diese  y  Gleichungen  (42)  werden  die  Eigen.seluii't  liah,.n 
dass,  wenn  man  sie  nach  x  differentiirt  und  überdies  die  Al.leituiiLn.n' 
höherer  als  {n  -  l^^  Ordnung  der  [?/,]  entfernt,  .sieh  nur  Gleieh.uigen 
ergeben,  die  schon  eine  Folge  der  Gleichungen  (41^  sind.  VVii-  Ilrrr 
Lie  gelegentlich  bemerke  hat,  kann  man  diese  lO.gonseiiaft  <ie.  Gl..i. 
chungssystems    (42)    kurz    dadurch    charakterisiren,    ,1ks.s    ,nan    nagt 
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dasselbe  gestatte  in  den  n-\-l  Grössen  (41)  die  infinitesimale  Trans- 
foi-mation 


»=1  i  =  X  ^* 


Deuten  wir  nun  die  w^  -|-  1  Grössen  (41)  als  Coordinaten  eines 
Punktes  in  der  ebenen  (n  +  1) -fachen  Mannigfaltigkeit  oder  dem 
(n  -\-  l)-dimen8ionalen  Räume  ^„„  i  i,  so  ersctemen  dieselben,  wenn 
wir  die  [^/J  als  die  so  bezeichneten  Lösungen  der  Differentialgleichung 
(A)  ansehen,  als  Functionen  von  x;  wir  erhalten  also  in  dem  -R„„  i  ^ 
ein  eindimensionales  Gebilde,  eine  Curve,  die  wir  als  Integralcurve  S 
von  (A)  bezeichnen  können  Diese  Art  der  geometrischen  Deutung 
eines  Fundamentalsystems  ist  ausserordentlich  anschaulich.  Da  nämlich 
ein  Fundamentalsystem  durch  die  in  einem  beliebigen  nicht  singulären 
X  -Werthe  vorgeschriebenen  Anfangswerthe  seiner  n  Elemente  und  deren 
(n  —  1)  ersten  Ableitungen  bestimmt  ist,  so  können  wir  sagen,  dass 
durch  jeden  Punkt  des  -ß^n  .j  eine  und  nur  eine  Integi-alcm-ve  geht, 
mit  Ausnahme  derjenigen  Punkte,  die  auf  der  durch  die  Gleichung 

-D(2/i,  2/a,    •    yj  =  0 
bestimmten  Mannigfaltigkeit  liegen,  letzteres  aus  dem  Grunde,  weil  die 
Determinante    eines   Fundamentalsystems   für   keinen    mcht   singulären 
Werth  von  x  verschwinden  darf. 

Auf  der  anderen  Seite  stellen  die  Gleichungen  (42)  eine  alge- 
braische Mannigfaltigkeit  im  -B,,,,.,  dar,  auf  welcher  unsere  Integral- 
cuiTC  (i  liegt  Diese  algebraische  Mannigfaltigkeit  muss  nun  in  sich 
selbst  übergehen,  wenn  man  auf  die  y^,  y^,  •  ■  y^~  (*=i,  2,  «)  irgend 
eine  Transformation  der  Gruppe  G  anwendet  Denkt  man  sich  also 
die  Gesammtheit  derjenigen  linearen  homogenen  Transformationen  der 
y^  aufgestellt,  die  auf  die  y^,  y^',  •  •  y^^~^^  simultan  angewandt,  bei 
unverändertem  x  jene  Mannigfaltigkeit  in  sich  selbst  transformiren,  so 
bilden  dieselben  offenbar  eine  Gruppe  und  zwar  eine  algebraische  Unter- 
gruppe der  allgemeinen  linearen  Gruppe  L.  In  dieser  Gruppe  muss 
dann  G  als  Untergruppe  enthalten  sein. 

Wir  sehen  daraus,  dass  das  Bestehen  von  Relationen  von  der 
Form  (40)  einen  gewissen  besonderen  Gruppencharakter  der  Diffe- 
rentialgleichung (A)  odei  (vergl  Nr  148,  S  63)  einen  besonderen 
Affect  derselben  bedingt,  und  dass  sich  demnach  die  Untersuchung 
von  linearen  Ditferentialgleichiingen,  zwischen  deren  Integralen  solche 
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Relationen  bestehen^  in  gewissem  Sinne  in  die  Theorie  der  Trans- 
formationsgruppen  dieser  Differentialgleichungen  einordnet. 

In  der  Entwickelung  der  Lehre  von  den  linearen  Differential- 
gleichungen wurde  die  Frage  nach  der  Beschaffenheit  einer  Differential- 
gleichung, deren  Lösungen  gewisse  algebraische  GHeichungen  erfüllen, 
zuerst  von  Herrn  Fuchs  im  Zusammenhange  mit  der  Frage  unter- 
sucht, wann  eine  lineare  Differentialgleichung  durch  algebraische  Func- 
tionen integrirt  werden  kann  Dass  dieser  Fall  wirklich  hierher  gehöi-t, 
lässt  sich  leicht  übersehen. 

Denken  wir  uns  nämlich,  die  durch  die  Grieichungen  (42)  be- 
stimmte Mannigfaltigkeit  sei  selbst  eine  Curve  in  dem  jR^^  ,  ^.  Dann 
muss  diese  Curve  mit  der  Integralcurve  (£  zusammenfallen  oder  die- 
selbe wenigstens  enthalten,  so  dass  also  (E  selbst  eine  algebraische 
Ciure  darstellt.     Das  heisst  aber  nichts  anderes,  als  es  lassen  sich  die 

aus  den  Q-leiehungen  (42)  als  algebraische  Functionen  von  x  berechnen. 
Wenn  umgekehrt  von  der  Differentialgleichung  (A)  bekannt  ist, 
dass  ihre  Lösungen  algebraische  Functionen  von  x  sind,  so  bestehen 
offenbar  zwischen  den  Elementen  y^,  y^,  •  •  y  eines  Fundamental- 
systems und  X  gewisse  algebraische  Gleichungen 
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Für  dieselben  ist  die  TraoisfomiationfigrtLppe  endlich. 

Vei-weilen  wir  einen  Augenblick  bei  der  Betrachtung  einer  solchen, 
wie  wir  kurz  sagen,  algebraisch  integrirbaren  Differential- 
gleichung und  fragen  insbesondere  nach  der  Beschaffenheit  der 
Transformationsgruppe  einer  derartigen  Gleichung. 

Wir  setzen  voraus,  dass  die  Coefficienten  der  zu  betrachtenden 
linearen  Differentialgleichung  (A)  rationale  Functionen  von  a;  sind 
Dann  wird  ein  Fundamentalsystem  y^,  y^,  •  y  von  (A)  einem  Systeme 
von  algebraischen  Gleichungen 

(^3)  /"xÖ/i;  yv  '    ■  yn>^)  =  ^        f*  =  i>«'      "'  "^«J 

genügen,  wo  die  f^  ganze  rationale  Functionen  ihrer  Argumente  be- 
deuten, von  dem  wir  voraussetzen  können,  dass  es  irreductibel  ist 
Wir  verstehen  hierunter  das  Folgende. 

Bedeutet  x  =  x^  einen  regulären  Werth  von  x,  d.  h  einen  Wei-th, 
in  dessen  Umgebung  sich  die  Integrale  von  (A)  in  gewöhnliche  Potenz- 
reihen entwickeln  lassen,  so  sei 
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(44)  y^  =  ^,(^|^o);    2/,  =  ^\(^|^o).  "  '  "  2/«  =  ^«(^i^o) 

ein  System  solcher  linear  unabhängiger  Potenzreihen,  die  der  Diffe- 
rentialgleichung (A)  und  folglich  auch  dem  GHeichungssysteme  (43) 
Genüge  leisten.  Diese  definiren  ein  eindeutig  bestimmtes  System  partt- 
cularer  Lösungen  y^,  y^,  •  ■  2/„  "'^O'i  (-^)  iii  der  Fläche  Tj  die  aus  der 
a;- Ebene  durch  Aussonderung  der  wesentlichen  singulären  Stellen  und 
Zerschneidung  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  entsteht 
Nach  den  ö-rundlagen  der  Functionentheorie  muss  dann  jedes  System 
von  Potenzreihen,  welches  aus  (44)  durch  analytische  Fortsetzung  ent- 
steht, ebenfalls  die  Grleichungen  (43)  befriedigen.  Das  Gleichungs- 
system (43)  wird  nun  als  irreductibel  bezeichnet,  wenn  auch  um- 
gekehrt jedes  System  von  Potenzreihen,  welches,  für  y^f  y^j  -  •  y^  em- 
gesetzt,  dasselbe  befriedigt,  aus  den  Reihen  (44)  durch  analytische 
Fortsetzung  abgeleitet  werden  kann.  Da  aber  jedes  solche  System  von 
Potenzreihen  die  Differentialgleichung  (A)  befriedigen  muss,  so  muss 
sich  dasselbe  durch  die  aus  (44)  entspringenden  innerhalb  T  eindeutig 
definirten  y^,  y^}  •  •  •  y^  homogen  linear  mit  constanten  Coefficienten 
darstellen  lassen,  d.  h.  mit  anderen  Worten,  jedes  Lösungssystem  der 
Gleichungen  (43)  geht  aus  den  y^,  y^,  •  -  •  y^  durch  Anwendung  einer 
homogenen  linearen  Transformation  hervor.  Die  Gesammtheit  dieser 
linearen  Transformationen,  deren  Anzahl  offenbar  eine  endliche  sein 
muss,  bildet  dann  im  Sinne  der  Nr.  132  (S.  6)  die  Gruppe  der 
Differentialgleichung  (A). 

Bilden  wir  uns  nunmehr  die  empfindliche  Function 

w  =  A2/i  +  A2/a  +  -'  +Ay. 

mit   unbestimmten   Ä^^,  A^,  ■    A^,   so   ist   dieselbe    eine    algebraische 

Function  von  a;,  d  h.  sie  genügt  einer  gewissen  irreductiblen  alge- 
braischen Gleichung 

(45)  @(m)  =  0, 

deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  x  und  den  A^,  A^,  -  •  A^ 
sind.  Diese  algebraische  Gleichung  ist  in  unserem  Falle  die  ia  der 
Nr.  149  (S.  65)  definirte  Differentialgleichung  niedrigster  Ordnung  (21), 
die  für  die  Bestimmung  der  Trausformationsgruppe  von  (A)  massgebend 
ist.  Da  (45)  als  irreductibel  vorausgesetzt  ist,  so  gehen  zufolge  des 
Puiseux 'sehen  Fundamentalsatzes  der  Theorie  der  algebraischen  Func- 
tionen alle  Lösungen  dieser  Gleichung  aus  einer  derselben,  also  etwa 
aus  M,  durch  die  Umläufe  der  unabhängigen  Variabein  x  hervor.  Wir 
erhalten  demnach  diese  Lösungen  aus  u^  indem  wir  die  y.^,  y^,  '  y„ 
durch  die  aus   denselben  mittelst  der  Substitutionen   der  Gruppe   der 
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Differentialgleichung  (A)  liervorgelLenden  Grössen  ersetzen  Die  den 
verschiedenen  Lösungen  der  Differentialgleichung  (21),  also  in  unserem 
Falle  der  Gleichung  (45),  entsprechenden  Fundamentalsysteme  sind 
aber  mit  den  y^,  J/^,  ■  •  •  V^  durch  die  Operationen  der  Transformations- 
gruppe der  Differentialgleichung  (A)  yerknüpft. 

Wir  schliessen  hieraus,  dass  für  eine  algebraisch  mte- 
grirbare  lineare  Differentialgleichung  mit  in  x  rationalen 
Coefficienten  die  Transformationsgruppe  mit  der  Gruppe  der 
Differentialgleichung  zusammenfällt. 

In  diesem  Falle  ist  also  die  Transformationsgruppe  der  Differential- 
gleichung eine  endliche,  d.  h  sie  besteht  nur  aus  einer  endlichen 
An^fl.Til  Ton  Operationen,  ist  ako  jedenfalls  abzählbar  (vergl.  Nr.  133, 
S.  11).  Es  ist  dies  aber  zugleich  der  einzige  Fall,  wo  die  Trans- 
formationsgruppe einer  linearen  Differentialgleichung  eine  abzählbare 
GiTippe  ist. 

In  der  That  besteht  im  Allgemeinen  die  Transformationsgrappe  Cr 
einer  linearen  Differentialgleichung  aus  einer  endlichen  discreten  An- 
zahl V  von  continuirlichen  Transformationssehaaren  (Nr.  150,  S.  68), 
die  aus  einer  dieser  Schaaren  (nämlich  aus  derjenigen,  welche  die  um- 
fassendste in  Q  enthaltene  und  von  infinitesimalen  Transformationen 
erzeugte  continuirHche  Untergruppe  F  darstellt)  durch  Zusammensetzung 
mit  V  bestimmten  Transformationen,  unter  denen  sich  auch  die  iden- 
tische Transformation  befindet,  hervorgehen  (Nr.  163,  S.  79)  Wenn 
diese  contmuirhche  Untergruppe  F  eine  r-gliedrige  Gruppe  und  r  von 
NuU  verschieden  ist,  so  enthält  F  und  somit  G  jedenfalls  eine  con- 
fanuirüche  Schaar  von  Transformationen,  da  ja  die  Definitionsgleichungen 
von  r  r  stetig  veränderKche  Parameter  in  sich  schliessen.  G  kann 
also  (vergl  Nr.  140,  S.  38)  dann  und  nur  dann  eine  abzählbare  Gruppe 
sein,  wenn  die  ■Anza.hl  dieser  Parameter,  d.  h.  r  gleich  Null  ist;  dann 
reducirt  sich  F  auf  die  identische  Transformation  und  G  besteht  aus 
V  Transformationen,  ist  also  eine  endliche  Gruppe 

Gleichwohl  bleibt  auch  in  diesem  FaUe  der  Gruppe  G  ihr  Cha- 
rakter als  algebraische  Untergruppe  von  L  gewahrt. 

Um  das  einzusehen,  brauchen  wir  nur  auf  die  ursprüngliche  De- 
finition einer  algebraischen  Grappe  zurückzugehen,  wie  sie  sich  m  der 
Nr.  136  (S.  21)  aus  der  Betrachtung  einer  rationalen  Differentialfunction 
ergab.  Der  Charakter  einer  algebraischen  Untergruppe  von  L  bestand 
nämlich  darin,  dass  zwischen  den  n  Coefficienten  der  allgemeinen 
homogenen  liaearen  Substitution  eine  gewisse  Anzahl  von  algebraischen 
Beziehungen  gesetzt  wurde,  die  ein  Gebüde  in  der  »^-fachen  Mannig- 
faltigkeit dieser  Coefficienten  bestimmten.    Wenn   dieses  Gebilde  eines 
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von  ww**'  Stufe  ist,  so  liefern  jene  algebraischen  Beziehungen  eine 
endliche  Anzahl  discreter  Werthesysteme  der  w^  Substitutionscoefficienten, 
so  dass  wir  also  eine  endliche  Gruppe  erhalten. 

Wenn  die  Transformationsgruppe  G  einer  linearen  Differential- 
gleichung mit  in  x  rationalen  (oder  allgemeiner  mit  in  x  algebraischen) 
Coefficienten  eine  endliche  ist,  so  ist  die  Differentialgleichung  aber 
offenbar  algebraisch  integrirbar.  Denn  bilden  wir  aus  den  Elementen 
des  Fundamentalsystems  y^,  y^^,  '  •  y„  ^^d  aus  den  daraus  durch  die 
sämmtlichen  Transformationen  von  G,  deren  Anzahl  etwa  gleich  v  sein 
möge,  hervorgehenden  Integralen  eine  symmetrische  Function,  so  ist 
diese  eine  ganze,  rationale  Function  der  y^,  y^,  -  -  y^,  che  bei  den 
Transformationen  der  Transformationsgruppe  ungeändert  bleibt,  also 
rational  (beziehungsweise  algebraisch)  in  x  ausdrückbar.  Jene  nv  Inte- 
grale genügen  also  einer  algebraischen  GHeichung  mit  in  x  rationalen 
(beziehungsweise  algebraischen)  Coefficienten. 


159.    Bezieliiuigen    zwisolien    der   Transformationsgruppe    und    der 

Gruppe  einer  linearen  Differentialgleioliung.    DifferentialgleiolLungen 

der  F u oh s 'sehen  Classe. 

Wir  hatten  erkannt,  dass  im  FaUe  einer  algebraisch  integrirbaren 
Differentialgleichung  die  Transformationsgmppe  mit  der  Ginippe  der 
Differentialgleichung  zusammenfällt.  Hieran  schliesst  sich  naturgemäss 
die  Frage,  welche  Beziehung  im  allgemeinen  Falle  zwischen  der  zu 
einer  Differentialgleichung  (A)  mit  rationalen  Coefficienten  gehörigen 
Transformationsgruppe  G  und  der  Gruppe  g  dieser  Differentialgleichung 
besteht. 

Um  uns  dai-über  zu  orientiren,  betrachten  wir  wieder  eine  empfind- 
liche Function,  also  etwa 

**  =  AVi  +  ^y%  H 1-  AVn} 

und  die  Differentialgleichung  niedrigster  Ordnung  (21),  der  dieselbe 
genügt.  Lassen  wir  die  unabhängige  Variable  x  einen  beliebigen  Um- 
lauf vollziehen,  so  erleiden  die  |j/J  eine  Substitution  der  Gruppe  g  der 
Differentialgleichung  und  u  verwandelt  sich  in  eine  andere  Lösung  ii^ 
der  Picard'schen  Resolvente  (19).  Nach  einem  allgemeinen  fimctionen- 
theoretischen  Principe  muss  aber,  wenn  eine  Function  u  einer  alge- 
braischen Differentialgleichung  genügt,  auch  jeder  Zweig  dieser  Func- 
tion, der  dm-ch  analytische  Fortsetzung  aus  u  hei-vorgeht,  dieselbe 
Differentialgleichung  erfüllen,  also  ist  ii^  jedenfalls  auch  eine  Lösung 
von  (21).     Die  den  verschiedenen  Lösungen  von   (21)   entsprechenden 
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Fündam entalsysteme  von  (A)  smd  aber  mit  [^J  genau  durcli  die  Trans- 
formationen von  Cr  verknüpft,  also  mnss  jede  Transformation  von  g  in  G 
enthalten  sein,  d.  h.  die  Q-nippe  g  von  (A)  ist  eine  Untergruppe 
von  G. 

Sei  nun  G  irgend  eine  algebraische  Untergruppe  der  allgemeinen 
linearen  GiTippe  L,  welche  die  abzählbare  Gmppe  g  als  Untergi-uppe 
enthält.  Denken  wir  uns  eine  (rationale)  Differentialfonction  Il(y)  der 
Vi.}  Va  '  ' '  Vn  bestimmt,  die  bei  den  Transformationen  von  G  als  Func- 
tion von  X  ungeändert  bleibt,  dann  bleibt  dieselbe,  da  </  in  G  enthalten 
ist,  bei  allen  Umläufen  von  x  ungeändert,  ist  also  eine  eindeutige 
Function  von  x.  Dieselbe  kann  aber  im  Allgemeinen  noch  Unbestimmt- 
heitsstellen besitzen,  d.  h.  also  eine  transcendente  Function  von  x 
sein.  Dies  ist  offenbar  dann  und  nur  dann  möglich,  wenn  eine  oder 
mehrere  der  wesentlichen  singulären  Stellen  der  Differentialgleichung 
(A)  UnbestimmtheitssteUen  ihrer  Integrale  sind.  Wenn  dagegen  (A) 
keine  derartigen  smgulären  Stellen  besitzt,  d.  h.  wenn  die  gegebene 
Differentialgleichung  zur  Fuchs 'sehen  Classe  gehöi-t,  so  können  wir 
leicht  zeigen,  dass  jede  rationale  Differentialfunction  der 
yvVv'  y»}  ^^^  gleich  einer  eindeutigen  Function  von  x  ist, 
nothwendig  eine  rationale  Function  von  x  sein  muss. 

Jede  Lösung  y^  einer  Differentialgleichung  der  Fuchs 'sehen  Classe 
ist  nämlich  m  der  Umgebung  irgend  einer  Stelle  x  =  cc^  in  der  Form 

2/.  =  (.^  —  ^J[%{^)  +  log(^-«o)9'i(^)  H h9MVlog{x  —  x^)Y] 

darstellbar,  wo  q  eine  Constante,  g)f^(sc),  (p^{x),  •  •  •  (p^(x)  nach  positiven 
ganzen  Potenzen   von  x  —  x^   foiisckreitende   Reihen    bedeuten     Für 

X  =  cx>  ist  an  die  Stelle  von  x  —  x^  einfach  —  zu  setzen. 

Setzen  vpir  diese  Ausdrücke  und  die  sich  aus  denselben  für  die 
Ableitungen  der  y^  ergebenden  in  den  Algorithmus  einer  rationalen 
Differentialfonction  B{y)  em,  so  ergiebt  sich  für  B{i/)  eine  in  einer 
gewissen  Umgebung  von  ic  =  rr„  gültige  Entvnckelung  von  derselben 
Form.  SoU  nun  B(^)  gleich  einer  eindeutigen  Function  sein,  so  müssen 
in  der  Entwickelung  dieser  Function  m  der  Umgebung  jeder  Stelle 
X  =  x^  zunächst  die  Logarithmen  wegfallen,  und  femer  können  auch  nm- 
Potenzen  von  x  —  x^  mit  ganzzahLgen  Exponenten  auftreten  Es  kann 
folglich  jR(^)  an  einer  Stelle,  m  deren  Umgebung  sich  diese  Function 
nicht  reguläi*  verhält,  nur  von  einer  endhchen  ganzzahligen  Ordnung 
imendlich  werden,  also  ist  B{y)  in  der  That  eine  rationale  Function 
von  X. 
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Hieraus  folgt_niiii,  mit  Rücksicht  auf  den  Picard-Yessiot 'sehen 
Doppelsatz,  dass  E{y)  bei  den  Transformationen  der  Transformations- 
gruppe G  unserer  Differentialgleichung  ungeändert  bleiben  muas,  es 
ist  also  G  nothwendig  als  Untergruppe  in  der  Gruppe  G  enthalten. 
In  diesem  Falle  ist  also  G  in  jeder  algebraischen  Untergruppe  der 
allgemeinen  linearen  Gruppe  L,  die  g  zur  Untergruppe  hat,  als  Unter- 
gruppe enthalten,  d.  h.  wir  haben  den  Satz: 

Wenn  die  Differentialgleichung  (A)  der  Fuchs 'sehen 
Classe  angehört,  so  ist  ihre  Transformationsgruppe  die 
engste  algebraische  Gruppe  linearer  homogener  Transforma- 
tionen, die  die  Gruppe  der  Differentialgleichung  als  Unter- 
gruppe in  sich  schliesst. 

Dass  dieser  Satz  füi-  Differentialgleichungen,  die  nicht  der  Fuchs- 
schen  Classe  angehören,  nicht  immer  gültig  ist,  kann  man  leicht  an 
dem  Beispiele  der  linearen  Differentialgleichung  mit  constanten  Coeffi- 
cienten  bewahrheiten. 

Sei  nämlich 

2,(»)_f_c,y(-i)  +  ...  +  c^2,_0 

eine  solche  Differentialgleichung  und  setzen  wir  der  Einfachheit  wegen 
voraus,  dass  die  charakteristische  Gleichung  (Nr.  69,  Bd.  I,  S.  245) 

9(^)  =  p"-f  0^-^  +  ..    +c„  =  0 

die  n  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  /,,*•„,•      ^^    habe,  so  sind 

1  /      2 '  n  ' 

(vergl.  a.  a.  0)  die  n  Fundamentalintegrale 

r-ix  rax  r-x 

eindeutige  Functionen  von  x.  Die  Gruppe  g  der  Differentialgleichung 
besteht  demnach  allein  aus  der  identischen  Substikition  und  kann 
folglich  selbst  als  eine  algebraische  Untergruppe  G  der  allgemeinen 
hnearen  Gruppe  L  angesehen  werden  Dagegen  ist  die  Transformations- 
gnippe  G  z.  B.  durch  die  rationale  Differentialfunction 

1  ^Vi  _ 
y^   dx  i 

bestimmt,  die  offenbar  dem  Rationalitätsbereiche  angehört.  Man  über- 
sieht leicht,  dass  G  die  w-gliedrige  aus  den  infinitesimalen  Transforma- 
tionen 

IL  ^L  IL 

erzeugte  Gruppe  ist;  dieselbe  bietet  zugleich  em  Beispiel  einer  mte- 
grablen  Gruppe  dar 
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160     Satz  über  die  Moaodromiegruppe.     Anwendung  auf  den  Fall 

der  algebraischen  Integrabilität  und  auf  die  Erage  der  Reduotibilität. 

Beduotibilität  der  Monodromiegruppe. 

Alis  dem  in  der  vorigen  Nummer  bewiesenen  Satze  können  wir 
einige  "wichtige  Folgerungen  ziehen. 

Die  Gruppe  g  der  Differentialgleichung  (A)  hat  mit  der  zu  dieser 
Gleichung  gehörigen  Tranaformationsgruppe  Gr,  da  sie  in  derselben  als 
Untergruppe  enthalten  ist,  die  Eigenschaft  gemein,  dass  jede  rationale 
Differentialfanotion  der  y^,  y^j  •  •  «/„,  die  gleich  einer  rationalen  Func- 
tion von  X  ist,  bei  den  Transformationen  der  Gruppe  g  ungeändert 
bleibt.  Dagegen  gilt  für  ^  im  Allgemeinen  die  erste  Aussage  des 
Picard-Vessiot'schen  Doppelsatzes  nicht,  denn  von  einer  rationalen 
Differentialfimction,  die  bei  den  Transfoi-mationen  von  g  ungeändert 
bleibt,  kann  man  nur  behaupten,  dass  sie  eine  eindeutige  Function 
von  X  sei 

Dann  und  nur  dann,  wenn  die  Differentialgleichung  (A) 
der  Fuchs'schen  Classe  angehört,  bleibt  der  Picard-Vessiot- 
sehe  Doppelsatz  in  vollem  Umfange  richtig,  wenn  man  darin 
an  die  Stelle  der  Transformationsgruppe  G  die  abzählbare 
Untergruppe  g  derselben  treten  lässt. 

Diese  Bemerkung  rechtfertigt  eine  von  Herrn  F.  Klein  vorgeschla- 
gene Benennung  für  die  beiden  Gmppön  G  und  ^,  zufolge  deren  die 
Transfoimationsgruppe  G  als  die  Rationalitätsgruppe,  die  abzähl- 
bare Gruppe  g  als  Monodromie-  oder  Eindeutigkeitsgruppe  be- 
zeichnet werden  soll.  Wir  werden  im  Folgenden  von  dieser  Bezeich- 
nung in  der  Eegel  Gebrauch  machen. 

Die  Endlichkeit  der  Monodromiegruppe  g,  die  als  noth wendig 
für  die  algebraische  Integrirbarkeit  einer  linearen  Differentialgleichung 
erkannt  worden  war,  ist  im  Allgemeinen  hierfür  nicht  hinreichend,  wie 
schon  die  Thatsache  lehi-t,  dass  es  lineaare  Differentialgleichungen  giebt, 
deren  allgemeines  Integral  eiue  transcendente  eindeutige  Function  ist 
Soll  das  aUg-emeine  Integral  einer  gegebenen  linearen  Differential- 
gleichung eine  algebraische  Function  sein,  so  muss  die  Differential- 
gleichung offenbar  zui-  Fuchs'schen  Classe  gehören;  femer  ist  noth- 
wendig,  dass  die  zu  den  singulären  Punkten  gehörigen  determiniren- 
den  Fundamentalgleichungen  lauter  rationale  Wurzeln  besitzen  und 
dass  in  den  Entwickelungen  der  canonischen  Fundamentalsysteme  keine 
Logarithmen  auffci'eten.  AUein  auch  diese  nothwendigen  Bedingungen 
sind  nicht  hinreichend. 
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Notliwendig  und  hinreicliend  dafür,  dass  eine  lineare 
Differentialgleichung  durct  algebraisclie  Functionen  inte- 
grirt  werden  könne,  ist,  dass  die  Differentialgleicliung  der 
Puchs'schen  Classe  angehört  und  dass  ihre  Monodromiegruppe 
eine  endliche  ist 

Denn  aus  der  Endlichkeit  der  Monodromiegruppe  folgt  zunächst, 
dass  das  allgemeine  Integral  einer  gewöhnlichen  algebraischen  Grleichung 
mit  in  x  eindeutigen  Coefficienten  genügen  muss,  und  daraus,  dass 
die  Differentialgleichung  zur  Fuchs 'sehen  Classe  gehört,  ergiebt  sich 
femer,  dass  die  die  Coefficienten  darstellenden  eindeutigen  Functionen 
keine  Unbestimmtheitsstellen  haben  können,  also  rationale  Functionen 
von  X  sind. 

Um  weitere  Anwendungen  der  zwischen  den  beiden  Gruppen  G 
und  g  gefundenen  Beziehungen  geben  zu  können,  greifen  wir  auf  den 
Begiiff  der  Irreductibilität  einer  linearen  Differentialgleichung 
zurück,  wie  wir  ihn  im  Anschlüsse  an  Herrn  Frobenius  in  den 
Nummern  27 — 29  erörtert  hatten.  Es  wurden  daselbst  vorzüglich 
lineare  Differentialgleichungen  betrachtet,  deren  Coefficienten  innerhalb 
eines  gewissen  Bereiches  E  eindeutige  Functionen  sind,  und  eine 
solche  Differentialgleichung 

(I)  F{y)  =  y^'^'  +  <pJ--'^Jr--    +W  =  0 

hiess  reductibel,  wenn  sie  mit  einer  linearen  Differentialgleichung 
von  niedrigerer  Ordnung 

(II)  Q{y)  =  y'"'  +  ^J"'-''  +  '--  +  n^^y  =  0,    {m<n), 

und  vom  selben  Charakter  (d.  h.  deren  Coefficienten  auch  innerhalb  E 
eindeutig  sind)  Integrale  gemem  hatte  Es  gab  dann  stets  mindestens 
eine  irreductible  Differentialgleichung  (Nr.  27,  Bd.  I,  S.  85) 

(in)         B{y)  =  y'''-^xJ^-''-^    •    +z.2/  =  0,    iv<n), 

vom  selben  Charakter,  deren  sämmthche  Lösungen  die  Differential- 
gleichung (I)  befriedigen 

Sei  2/i,  y^}  •  •  •  2/„  ®i^  Fundamentalsystem  von  (I),  vi^,  ^1^,  -  % 
ein  solches  von  (III);  dann  lassen  sich  also  nv  Constanten  c.^  bestimmen, 
für  welche  die  Gleichungen 

n 

(IV)  n^=^c^^y^         (.=  i,a,      .) 

erfüllt  sind  und  die  ein  rechteckiges  System  vom  Range  v  bilden 
(vergl.  Nr.  34)  Denken  wir  uns  den  Bereich  E  so  gewählt,  dass 
innerhalb  desselben  kein  singulärer  Punkt  der  Differentialgleichung  (I) 
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liege,  und  dass  er  von  endlichem,  etwa  A- fächern  Zusammenhange  sei 
Zerschneiden  wir  JE  durch  (A  —  1)  geeignet  gewählte  Querschnitte 
h>  h'  ' '  ^x—i  ^^  einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich  JE,  so 
erleiden  die  innerhalb  S  durch  ihre  Anfangswerthe  eindeutig  determi- 
nirten  Integrale  y,^,  y^,  •  •  •  y^  allemal,  wenn  die  unabhängige  Vaiiable 
X  einen  oder  mehrere  dieser  Querschnitte  überschreitet,  eiue  lineare 
Substitution,  und  die  Gesammtheit  dieser  Substitutionen  bildet  offenbar 
eine  Gruppe  h,  die  wir  als  die  Gruppe  der  Differentialgleichung 
(I)  in  Bezug  auf  den  Bereich  JE  bezeichnen  wollen. 

Die  Ausdrücke  (IV)  können,  wenn  sc  die  Querschnitte  von  E 
überschreitet,  d.  h.  wenn  auf  die  2^^^,  ^g,  •  •  y^  die  Substitutionen  von  h 
ausgeübt  werden,  offenbar  nnr  in  lineare  homogene  Functionen  ihrer 
selbst  übergehen,  da  sie  zufolge  der  gemachten  Voraussetzung  ein 
Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  (III)  constituiren.  Und 
umgekehrt,  wenu  sich  nv  Constanten  c  ,  die  ein  rechteckiges  System 
vom  Range  v  büden,  so  angeben  lassen,  dass  die  mit  denselben  gebil- 
deten Ausdrücke  (IV)  sich  nur  in  lineare  homogene  Functionen  ihrer 
selbst  verwandeln,  falls  man  auf  die  y^,  y^,  •  •  2/„  irgend  eine  Substi- 
tution der  Gruppe  h  ausübt,  so  sind  die  Coefficienten  der  linearen 
Differentialgleichung 

innerhalb  B  eindeutige  Functionen  von  a?,  und  die  Differentialgleichung 
(I)  ist  demnach  reductibel     Wir  erhalten  also  den  Satz: 

Damit  eine  lineare  Differentialgleichung  (I)  mit  inner- 
halb E  eindeutigen  Coefficienten  (in  Bezug  auf  diesen  Be- 
reich) reductibel  sei,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die 
Gruppe  h  derselben  in  Bezug  auf  E  die  folgende  Beschaffen- 
heit besitzt:  es  lassen  sich  v<w  linear  unabhängige  homo- 
gene lineare  Combinationen  der  Integrale  y^,  y^,  •  •  ■  y  mit 
von  X  unabhängigen  Coefficienten  angeben,  die  sich  in  homo- 
gene lineare  Functionen  ihrer  selbst  verwandeln,  wenn  man 
auf  die  y^,  y^,    ••  y^  die  Substitutionen  der  Gruppe  h  ausübt 

Wir  drücken  diese  Beschaffenheit  einer  Gruppe  Ä  kurz  so  aus, 
dass  wir  sagen,  h  sei  reductibel  auf  eine  Gruppe  in  v  Variabein 

Betrachten  wir  nun  die  Differentialgleichung  (A)  mit  rationalen 
Coefficienten.  Wenn  wir  als  Bereich  E  einen  zweifach  zusammen- 
hängenden Theil  des  Bereiches  T  wählen,  der  aus  der  a;- Ebene  durch 
Aussonderung  der  wesentlichen  smgulären  Stellen  der  Differential- 
gleichung hervorgeht,   so  besteht  die   Gruppe  von  (A)  in  Bezug  auf 
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diesen  so  gewählten  Bereich  E  einfacii  aus  den  säonmtlichen  Potenzen 
einer  einzigen  Substitution.  Von  dieser  Gruppe  —  so  können  wir  uns 
jetzt  ausdrücken  —  haben  wir  im  dritten  Abschnitte  bewiesen,  dass 
sie  stets  reductibel  ist. 

Nehmen  wir  nun  als  Bereich  E  die  Fläche  T  selbst,  fJanTi  ist  die 
sich  auf  diesen  Bereich  beziehende  Gruppe  nichts  anderes  wie  die  Mono- 
dromiegruppe  g  der  Differentialgleichung  (A)  Wenn  nun  diese  Gruppe 
reductibel  ist,  so  ist  die  Differentialgleichung  (A)  auch  reductibel  in 
dem  Sinne,  dass  sie  mit  einer  linearen  Differentialgleichung  von  niedri- 
gerer Ordnung,  deren  Coefficienten  innerhalb  T  eindeutig  sind,  Inte- 
grale gemein  hat 

Im  Sinne  der  Erörterungen  der  Nr.  21  wird  es  aber  naturgemäss 
scheinen,  eine  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten  nur 
dann  als  schlechthin  reductibel  zu  bezeichnen,  weim  sie  mit  einer 
Linearen  Differentialgleichung  von  niedrigerer  Ordnung  mit  ebenfalls 
rationalen  Coefficienten  Lösungen  gemein  hat.  Für  diese  Art  der 
Reductibilität  ist  die  ReductibiHtät  der  Monodromiegruppe  g  offenbar 
auch  nothwendig,  jedoch  im  Allgemeinen  nicht  hinreichend.  Um 
eine  auch  hierfür  nothwendige  und  hinreichende  Bedingimg  zu  finden, 
müssen  wir  an  Stelle  der  Monodromiegruppe  die  Transformations- 
oder Rationalitätsgruppe  G  in  Betracht  ziehen. 

161     BeduotibUltät  der  Transformationsgruppe.    Fuchs 'sehe  Olasse. 

Zunächst  folgt  aus  dem  allgemeinen  Satze  der  Nr.  27  (Bd.  I, 
S.  85,  oben),  dass  die  Differentialgleichung  (A),  falls  sie  in  dem  soeben 
angegebenen  Sinne  reductibel  ist,  dui-ch  die  sämmtlichen  Lösungen  einer 
gewissen  Differentialgleichung  niedrigerer  Ordnung 

(1)  Liy)  =  y^'^  +  f,y''~'^-j--    •+/;2/  =  0,    (v<n), 

deren  Coefficienten  f\,  f^,  f^  rationale  Functionen  von  x  sind,  be- 
friedigt werden  muss.  Sei  ^j,  ^g,  ■  •  •  t)^  ein  Fundamentalsjstem  dieser 
Differentialgleichung,  so  ist  auch  wieder 

n 

und  die  Constanten  y^^  bilden  ein  rechteckiges   System  vom  Range  v. 
Da  nun 

ist,    so  sind  die  Coefficienten  von   (1)  rationale  Differentialfanctionen 
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der  2/  y  ■••y  ,  «üe  zugleidi  rationale  Functionen  von  x  sind;  sie 
bleiben  ^o  zufolge  des  Picard-Vessiot'scben  Doppelsatzes  bei  den 
Transformationen  von  G  ungeändert.  Möge  nun  din-ch  irgend  eine 
Transformation  von  G  die  Function  t),  übergeben  in  t),,  dann  verwan- 
delt sieb  also  die  linke  Seite  der  identiscben  Gleickung 

dm-eb  Ausübung  dieser  Transformation  in 

und  dieser  Ausdruck  muss  auch  identisch  verschwinden,  da  (vergl. 
Nr.  152,  S.  77)  eine  Beziehung  zwischen  den  y^  y^,  ■  •  •  y^  und  ihren 
Ableitungen  mit  Coefficienten,  die  dem  Rationalitätsbereiche  angehören, 
bei  Ausübung  emer  Transformation  der  Gruppe  G  erhalten  bleibt. 
Also  ist  auch  9  eine  Lösung  von  (1),  d.  h  die  linearen  Combinationeii 
(2)  der  y  y  ,  ■  •  y  vei-wandeln  sich  in  Imeare  homogene  Functionen 
ihrer  selbst,  wenn  auf  die  i/^,  y^,  ■  y^  irgend  eine  Ti-ansfoi-mation 
von  G  ausgeübt  wird,  oder  mit  anderen  Worten,  die  Gmppe  G  ist 
reductibel  auf  eme  Gruppe  von  v  Variabein. 

Nehmen  wir  nun  umgekehrt  an,  die  Transformationsgruppe  G  der 
Differentialgleichung  besitze  diese  Eigenschaft;  dann  lassen  sich  also 
nv  Constanten  y^^  so  bestimmen,  dass  die  mit  Hülfe  derselben  gebil- 
deten V  Ausdrücke  (2)  linear  unabhängig  und  überdies  so  beschaffen 
sind,  dass  sie  sich  in  lineare  homogene  Functionen  ihrer  selbst  ver- 
wandeln, wenn  die  y^,  y^,  •  •  •  y„  ^ine  Transformation  von  G  erfahren. 
Da  die  Ausdrücke  (3)  die  Eigenschaft  haben,  bei  jeder  linearen  Trans- 
formation der  ^j,  tig,  %  ungeändert  zu  bleiben,  so  sind  diese  Deter- 
minantenquotienten rationale  Differentialfunctionen  der  y^,  y^,  •  y  , 
die  sich  bei  den  Transformationen  von  G  nicht  ändern,  sie  sind  also 
rationale  Functionen  von  x,  d  h.  die  Ausdrücke  (2)  bilden  ein  Funda- 
mentalsystem der  linearen  Differentialgleichung  v^°^  Ordnung 

mit  in  X  rationalen  Coefficienten      Wir  haben  also  den  Satz: 

Eine  lineare  Differentialgleichung  (A)  mit  in  x  ratio- 
nalen Coefficienten  ist  dann  und  nur  dann  reductibel  in  dem 
Sinne,  dass  sie  mit  einer  linearen  Differentialgleichung  von 
niedrigerer  Ordnung  mit  ebenfalls  rationalen  Coefficienten 
Lösungen  gemein  hat,  wenn  ihre  Transformationsgruppe  G 
reductibel  ist. 
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Wenn  die  vorgelegte  Differentialgleicliung  (A)  der  Fuchs 'sehen 
Classe  angehört  und  man  weiss,  dass  ihre  Monodromiegruppe  g  reduc- 
tibel  ist,  so  folgt  daraus  allein  schon,  dass  die  Differentialgleichung  m 
dem  jetzt  betrachteten  Sinne  reducidbel  sein  muss.  In  der  That,  mögen 
die  linearen  Combmationen  (2)  die  Eigenschaft  haben,  linear  unab- 
hängig zu  sein  und  m  lineare  homogene  Panctionen  ihrer  selbst  über- 
zugehen, wenn  die  jr^,  2/3,  •  y„  eine  Substitution  der  Gruppe  g  er- 
fahren; dann  sind  die  Determinantenquotienten  (8)  nicht  nur  eindeutig, 
sondern,  weil  die  y^  keine  TJnbestimmtheitsstellen  besitzen  sollten,  auch 
rational  in  X]  d,  L: 

Wenn  die  vorgelegte  Differentialgleichung  der  Fuchs- 
schen  Classe  angehört,  so  ist  für  ihre  Reductibilität  m  dem 
jetzt  festgehaltenen  Sinne  schon  die  Reductibilität  der  Mono- 
dromiegruppe nothwendig  und  hinreichend 

Wir  bemerken  gleich  hier,  dass  die  Zweckmässigkeit  des  auf  die 
Reductibihtät  der  Transformationsgruppe  gegründeten  Begriffes  der 
Reductibüität  einer  linearen  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten  unter  anderem  auch  daraus  erhellt,  dass,  wie  wir  an  späterer 
Stelle  (im  vierten  Kapitel  des  folgenden  Abschnittes)  zeigen  werden, 
für  eine  vorgelegte  Differentialgleichung  stets  durch  Ausführung  alge- 
braischer Operationen  entschieden  werden  kann,  ob  dieselbe  m  diesem 
Sinne  reductibel  ist,  oder  mcht.  Wenn  im  Folgenden  von  Reducti- 
bilität einer  linearen  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten 
schlechthin  die  Rede  ist,  so  wollen  wir  stets  diese  Art  der  Reducti- 
bilität darunter  vei-stehen. 


Zehnter  Abschnitt. 
Specielle  Probleme  der  Gmppentlieorle.     Inyarianten. 

Erstes  Kapitel. 

162.    Riemann's  ProblemstellTiiig.    Bxistenzbeweise. 

Die  Torliergelienden  Betrachtungeu  haben  uns  gezeigt,  dass  die 
Monodromiegruppe  (j  nur  für  die  Differentialgleiclinngen  der  Fuchs- 
scheu  Classe  im  Stande  ist,  die  Transformationsgrappe  G  bei  den  auf 
die  Reductibilität  bezüglichen  Fragen  zu  ersetzen.  Dagegen  führt  die 
Untersuchung  der  Eigenschaften  der  Mouodromiegruppe  einer  Diffe- 
rentialgleichung auf  Probleme,  die  weit  tiefer  in  die  Natur  der  Intc- 
gi-ale  eindringen,  als  es  bei  den  auf  die  Betrachtung  der  Transforma- 
tionsgiTippe  gegründeten  Aufgaben  der  Fall  ist  Es  liegt  das  eben  dai-an, 
dass  die  Monodromiegruppe  eine  Untergi-uppe  der  Transformationsgruppe 
ist,  und  dass  Differentialgleichungen,  deren  Transformationsgruppen 
übereinstimmen,  vei-schiedene  Monodromiegruppen  haben  können 

Während  die  Structur  der  Transfonnationsgruppe  diejenigen  Fälle 
erkennen  lässt,  in  denen  sich  die  Integi-ation  einer  vorgelegten  Diffe- 
rentialgleichung auf  die  Integration  einfacherer  Differentialgleichungen 
zui-ückfühi-en  läset,  liefert  die  Monodromiegruppe  ein  vollständiges  Bild 
von  der  Verzweigungsart  eines  Fundameutalsystems  und  leistet  dadurch 
für  die  lineare  Differentialgleichung  dasselbe,  wie  die  Riemann'sche 
Fläche  für  eine  algebraische  Gleichung  mit  rationalen  Coefficienten. 

Wenn  mau  also  im  Sinne  der  von  Eiemann  in  die  Analysis  ein- 
geführten Principien  eine  Function  durch  ihre  singulären  Stellen  und 
die  Ai-t,  wie  sie  sich  in  der  Umgebung  dieser  Stellen  verhält,  bestim- 
men wiU,  so  wird  man  für  die  Integrale  einer  Hnearen  Differential- 
gleichung von  der  Monodromiegruppe  derselben  ausgehen  müssen  In 
der  That  hat  Riemann  diesen  Ausgangspunkt  für  seme  Theorie  der 
durch  die  Gauss'sche  Differentialgleichung  (Nr.  70,  Bd.  I,  S.  252) 
definirten  Function  gewählt  und  hat  auch  (vergl.  Nr  130)  den  Versuch 
gemacht,  in  analoger  Weise,  wie  es  ihm  für  diese  Function  gelungen 
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war,  die  Theorie  der  allgemeinen  linearen  Differentialgleichungen  ge- 
nügenden Functionen  zu  begründen.  Leider  lässt  sich  aber  die  Rie- 
mann'sche  Methode,  die  m  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen 
zu  so  glänzenden  Ergebnissen  geführt  hat,  mit  den  der  Analysis  gegen- 
wärtig zu  Gebote  stehenden  Hülfsmitteln  für  die  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen  nicht  unmittelbar  nutzbar  machen.  Der  Grund 
hierfüi-  liegt  in  der  Schwierigkeit  der  sogenannten  Eiistenzbeweise 

Schon  in  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen  und  deren 
Integralen  bietet  es  bedeutende  Schwierigkeiten  dar,  zu  beweisen,  dass 
zu  einer  gegebenen  Riemann 'sehen  Fläche  stets  algebraische  Func- 
tionen gehören,  die  auf  derselben  eindeutig  smd.  Riemann  begegnet 
diesen  Schwierigkeiten  in  seinen  Arbeiten,  indem  er  sich  bei  Führung 
des  fraglichen  Nachweises  der  Existenz  eines  Pnncips  bedient,  welches 
Dirichlet  bei  Fragen  der  Potentialtheorie  angewandt  hat,  das  aber, 
wie  HeiT  Weierstrass  bemerkte,  nicht  ganz  einwandfrei  ist  Erst  die 
Arbeiten  der  Herren  Carl  Neumann  und  H.  A.  Schwarz  (vergl. 
Nr.  212)  haben  eine  auf  anderen  Principien  beruhende  Begründung  für 
die  Riemann'schen  Existenztheoreme  und  damit  den  Riemann'schen 
Arbeiten  eine  neue  Grundlage  gegeben 

Aber  noch  ungleich  grösser  scheinen  die  Schwierigkeiten  zu  sein, 
die  sich  bei  den  analogen  Aufgaben  der  Theorie  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen darbieten  Hier  würde  es  sich  darum  handeln,  wenn 
eine  gewisse  abzählbare  homogene  lineare  Gruppe  g  in  n  Yariabeln 
etwa  dadurch  gegeben  ist,  dass  man  eine  Basis  (Nr  132,  S.  6)  der- 
selben kennt,  ein  System  von  n  Functionen  der  unabhängigen  Variabein 
X  zu  finden,  welches  einer  linearen  Differentialgleichung  mit  rationalen 
Coefficienten  genügt,  deren  Monodromiegnippe  die  gegebene  Gruppe  ist. 

In  der  nachgelassenen  Notiz  „Zwei  allgemeine  Sätze  über  lineare 
Differentialgleichungen  mit  algebraischen  Coefficienten"  behandelt  Rie- 
mann sogar  eine  noch  viel  speciellere  Aufgabe.    Er  geht  von  gewissen 

linearen  Substitutionen  .      ^  ^ 

Ä,    B,  ■         Cr 

m  ' 

aus  und  verlangt  Functionen  y^,  y^,  •  •  y^,  die  in  der  ganzen  Ebene 
mit  Ausnahme  gewisser  Punkte 

x^a,    If     ■     g 
eindeutig  und  endhch  sind,  die  durch  einfache  Umläufe  von  x  um  diese 
Punkte  die  gegebenen  linearen  Substitutionen  erleiden  und  die  über- 
dies nirgends  „von  unendlich  hoher  Ordnung  unendhch  werden",  d.  h 
in  unserei  modernen  Termmologie  überall  bestimmt  sind. 

Wenn  solche  Functionen  existiren,  so  genügen  sie  offenbar 
der  hnearen  homogenen  Differentialgleichung 
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deren.  Coefficienten  rationale  Functionen  von  x  sind  und  die  der 
Fuchs'schen  Classe'angehöi-t  Es  handelt  sicli  aber  danun,  die  Existenz 
solcher  Functionen  nachzuweisen,  und  das  ist  eine  Aufgabe,  die  ohne 
Zuhülfenahme  der  Theorie  der  lineai-en  DiJBferentialgleichungen  bis  jetzt 
nur  in  ganz  vereinzelten  speciellen  Fällen  gelöst  worden  ist.  Wir 
werden  an  späterer  Stelle  den  fraglichen  Existenzbeweis  für  gewisse 
besonders  charakfcerisirte  Diiferentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit 
Benutzung  des  Schwarz-Neumann 'sehen  Verfahrens  liefern  und  noch 
weiterhin  zu  zeigen  versuchen,  in  wie  weit  die  Theorie  der  von  Herrn 
Poincarö  eingeführten  „Fonotions-^-Fuchsiennes"  im  Stande  "ist, 
zu  einer  Lösung  jener  Aufgaben  im  allgemeinen  Falle  zu  führen 
Jedenfalls  können  wir  an  dieser  Stelle  nicht  den  Standpunkt  Rie- 
mann's  einnehmen.  Dagegen  werden  wir  der  erwähnten  nachgelassenen 
Aufzeichnung  Riemann's  einen  Begriff  entlehnen,  der  für  unsere 
Theorie  von  der  grössten  Bedeutung  ist,  und  den  wir  zunächst  in  einer 
etwas  allgemeineren  Fassung,  als  er  bei  ßiemann  auftritt,  entwickeln 
wollen. 


163.  Differentialgleichungen  mit  denselben  Yerzweignugspunkten  und 

denselben  Fundamentalsubstitutionen.    Oogrediente  FunotionsBysteme 

und  Differentialgleiohmigeu.     Beziehungen  zwischen  sololien. 

Für  die  Fragen  der  Theorie  der  Abel'schen  Functionen  kommen, 
wie  Riemann  erkannt  hat,  hauptsächlich  diejenigen  Eigenschaften 
einer  algebraischen  Function  m  Betracht,  die  erhalten  bleiben,  wenn 
man  auf  die  jene  algebraische  Function  definirende  iiTeductible  Glei- 
chung 

F{x,y)  =  0 

eine  eindeutig  umkehrbare  rationale  Transformation 

anwendet,  d  h.  eine  Transformation,  aus  welcher  sich  auch  umgekehrt 

^  ==  9(^,  y) 

ergiebt,  wo  /",  g  ebenso  wie  95,  ■^  rationale  Functionen  ihrer  Argumente 
bedeuten.  Um  diese  Eigenschaften  von  einer  gegebenen  algebraischen 
Gleichung  abstrahiren  zu  können,  ist  es  daher  erforderlich,  die  Ge- 
sammtheit   derjenigen   (irreductiblen)    Gleichungen    zu   betrachten,    die 
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durch  solche  eindeutig  umkehrbare  rationale  Transformationen  in  ein- 
ander übergeführt  -werden  können,  und  Riemann  fasst  darum  diese 
G-esammtheit  m  den  Begriff  emer  Olasse  von  GHeichungen  zusammen. 
Hält  man  insbesondere  die  unabhängige  Variable  fest,  so  liefern  die 
Q-leichungen  einer  Classe  ein  System  gleichverzweigter  algebraischer 
Functionen,  d.  h.  ein  System  von  Functionen,  die  auf  derselben  Rie- 
mann'sehen  Fläche  eindeutig  sind. 

Das  Analoge  für  die  linearen  Differentialgleichungen  wüi-de  darin 
bestehen,  dass  man  die  Gresammtheit  derjenigen  linearen  Differential- 
gleichungen m's  Auge  fasste,  die  dieselbe  Monodromiegruppe  haben, 
wobei  von  vorneherein  sowohl  die  abhängige  wie  die  unabhängige 
Variable  in  den  verschiedenen  Differentialgleichungen  verschieden  zu 
denken  wären.  Nun  kann  man  aber  leicht  einsehen  (vergl.  hierfür  eine 
Ai'beit  des  Hei-m  Staeckel,  Crelle's  Journal  Bd  111,  S.  290ff.),  dass 
eine  Hneare  homogene  Differentialgleichung 

(A)  P(,)  =  ^+^,^^  +  ...+^„,  =  0 

im  Allgemeinen  nur  dann  durch  Einführung  einer  neuen  unabhängigen 
Variabein 

in  eine  ebenfalls  hneare  homogene  Differentialgleichung  übergeht,  wenn 

dy       ^' 

d.  h.  also,  wenn  |  eine  blosse  Function  von  x  ist.  Die  Transformation 
ier  unabhängigen  Variabein  ist  demnach  von  der  der  abhängigen  ganz 
unabhängig,  so  dass  wir  die  Frage  auf  die  nach  linearen  Differential- 
gleichungen mit  derselben  unabhängigen  Variabein  und  derselben  Mono- 
iromiegruppe  einschränken  können.  Riemann  fasst  die  Aufgabe  im 
ÄJischlusse  an  seinen  in  der  vorigen  Nummer  skizzirten  Ausgangspunkt 
loch  enger,  indem  er  (in  unserer  Ausdrucksweise)  nach  denjenigen 
Differentialgleichungen  der  Fuchs 'sehen  Classe  fragt,  welche  dieselben 
fp-esentlichen  singulären  Punkte  besitzen  und  für  die  sich  Fundamental- 
lysteme  angeben  lassen,  die  bei  Umläufen  um  irgend  einen  der  singu- 
ären  Punkte  dieselben  Fundamentalsubstitutionen  erleiden. 

Wenn  wir  nur  die  Integrale  einer  Lnearen  Differentialgleichung 
m  sich  untersuchen,  so  kommen  die  ausserwesentlich  singulären  Stellen 
licht  weiter  in  Betracht,  da  sich  m  der  Umgebung  derselben  die  Inte- 
fi-ale  regulär  verhalten;  fragen  wir  nur  nach  der  Monodromiegruppe, 
0  können  wir  auch  diejenigen  wesentlichen  singuläi-en  Punkte  bei 
leite  lassen,  in  deren  Umgebung  die  Integrale  sich  eindeutig  verhalten, 
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und  uns  auf  die  Betrachtung  der  wirkliclieii  Verzweigungs punkte 
besciii-änken.  Wir  wollen  daher  vorerst  Differentialgleichungen  unter- 
suchen, deren  Integrale  dieselben  Yerzweigungspunkte  und  bei  geeigneter 
Wahl  der  Fundamentalsysteme  auch  dieselben  FundamentaLsubstitutionon 
besitzen 

Grehen  wii-  von  einer  Differentialgleichung 

aus,  deren  Coefficienten  innerhalb  eines  Bereiches  E,  den  wir  der  Ein- 
fachheit wegen  als  einfach  zusammenhängend  wählen,  eindeutig  und 
nui*  an  den  Stellen 

nicht  reguläi-  sein  mögen.    Seien  die  singulären  Punkte 

«1,    «2,  •  •  •  G; 
wirkliche  Veraweigungspunkte  der  Integrale,  während  die  übrigon 

«,  +  lJ    « +8»  •  ■  • 

diejenigen  Stellen  sein  mögen,  die  entweder  aussei-wesentlich  Hinguliir 
oder  doch  so  beschaffen  amd,  dasa  sich  das  allgemeine  Integral  von  (l) 
in  der  Umgebung  derselben  eindeutig  verhält  Sondern  wir  aus  J'! 
die  SteUen  a^,  a^,  •  «  aus  und  zerschneiden  die  so  entHtühondu 
(s  +  l)-fach  zusammenhängende  Fläche  E  durch  die  Querschnitte 

in  eine  einfach  zusammenhäjigende  E,  so  erleidet  ein  Fundfunental- 
system  y^,  y  . .  y^  ^on  (1),  wenn  x  den  Querachnitt  l  übez-schreit«t 
eine  lineare  Substitution  i  ,  und  wemi  wir  voraussetzen^  dass  die  Inte-' 


grale  von  (1)  innerhalb  E  eindeutig  sind,  so  besteht  zwischen   doi 
Fundamentalsubstiinitionen  L^,  L^,    .    i   die  Beziehunc. 


I   .v 


(2)  L.L 


'i-"s 


1. 


Diese  Snbat.tnbonei,  büden  dam  eine  Baaia  der  i^  Bereiche  E  ..e- 
hongea  Monodromiegrappe  h  der  Düferenüalgleichung  (1)  ^ 

Wir  betrachten  Eon  em  PunotionsBystem  ^,    «    ...«      „„,„h,., 
im^b^  eindeutig  nnd  so  beschaiTen  i^,  L\  b  ^   U  bei 

;tr^d^-iti;;:--^^---«-^^^^^^^^ 

Pom»  tbSn  "  f '  ^  ^^'  In^riantentheorie  der  algebraische,. 
tri  sd  tt  ^^'^^e^m  ™  von  dem  PnnciLsysteme 
L*J,         sei  mit   bj  cogredient  innerhalb  E.    Da^   System    der 
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Ableitungen  beliebig  hoher  Ordnung  der  [t/J  bietet  ein  Beispiel  für 
ein  solches  mit  [i/J  innerhalb  JS  cogredientes  Functionssystem  dar. 
Setzen  wir 

so  lassen  sich  aus  diesen  GHeichungen  die  JB^j  B^,  •  •  •  -B„_i  berechnen, 

da   die   Determinante    JD(^^f  y^,    ' '  V^    mcht  identisch   verschwindet, 

und  wir  finden 

d 

wenn  wir  mit  /i    die  Determinante  bezeichnen,  welche  aus 

dadurch  hervorgeht,  dass  man  die  Elemente  der  («  -f~  1)*"'  Vertical- 
reihe  durch  8^,  s^f  •  •    8,^  ersetzt. 

Da  die  e^,  s^,  e  bei  jedem  geschlossenen  Wege,  den  x  inner- 
halb E  vollzieht,  dieselbe  Substitution  erfahren  wie  die  «/^,  ^g,  ■  y^ 
und  deren  Ableitungen,  so  multipKciren  sich  Zähler  und  Nenner  der 
Ausdrücke  (4)  bei  jedem  solchen  Umlaufe  mit  der  Determinante  der 
correspondirenden  Substitution  von  h,  die  Ausdrücke  bleiben  folglich 
ungeändert,  d  h.: 

Die  Coefficienten  B^,  J5,,  -  •  B  ,  sind  innerhalb  E  ein- 
deutige  Functionen  von  x. 

Wenn  umgekehrt  ein  Functionssystem  e^,  8^,  '  '  ^n  ^^  ^^^ 
2/i;  2/9;  '  y  durch  Gleichungen  von  der  Form  (3)  verknüpft  ist,  worin 
die  5y,  Bj^,  •  jB„_i  innerhalb  E  eindeutige  Functionen  sind,  so  er- 
fährt offenbar  das  Functionssystem  i^xf  ^^t  ' ' '  ^n  ^®-^  jedem  geschlossenen 
Wege,  den  x  innerhalb  E  zurücklegt,  dieselbe  Substitution  wie  das 
Fundamentalsystem  y^,  y^,  •  •  •  y^,  d.  h  die  beiden  Functionssysteme 
sind  dann  innerhalb  E  cogredient.  Also  ist  das  Bestehen  von 
Gleichungen  von  der  Form  (3)  nothwendig  und  hinreichend 
für  die  Cogredienz  der  Systeme  [e^  und  [t/J. 

Da  die  Ableitungen  jeder  Ordnung  der  0^,  e^,  '  •  •  ß^  offenbai-  auch 
mit  yy,y^,  •  2/„  cogrediente  Systeme  bilden,  so  genügen  die  s^,8^,  8^ 
einer  homogenen  Imeai'en  Differentialgleichung  mit  innerhalb  E  ein- 
deutigen Coefficienten: 

(5)  C{z)  =  Cj^^  -f  C  .^Z"-^)  +  .  •    +  C,/.  =  0. 

Dieselbe  besitzt  im  Allgemeinen  innerhalb  E  andere  singulare  Stellen 
wie  die  Differentialgleichung  (1),  nur  die  Verzweigungspunkte  der 
Integrale  sind  für  beide  Differentialgleichungen  identisch. 

Sohlealnger,  DlfFereutiulglelohiuigen    II  8 
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Im  AJlgememen,  d  h.  wenn  die  5^,  JB^,  •  •  •  ^„_i  wiUkürliche 
Functionen  von  der  erforderlichen  Beschaffenkeit  sind,  ist  die  Difie- 
rentialgleichung  (5)  nictt  von  niedrigerer  Ordnung  als  (1),  und  die 
Functionen  ^i,^2f"''^n  ^il^^^  ®i^  Fundamentalsystem  von  (5). 

In  der  That  ergiebt  sich  diese  Differentialgleichung,  indem  man 
den  Ausdruck 

(6)  ,^B,y  +  By-Jr----\-  ^^i^^""'^  =  B(y) 

w-mal  nach  x  differentiirt,  die  Ableitungen  höherer  als  (w  —  1)*^'  Ord- 
nung von  y  mit  Hülfe  der  Differentialgleichung  (1)  wegschafft  und 
zwischen   den    so    entstehenden   (w  -f-  1)   linearen    G-leichungen   die   n 

Grössen 

/  (ji— 1) 

eliminirt.  Wir  wollen  von  einer  so  gebildeten  Differentialgleichung 
auch  sagen,  sie  sei  mit  (1)  innerhalb  E  cogredient. 

Würde  nun  die  Differentialgleichmig  von  niedrigerer  als  der  «'"" 
Ordnung  sein,  so  müsste  zwischen  den  durch  die  GHeichungen  (3)  de- 
finirten  Grössen  ß^^,  g^,  •  •    8^  eine  homogene  lineare  Relation 

Vih  +  Vi^i  +  •  •   +  yjn  =  ö 

mit  Constanten  Coeffieienten  bestehen.  Diese  Relation  besagt  aber, 
dass  das  Integral 

von  (1)  der  Differentialgleichung  {n  —  l)*^"^  Ordnung 

B{y)  =  0 
Genüge  leisten  würde.  Dies  ist  aber,  wenn  die  B^,  B^,  ■  •  •  B^_^  will- 
kürlich gewählte  Functionen  von  der  erforderlichen  Beschaffenheit  sind, 
unter  keinen  Umständen  möglich,  da  ja  eine  Differentialgleichung  (1) 
kein  mcht  identisch  verschwindendes  Integral  mit  einer  „willkür- 
lichen" Differentialgleichung  gemein  haben  kann. 

Denken  wir  ims  die  aus  der  ö-leiohung  (6)  durch  Differentiation 
und  Entfernung  der  Ableitungen  höherer  als  (n  —  1)*°'  Ordnung  von  y 
hervorgehenden  Gleichungen  in  der  Form 

(7)  ,'''^  =  B^,y^B^,y'+    . .  ^  B^^^_J^-'^        (.=o,x,     „-d 

geschrieben;  dann  ist  nach  dem  Multiphcationstheoreme  der  Deter- 
minanten 

(a)       D{e^,  g^,  •  •  o  =  Pxil ^(yv  2/2;  ••  •  yJ      (••."=0.1.  •«-!)- 

Also  ist,  wenn  die  s^,  J^g;  •  •  ■  ^^  ^^^  einander  linear  unabhängig,  d  h. 
wenn  (5)  von  der  w*^^  Ordnung  ist,  die  Determinante 
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niclit  identiscli  Null,  und  man  kann  demnadi  aus  dem  G-leictiungs- 
gysteme  (7)  y  und  seine  aammtlichen  (n  — r  1)  ersten  Ableitungen  als 
homogene  lineare  Ausdrücke  der 

mit  innerhalb  E  eindeutigen  Coefficienteu  berechnen.  Folglich  ist  auch 
das  allgemeine  Integral  jeder  innerhalb  E  mit  (1)  cogredienten  Diffe- 
rentialgleichung in  derselben  Weise  durch  z  und  seme  Ableitungen 
darstellbar,  wie  durch  y  und  dessen  Ableitungen;  wir  haben  also  den 
Satz: 

Für  willkürliche  JB^.B.,  --B  ,,  die  innerhalb  E  ein- 
deutige  Functionen  von  x  sind,  ist  die  Differentialgleichung, 
der  0  genügt,  von  nicht  niedrigerer  als  der  w*^"^  Ordnung, 
und  die  Beziehung  zwischen  einer  solchen  Differentialglei- 
chung und  der  Differentialgleichung  (1)  ist  eine  gegenseitige, 
d.  h.  jede  mit  (1)  cogrediente  Differentialgleichung  w*"  Ord- 
nung ist  mit  (1)  völlig  gleichberechtigt 
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Wir  fragen  nun,  wann  kann  es  sich  ereignen,  dass  die  Differential- 
gleichung (5),  der  3  genügt,  von  niedrigerer  als  der  w*®^  Ordnung  wird? 

Hierzu  ist,  wie  gezeigt  wurde,  erforderlich,  dass  eine  Lösung  der 
Differentialgleichung  (1)  die  Differentialgleichung 

befriedigt;  in  diesem  Falle  ist  also  (1)  innerhalb  E  reductibel 

Wenn  umgekehrt  die  Differentialgleichung  (1)  m  diesem  Sinne 
reductibel  ist,  so  muss  sich  nach  den  Sätzen  der  Nr.  27  (Bd  I,  S.  84  &.) 
ihi'e  linke  Seite  m  die  Form  setzen  lassen 

Aiy)=^SK(y), 
wo  K  einen  Differentialausdruck  /li*"  Ordnung  (ft  <  m),  H  einen  solchen 
{n  —  ft)*"  Ordnung  bedeutet,  und  wo  die  Coefficienteu  dieser  beiden 
Differentialausdrücke  innerhalb  des  Bereiches  E  eindeutige  Functionen 
sind.     Setzen  wir  nun 

so  ist  die  Differentialgleichung,    der  u  genügt,   mit  (1)  innerhalb  E 
cogredient;  dieselbe  ist  aber  offenbar  nichts  anderes  wie 

H(u)  =  0 

und  somit  von  niedrigerer  als  der  w*®'^  Ordnung. 

8* 
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Bedeutet  ferner  w  das  allgemeine  Integral  einer  Differentialglei- 
clmng  «*"  Ordnung,  die  mit  (1)  in  Bezug  auf  E  cogredient  ist,  so  ist, 
wie  wir  bewiesen  haben,  u  in  der  Form 

u  =  K{y)  =  L,w  +  L^w'  -f  . . .  +  L^_y''-^^  =  L{w) 

darstellbar,  wo  die  i^,  L^,  -  "  L^_x  iiiiierlialb  E  eindeutig  sind.  Da 
K{y)  für  gewisse  Integrale  von  (1)  verscbwindefc,  so  hat  die  Differential- 
gleichung jz*^'  Ordnung  für  w  mit  der  Differentialgleichung  niedrigerer 

Ordnung 

L{w)  =  0 

Integrale  gemein,  ist  also  jedenfiaUs  reductibel.  Wir  können  demnach 
sagen: 

Unter  den  Differentialgleichungen,  die  mit  (1)  in  Bezug 
auf  E  cogredient  sind,  giebt  es  dann  und  nur  dann  solche 
von  niedrigerer  als  der  w*^  Ordnung,  wenn  die  Differential- 
gleichung (1)  reductibel  ist.  Ferner  sind  alle  innerhalb  E 
cogredienten  Differentialgleichungen  gleichzeitig  irreduc- 
tibel  oder  reductibel. 

Wir  hatten  erkannt,  dass  die  Grleichung  (1)  nothwendig  reductibel 
sein  muss,  wenn  die  Differentialgleichung  (5)  füi-  s  von  niedrigerer 
als  der  n^^  Ordnung  ist,  denn  es  musste  m  diesem  Falle  für  ein  Integi-al 
'q  von  (1)  der  Ausdruck 

Bi^i)  =  0 

sein.  Etwas  allgemeiner  kann  man  fragen,  was  sich  für  die  Differential- 
gleichung (1)  erschhessen  lässt,  wenn  füi-  ein  Integral  tj  derselben  zwar 
JB(rf)  nicht  verschwindet,  aber  einem  anderen  nicht  verschwindenden 
Integrale  rj^  von  (1)  gleich  wird. 

Da  zufolge  der  Yoraussetznmg  jB(y)  für  kein  Integral  von  (1) 
verschwindet,  ist  die  Differentialgleichung  (5)  nothwendig  von  der 
„ten  Ordnung.  Sie  hat  mit  (1)  das  mcht  identisch  verschwmdende 
Integi-al 

gemein.  Es  giebt  folghch,  wenn  die  Differentialgleichungen  (1)  und  (5) 
nicht  identisch  sind,  nach  den  Sätzen  der  Nr.  16  (Bd.  I,  S.  46)  eine 
Differentialgleichung  von  niedrigerer  als  der  w*«"^  Ordnung,  deren  Coeffi- 
cienten  sich  aus  den  Coefficienten  von  (1)  und  (5)  durch  Differentia- 
tionen und  rationale  Operationen  zusammensetzen  und  die  durch  alle 
gemeinsamen  Lösungen  von  (1)  und  (5)  befriedigt  wird.  Also  wäre 
in  diesem  Falle  die  Differentialgleichung  (1)  reductibel. 
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Wenn  aber  (1)  mit  (5)  identiscli  ist,  so  bilden  die  n  Ausdrücke 
(8)  B(y^)=^7j^        (x=i,2,     «) 

ein  Fnndamentalsystem  von  (1);  es  ist  demnacli 


wo  die  a^^  Constanten  bedeuten,  für  welclie 

|a^^|=f=0  (x,i  =  l,2,        n) 

ist    Bestimmt  man  nun  co  als  Wurzel  der  charakteristisolien  GHeichung 

\%i~  ^xi'^l^^  («.^  =  1^2,       n), 

wo  wie  gewöbnlich 

^i-O     für    z=^X,     d,,  =  l 
zu  nehmen  ist,  so  lassen  sich  aus  den  n  homogenen  Gleichungen 

die  n  Constanten  c^,  Cg,    ■    c^  bestimmen,  und  man  hat 

Miütiplicirt  man  also  die  Gleichimgen  (8)  der  Reihe  nach  mit  den  c 
und  addirt  für  3C  =  1,  2,  •  •  •  w,  so  kommt 


d  h.  das  Integral 


x=l  \x=l 


von  (1)  genügt  der  homogenen  linearen  Differentialgleichung  niedrigerei 
als  w*^'  Ordnung 

B(g)  =  (DI3, 

also  ist  auch  in  diesem  Falle  (1)  reductibel,  und  wir  haben  den  Satz: 
Wenn  zwei  Lösungen  rj,  rj^  der  Differentialgleichung  (1) 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

mit  einander  verknüpft  sind,  so  ist  die  Grleichung  (1)  (inner- 
halb JE)  reductibel. 

Um  das  so  gewonnene  Ergebniss  noch  in  etwas  anderer  Form 
aussprechen  zu  können,  bemerken  wir  mit  Herrn  He  ff  t  er  das  Folgende- 

Wenn  die  Differentialgleichung  (1)  durch  die  Transformation  (6) 
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in  die  cogrediente  Differentialgleiclmiig  (5)  übergeföhrt  wird,  so  befrie- 
digen also  die  sämmtliclien  Lösungen  von  (1)  die  Differentialgleicbung 

und  es  ist  folglich  (Nr  17,  Bd.  I,  S.  45)  die  linke  Seite  dieser  Diffe- 
rentialgleichung in  der  Form 
(9)  OB  =  DA 

darstellbar,    wo   D   einen  Differentialausdmck   mit   innerhalb   E   ein- 
deutigen Coefficienten  bedeutet. 

Wenn  umgekehrt  die  beiden  Differentialausdrücke  C  und  A  in  der 
Beziehung  stehen,  dass  sich  zwei  ebenso  beschaffene  Differentialaus- 
drücke B,  B  bestimmen  lassen,  für  welche  die  Gleichung  (9)  ei-füllt 
ist,  wenn  femer  C  nicht  von  höherer  Ordnung  ist  wie  A,  und  B  für 
höchstens  soviel  linear  unabhängige  Lösungen  der  Differentialgleichung 
A  =  0  verschwindet,  als  die  Differenz  der  Ordnungen  von  A  und  C 
beträgt,  so  lässt  sich  aus  den  n  Ausdrücken 

B{y^)  (^=1,2,       n) 

offenbar  ein  Fundamentalsystem  von  G  zusammensetzen,  d.  h.  es  sind 
dann  auch  die  Differentialgleichungen  (1)  und  (5)  cogredient. 

Ist  insbesondere  A  so  beschaffen,  dass  sich  zwei  Differential- 
ausdrücke B,  D  so  angeben  lassen,  dass  die  Grleichung 

AB  =  DA 
erfüllt  ist  und  dass  B  nicht  füi'  alle  Lösungen  der  Differentialgleichung 
A  =  0  verschwindet,  so  ist  diese  letztere  Differentialgleichung  reductibel. 

165.    Differentialgleioliiuigen  mit  rationalen  Ooeffioienten. 

Der  Artbegriff.    Sätze  von  Fuchs.    Die  Transformationsgruppen  von 

DifferentialgleiolLuugen  derselben  Art. 

Die  vorhergehenden  Betrachtungen  gestatten  in  gewissem  Sinne 
eine  IJebei-tragung  auf  den  FaU,  wo  man,  statt  föi-  die  Coefficienten 
der  Differentialausdrücke  A(y),  B(y),  G{ß)  die  Eindeutigkeit  innerhalb 
E  vorauszusetzen,  irgend  eine  andere  Eigenschaft  der  Coefficienten  zu 
Q-runde  legt,  die  durch  Differentiation  und  Ausübung  rationaler  Opera- 
tionen nicht  gestöi-t  wird  (vergl.  Nr  27,  Bd.  I,  S.  83). 

Es  bleiben  dann  nämLch  die  Sätze  über  die  Reductibilität  von  (1), 
wie  man  aus  der  Herleitung  ersieht,  ohne  Weiteres  bestehen,  wenn 
man  die  Cogredienz  der  Differentialgleichungen  (1)  und  (5)  durch  das 
Bestehen  einer  Gleichung  (6)  zwischen  den  abhängigen  YariabeLn  de- 
fimrt.    Will  man  dagegen  den  Begriff  der  Cogredienz  auf  die  Ueber- 
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einstimmung  der  Verzweigungspunkte  und  der  zu  denselben  gehörigen 
Fundamentalsubstitutionen  gründen,  so  gelten  jene  Reductibilitätssätze 
im  Allgemeinen  nui",  wenn  die  über  die  Coefficienten  der  Differeutial- 
ausdrücke  gemacbten  Voraussetzungen  in  Monodromieeigenscliaften 
derselben  bestehen.  Diese  beiden  Gesichtspunkte  sind  also  allemal 
■wohl  auseinander  zu  halten;  mr  wollen  dies  in  dem  besonders  wich- 
tigen Falle,  wo  die  Coefficienten  als  rationale  Functionen  von  x  vor- 
ausgesetzt werden,  des  Näheren  erörtera. 

Sei  also  die  Differentialgleichung  (A)  (S.  111)  mit  in  x  rationalen 
Coefficienten  vorgelegt,  dann  ist  die  ganze  a?- Ebene  als  Bereich  JE  an- 
zusehen. Die  singulären  Stellen  der  Differentialgleichung  sondern  wir 
in  vier  Kategorien: 

1  die  wirklichen  Verzweigungspunkte  der  Integrale, 

<^x>  ^3>  •  •  '  ^r5 

2  diejenigen  wesentlichen  singulären  Stellen,  in  deren  Umgebung 
die  Integi'ale  zwar  eindeutig  aber  unbestimmt  sind; 

3.  diejenigen  wesentlichen  singulären  Stellen,  in  denen  die  Inte- 
grale wie  rationale  Fimctionen  (d,  h.  von  ganzzahliger  Ordnung) 
unendlich  werden; 

4.  die  ausserwesentlichen  singulären  Stellen 

Wenn  eine  homogene  lineai'e  Differentialgleichung  (B)  mit  (A) 
die  wirklichen  Verzweigungspunkte  ihrer  Integi-ale  und  überdies  auch 
bei  geeigneter  Wahl  der  Fundamentalsysteme  die  zugehörigen  Funda- 
mentalsubstitutionen gemein  hat,  so  wird  sie  als  mit  (A)  schlechthin 
cogredient  zu  bezeichnen  sein.  Ihre  abhängige  Variable  e  ist  mit  ij 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

(C)  ^  =  r„2/  +  ry+    ..^r^_J^'-'^  =  B(y) 

verknüpft,  -wo  die  r^,  r^,  ■  -  •  r^_^  eindeutige  Functionen  von  x  bedeuten, 
auch  brauchen  die  Coefficienten  von  (B)  nur  eindeutige,  nicht  rationale 
Functionen  von  x  zu  sein. 

Wenn  die  mit  (A)  cogrediente  Differentialgleichung 

(B)  «W  =  ^o2/^'''  +  ffi2/^""'^  +  -    •  +  ^„2/  =  0 

rationale  Coefficienten  hat  (q^  =  const.),  und  beide  G-leichungen  (A) 
und  (B)  der  Fuchs'schen  Classe  angehören,  so  berechnen  sich  aus  den 
G-leichungen 

die  aus  (C)  hervorgehen,  indem  man  für  y  die  Elemente  y.^,  y^,  •      y 
eines  Fundamentalsystems  der  Differentialgleichung  (A)  einsetzt,  die 
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durcii  die  Formeln 


^;  ^^ 


r  =  TW ^         (»<=o,  1,     »— 1) 

als  eindeutige  Functionen,  und  da  dieselben  als  rationale  Differoiitiul- 
functionen  der  y^,  «/g,  •  2/„7  ^i>  ^a?  '  ^n  ^'^°^  keine  Unbestimmtheits- 
steUen  haben  tonnen,  als  rationale  Functionen  von  x. 

Wir  sagen,  nach  Heirn  Poincar^,  von  der  Ditterentialgleicliuii^ 
nut  rationalen  Coefficienten  (B),  sie  gehöre  mit  (A)  zur  solbon 
Art,  wenn  die  abhängige  Variable  z  von  (B)  mit  y  durch  eine  üloi 
ohung  von  der  Form  (C),  in  der  die  r^,  r^,  •  •  t^_^  ratio nalo  Fuiio- 
tionen  bedeuten,  verknüpft  ist  Für  Differentialgleichungen  doi-aelbon 
Art  stimmen  demnach  nicht  nui*  die  singulären  Stellen  der  Kategorie  1., 
sondern  auch  die  der  Kategorie  2  überein.  Wir  können  «rloich  (Im 
Satz  aussprechen: 

Cogrediente  Differentialgleichungen  der  Fu  cli  n'scIu'h 
Classe   gehören   zur  selben   Art. 

Die  Reductibilitätssätze  der  vorigen  Nummer  bleiben  richti^r   wcim 
man  die  Reductibilität  einer  linearen  Differeutialgleichunfr   im   Sinn«' 
der  Nr  160  (S.  105)  fasst  und  an  die  Stelle  der  (Jo^redicn-/  die  Zu 
gehöiigkeit  zur  selben  Art  setzt;  d.  h.  wir  haben  ib'e  Sätze: 

Eine  mit  (A)  zur  selben  Art  gehörige  Differontialgl.'i- 
chung  kann  nur  dann  von  niedrigerer  als  der  «""'  Orduun^r 
sein,  wenn  (A)  reductibel  ist. 

Die  sämmtlichen  mit  (A)  zur  selben  Art  gohöriguu  Difft- 
rentialgleichungen  w*«  Ordnung   sind  mit  (A)  völlig  ^rl<,irh 

berechtigt  und  sind  gleichzeitig  mit(A)irreductibol  o<i(.r  nicl.f, 

Wenn  zwei  Integrale  ,7,  ^^  von  (A)  durch  eine  Giru.hun.r 

der  Form  "^ 

ricti'bel'"'^''  ^o,^,---^_,   verknüpft   sind,   «0   i.st  (K)  re- 

Der  e^te  und  zweite  dieser  Sätee  i-ühi-t  von  llonn  Knr.hs    .l.r 
dntte  von  Herrn  Frobenius  her.  ' 

Femer  ergeben  sich  leicht  die  folgenden  Sätze: 
d.v^-T   '^;.\f^^^   ("^^   linear    unabhängige    Lösun.r.n 
b     tW^Terf  f  "'^'^  ^^^  ^^  ''''  -^g^^l-'-^Stoll.  :  = 

gehörigen  Differl.f        T'l'  ^'*^?  "^'^   ^^^    ''''   ^'^^^-^  Art 
g     engen  Differentialgleichung  (B)    an   eben    dieser   Stollo 
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bestimmt,  sofern  der  Differentialausdruck  JR(«/),  der  die  ab- 
hängige Variable  g  von  (B)  durch  y  darstellt,  für  keines  der 
äicli  bei  x  =  a  bestimmt  verbaltenden  Integrale  von  (A)  ver- 
äcbwindet. 

Wenn  die  Stelle  a;  =  a  für  die  Differentialgleicbung  (A) 
jine  Stelle  der  Bestimmtbeit  ist,  so  ist  sie  auch,  eine  Stelle 
1er  Bestimmtheit  für  jede  mit  (A)  zur  selben  Art  gehörige 
Differentialgleichung. 

Wenn  (A)  zur  Fuchs'schen  Classe  gehört,  so  gehört  auch 
ede  Differentialgleichung  derselben  Art  zur  Fuchs'schen 
blasse. 

Wir  nennen  Lösungen  y,  e  der  zur  selben  Art  gehörigen  Diffe- 
entialgleichungen  (A),  (B),  die  durch  die  Gleichung  (C)  mit  einander 
erknüpft  sind,  entsprechende  Integrale.  Wenn  (A),  (B)  beide  von 
er  w*®°  Ordnung  sind,  also  insbesondere  wenn  (A)  irreductibel  ist,  können 
nv  auch  von  entsprechenden  Fundamentalsystemen  reden. 

Im  Folgenden  setzen  wir  der  Einfachheit  wegen  voraus,  dass  die 
etrachteten  zur  selben  Art  gehörigen  Differentialgleichungen  auch  von 
erselben  Ordnung  sind. 

Entsprechende  Fundamentalsysteme  von  Differentialgleichungen  der- 
elben  Art  erleiden  stets,  insbesondere  also  auch  bei  jedem  Umlaufe 
er  unabhängigen  Variabein  x,  dieselbe  Substitution.  Also  haben  für 
atsprechende  Fundamentalsysteme  Differentialgleichungen  derselben  Art 
ieselbe  Monodromiegruppe 

Sie  haben  aber  auch  dieselbe  Transformationsgruppe. 

Um  dies  zu  beweisen,  betrachten  wir  die  zur  selben  Art  gehörigen, 
irch  die  Beziehung  (C)  zwischen  den  abhängigen  Variabehi  ver- 
lüpften  Differentialgleichungen  (A)  und  (B)  mit  den  entsprechenden 
andamentalsystemen  [^J,  [p^. 

Bilden  wir  die  empfindlichen  Functionen  (!N"r  147,  S.  60) 

X=l  X=l  X  =  l 

0  die  -li  ,  B  willkürliche  Functionen  bedeuten,  und  die  beiden  in 
3zug  auf  die  höchste  Ableitung  im  algebraischen  Sinne  irreductiblen 
gebraischen  Differentialgleichungen  medngster  Ordnung  mit  in  x  und 
;n  Ä  nebst  deren  Ableitungen,  beziehungsweise  x  und  den  B^^  nebst 
ren  Ableitungen  rationalen  Coefficienten  (vergl.  Nr.  149,  S.  65) 
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(10)  0(w,w',  •    -W^'^  Ax^^)  =  ^^ 

(11)  H^t;';  ••«'^"^;  ^..;^)  =  o, 

denen   «(y)   beziehungsweise  .(^)  »-nüge  leistet.     Dann  können   wir 

bekanntlich  (Nr.  150,  S.  69)  die  Transformationsgruppen  der  Differential- 

gleichung  (A)  beziebnngsweise  (B)  wie  folgt  defimren: 

Bezeichnen  wir  durch 

u{8yl    v{Ts) 

dasjenige,  was  ans  u{ij)  beziehungsweise  v{,)  wird  ^^«^^  ^^j^/^f  ^^^ 
h/1  die  Substitution  S,  beziehungsweise  auf  die  [^J  die  Substitution  i 
anwenden,  so  büden  diejenigen  Substitutionen  S,  für  welche  u{ßy)  dio 
Differentialgleichung  (10)  befriedigt,  die  Transformatioiisginippe  6  von 
(A)  und  diejenigen  Substitutionen  T,  für  welche  v{Ty)  der  Diltereiitial- 
ffleichung  (11)  genügt,  die  Tranaformationsgmppe  E  von  (B). 

Setzen  wii-  nunmehr  in  vis)  für  die  [^J  und  deren  Ableitungen 
die  sich  aus  den  Ausdrücken 

ergebenden  Werthe  ein,  so  erhält  v{s)  die  Gestalt 

(12)  v{d)=y]y]Äj^  =  Hy) 


1  »=o 


und  genügt  folglich  der  Differentialgleichung 
(13)  0(«,  r,  ••'  d'^;  Z^,  a;)  =  0. 

Diese  Differentialgleichung  hat  mit  der  Differentialgleichung  (11)  i-in 
Integral  gemein,  sie  muss  folglich  durch  alle  Integi-ale  der  Diffprunfcial- 
gleichung  (11),  die  wir  ja  (vergl.  Nr  150,  S.  67)  ala  im  K«)eni<,'s- 
berger'schen  Sinne  irreductibel  voraussetzen  können,  befriedigt  werden 
Also  genügen  auch  die  Functionen  v{Td),  wo  T  eine  der  Gruppe  // 
angehönge  Substitution  bedeutet,  der  Differentialgleichung  (13).     Nun 

ist  aber  offenbar 

v{Tg)  =  üiTy)', 

anderei-seits  können  wir  ü{y)  ebenso  wie  u{y)  als  die  zu  (A)  gehr)rif^^ü 
empfindliche  Function  ansehen,  und  es  sind  demnach  die  Lösungen 
von  (13)  in  der  Form 

ü{Sy) 

enthalten,  wo  S  die  Transformationen  der  Gruppe  G  durchläuft.  Also 
muss  jede  Ti-ansformation  T  von  S  m  G  vorkommen,  und  da  die 
Beziehung  zwischen  den  Differentialgleichungen  (A)  und  (B)  eine  gegen- 
seitige ist,  so  folgt  hieraus,  wie  behauptet  wurde,  die  Identität  der 
beiden  Gruppen  G  und  JS. 
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166.    Differentlalgleiohungen  der  Puolis'sohen  Olasse.     AUgemeine 

Semerkungeu. 

Sei  F(iD  eine  rationale  Differentialfanction  der  [y  ],  die  dem 
Rationalitätsbereiche  angehört,  d.  h  gleicjh  einer  rationalen  Function 

F{if)=f{x) 
von  X  ist,   und  möge  ebenso   CP(^)  eine  rationale  Differentialfiinction 
der  [^J  bedeuten,  die  einen  in  x  rationalen  Werth 

besitzt.  Dann  vei-wandelt  sich  ^{ß),  wenn  man  fär  die  [ä;  ]  und  ihre 
Ableitungen  ihre  Ausdrücke  durch  die  [y  ]  und  deren  Ableitungen  ein- 
setzt, in  eine  rationale  Differentialfanction 

der  [2/J,  die  gleich  einer  rationalen  Function  von  x  ist.    Daraus  kann 
man  aber  im  Allgemeinen  nicht  schliessen,  dass  die  beiden  Differential- 
functionen  F(^)  und  F(y),  wenn  man  in  denselben  die  y^,  y^}  ' ' '  V 
als  unbestimmte  Functionen  auffasst,  zur  selben  Gattung  gehören, 
und  ebensowenig,   dass  auch  die  rationale  Differentialfiinction  der  [0  ] 

¥(0) 

gleich  einer  rationalen  Function  von  x  wird. 

Ein  solcher  Schiusa  ist  nur  in  dem  Falle  zulässig,  wo  die  for- 
melle Invarianz  mit  der  Invarianz  als  Function  von  x  zu- 
sammenfällt, d.  h.  nur  dann,  wenn  die  Transformationsgruppe  der  beiden 
Differentialgleichungen  (A),  (B)  die  allgemeine  lineare  homogene  Q-ruppe 
L  ist.  In  diesem  FaUe  verwandelt  sich  in  der  That  jede  invariante 
Differentialfunction  der  [j^J  in  eine  derselben  Gattung  angehörige  Func- 
tion, wemi  man  an  die  Stelle  der  [y^  und  ihrer  Ableitungen  die  [;ej^] 
und  ihre  Ableitungen  setzt.  Denn  jede  solche  Invariante  ist  ja,  wie 
wir  gezeigt  haben  (Nr  136,  S.  20),  eine  rationale  Function  der  Deter- 
minantenquotienten 

und  für  diese  ist  offenbar 

wo  die  fft^(x)  rationale  Functionen  von  x  bedeuten. 

Wir  hatten  oben  (S.  120)  bemerkt,  dass  cogrediente  Differential- 
gleichungen der  Fuchs'schen  Classe  nothwendig  zur  selben  Art  gehören; 
auf  Grund  des  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  bewiesenen  Satzes  folgt 
hieraus,  dass  für  cogrediente  Differentialgleichungen  der  Fuchs'schen 
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Claase  auch  die  Transformationsgnippen  Übereinstimmen.    Dies  ist  aber 
nnr  ein  besonderer  Fall  des  folgenden  Satzes: 

Differentialgleichungen  der  Fuchs'schen  Classe,  die  die- 
selbe Monodromiegruppe  haben,  besitzen  auch  dieselbe  Trans- 
formationsgruppe. 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  in  der  Nr.  159  (S.  101) 
gefundenen  Ergebnisses,  "wonach  die  Transformationsgruppe  einer  Diffe- 
rentialgleichung der  Fuchs'schen  Claase  die  engste  algebraische  lineare 
homogene  Gruppe  ist,  welche  die  Monodromiegruppe  dieser  GHeichung 
als  Untergruppe  enthält. 

Wir  erkennen  hieraus,  dass  nicht  nur,  wie  bereits  in  der  Nr.  161 
(S.  107)  bemerkt  wurde,  in  den  auf  Reductibilität  bezüglichen  Fragen, 
sondern  überhaupt  bei  allen  auf  den  Gruppencharakter  bezüglichen 
Untersuchungen  die  Betrachtung  der  Monodromieginippe  ausreicht, 
wenn  es  sich  um  Differentialgleichungen  der  Fuchs'schen  Classe 
handelt  So  erklärt  sich  auch  die  im  ersten  Augenblicke  vielleicht 
auffallende  Eracheinung,  dass  in  der  historischen  Eutwickelung  unserer 
Theorie  die  Ti-ansformationsgruppe  einer  lineai'en  Differontialgleichuug 
erst  verhältnissmässig  spat  (1887  in  der  Arbeit  von  Hei-rn  Picard) 
aufgetreten  ist,  wenn  man  bedenkt,  dass  fast  alle  tiefer  gehenden  Special- 
untersuchungen der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichmigen  sich 
auf  Differentialgleichungen  der  Fuchs'schen  Classe  beziehen.  Dagegen 
ist  zu  erwarten,  dass  aus  dem  Studium  der  Ti-ansformationsgruppe  für  die 
Theorie  dei;ienigen  Differentialgleichungen,  deren  Integi-ole  Unbestimmt- 
heitsstellen darbieten,  noch  wichtige  Ergebnisse  zu  ziehen  sein  werden. 

Man  kann  den  Artbegnff  auch  etwas  allgemeiner  fassen,  als  wir 
es  gethan  haben,  indem  man  sagt,  zwei  Differentialgleichungen  (A) 
und  (B),  deren  Coeflicienten  sich  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  E 
wie  rationale  Functionen  verhalten,  gehören  zur  selben  Art  in  Bezug 
auf  diesen  Bereich,  wenn  ihi-e  abhängigen  Variabein  durch  eine 
Gleichung  (C)  verknüpft  sind,  in  welcher  die  Coefficienten  r^,r^,  r^^ 
Functionen  bedeuten,  die  innerhalb  E  den  Charakter  von  rationalen 
Functionen  haben.  Wir  werden  aber  im  Folgenden  nur  gelegentlich 
von  dieser  Auffassung  Gebi-auch  machen,  da  es  keine  Schwierigkeiten 
darbietet,  zu  erkennen,  was  von  den  auf  Differentialgleichungen  der- 
selben Art  schlechthin  bezüglichen  Untei-suchungen  eine  Uebertragung 
auf  jenen  allgemeinereu  Ai-tbegriff  zidäast  Ehe  wü-  jedoch  auf  tiefere 
Untersuchungen  über  Differentialgleichungen  dei-selben  Ai-t  eingehen, 
wollen  wir  eine  wichtige  Classe  von  Differentialgleichungen  kennen  lernen, 
die  unter  diesen  Begriff  fallen  und  die  uns  zu  interessanten  allge- 
meinen Eigenschaften  einer  linearen  Differentialgleichung  führen  werden. 


Zweites  Kapitel. 


167.    Systeme  von  Subdeterminanten  der  Determinante 

etaes  FnndamentaJLsystems.     Assooiirte  Dififerentialgleidiungen. 

Der  Franke*sohe  Satz. 

Sei  2/1;  ^aj  ■  '    Vn  ^^^  Fundamen talsystem  der  Differentialgleichung 
(A)  und  betrachten  wir  die  Determinante 

Vi       2/3         ••    Vn 


^{Vx,  y^,  •  '  yj 


(n—l)    (n— 1) 

2/1     y\ 


y'r' 


dieses  Fundamentalsystema. 

Wir  denken  uns  dann  die  sämmtlichen  Subdeterminanten  m^"  Ord- 
nung dieser  Determinante  gebildet,  wo  m  <  w;  die  Anzahl  dieser  Sub- 
determinanten ist  offenbar  gleich 

Diejenigen  dieser  Subdeterminanten,  die  aus  den  Elementen  des  Systems 

2/2'       ■      2/  ' 


(n— 1)    (n—l) 


y 


,(«-!) 


„) 


gebildet  sind,  wollen  wir  durch 
bezeichnen  und  insbesondere 

'^n  =  ^{yi^y%>  • 

nehmen  Femer  bezeichnen  wir  jene  Determinanten,  die  aus  u^^  dadurch 
entstehen,  dass  man  die  y^,  «/g,  •  y^^^  und  deren  Ableitungen  durch  die 
Ableitungen  gleich  hoher  Ordnung  irgend  einer  andern  Combination 
ron  m  verschiedenen  der  Integi-ale 

2/1,  yv  • "  yn 

ersetzt,  durch 
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so  dass  also 

u^  (.,  x=!i,  a,  ■  v) 

jene  v    Subdetermmanten  m*"  Ordnimg  darstellen     Diejenigen  Deter- 
minanten, welche  ans 

hervorgehen,  wenn  wir  in  denselben  an  die  Stelle  von  y^,  y^,  •    •  y ^ 
irgend  ein  System  von  m  linear  imabhängigen  Lösungen 

der  Differentialgleichung  (A)  setzen,  mögen  endlich  durch 

Mj,  Wg,  . .  ■  u^ 
bezeichnet  werden. 

Bilden  wir  die  Ableitung  von  u^  nach  x  und  schaffen  die  eventuell 
auftretenden  Ableitungen  höherer  als  (w — l)*"'  Ordnung  der  t)^^,         l; 
mit  Hülfe  der  Differentialgleichung  (A)  weg,  so  ist  offenbar 

dUf       11  i 

■M  =  'Pii^i  +  9is'>'i~\ hVi.u^        ('=1.3,     .), 


und  ebenso  allgemein  för  die  A**  Ableitung 

du  2.  X  X 

^^^  ^'  =  9'a*'i  +  <P/2**aH \-^{v^v         <*=''^>     ')' 


i 


wo  die  9^^  rationale  Functionen  bedeuten,  die  sich  aus  den  Coefficienten 
von  (A)  durch  Differentiation  und  rationale  Operationen  zusammen- 
setzen lassen. 

Die  Q-leichungen  (1)  bleiben,  wie  aus  ihrer  Bildungsweise 
sofort  zu  übersehen  ist,  bestehen,  wenn  man  in  denselben 
die  w^,  Mg,    .    u^  durch  irgend  eines  der  Systeme 

ersetzt. 

Nehmen  wii-  die  Gleichungen  (1)  für  ;i  =  1,  2,  •  -  v  und  denken 
wir  uns  aus  den  so  entstehenden  v  G-leichungen  die  v  —  1  Grössen 

%j     «  +  *; 
eliminirt,  so  ergiebt  sich  eine  Gleichung  von  der  Foiin 

der  die  Functionen 

\V    «*.2;    '•■   '^iy 
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Q-enüge  leisten  und  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  x  sind. 
Der  Coefficient  der  v*^  Ableitung  ist 

(8,)       (-i)-i>,=|^„|    i^rJil  :=Ur.  .) 

Wenn  diese  Determinante  von  Null  verscliieden  ist,  so  ist  demnacli 
die  Differentialgleicliung  (2  J  auch  wirklich  von  der  v^^  Ordnung.  "Wenn 
wir  für  *  =  1  den  Index  1  in  der  Gleichung  (2^)  weglassen,  so  genügt 
also  Wj  für  jede  Wahl  der  t)j,  t)g,  •  •    t)^  der  Differentialgleichung 


M     ,     -n         a        u 


die  demnach  auch  durch 

befriedigt  wird 

Wenn  diese  letztere  Differentialgleichung  wirklich  von  der  'v**" 
Ordnung,  d.  h   wenn 

von  Null  verachieden  ist,  so  kann  man  aus  dem  Gleichungssysteme, 
das  sich  aus  (1)  für 

i  =  1^     A  =  1,  2,  •      V  —  1 

ergiebt,  die  v  —  1  Grössen  Wg,  Mg,  ■  •  •  u^  berechnen  und  erhält 

wo  die  %^j^  rationale  Functionen  von  x  bedeuten;  m  diesem  Falle 
sind  also  die  Differentialgleichungen  (2^)  für  *  =  2,  3,  •  •  v 
mit  der  Differentialgleichung  (2)  von  derselben  Art. 

Wir  setzen  im  Folgenden  voraus,  dass  die  Determinante  P^  von 
NuU  verschieden  ist,  was  offenbar  im  Allgemeinen,  d.  h.  für  willkür- 
liche Wahl  der  rationalen  Functionen,  welche  die  Coefficienten  von  (A) 
bilden,  der  Fall  sein  wird  Die  Differentialgleichung  v*^'  Ordnimg  (2) 
soll  dann  die  (n  —  nif^  der  ursprünglichen  Differentialgleichung 
(A)  associirte  Differentialgleichung  genannt  werden.  Wir  haben 
nunmehr  einige  Eigenschaften  dieser  Differentialgleichung  zu  entwickeln 

Hierbei  bedürfen  wir  eines  merkwürdigen  von  Herrn  Franke 
heiTührenden  Determinantensatzes,  der  wie  folgt  lautet: 

Bilden  wir  aus  den  Elementen  der  Determinante 

I     "^  I 

die  sämmtlichen  Subdeterminanten  >w*°'  Ordnung  und  be- 
zeichnen dieselben  durch 
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so  dass 

\l     =     \Ctiy\  ('."  =  1.3.  '") 

gesetzt  wird  und 

die  aus  h^^^  durch  Abänderung  der  ersten  Indicos  dcv  <(^^, 

die  aus  h^^  durch  Abänderung  der  zweiten  Indieea  dor  a^^  her 
vorgehenden    dieser  Determinanten    bedeuten,    diinii    ist   dii' 
Determinante 

eine  Potenz  der  ursprünglichen  Determinante,   und  '/wnr  ist 

Man  nennt  in  der  Determinantentheorie  djia  Sy.st<?iii  «Icr 
das  («  —  m)**  dem  Systeme  der 

KO  ('.«=»,2,        u) 

associirte  System,   und   entsprechend  auch  die  Dütüriaiiiuntc  ,7  di.- 
{n  —  w)*«  assocurte  Determmante  von  J. 

Auf  einen  Beweis  dieses  Pranke'achen  Satzes  gulion  wir  an  di.'M-r 
SteUe  nicht  ein,  weil  sich  derselbe  indirect  als  eine  Fol^rc  ,1,.,.  ,„i,.i,. 
stehenden  Betrachtungen  ergeben  wird.  Wie  Borchurdt  l.iMncrkt  lial. 
ist  der  in  Kede  stehende  Satz  als  besonderer  FaU  in  dem  s„gnuunil.-n* 
Sylvester'schen  Determmantensatze  enthalten,  für  den  Ilorr  ¥ r<. b .< u i  ii s 
im  86  Bande  des  Crelle'schen  Jommls  (S.  54)  einu,.  (^h'^unton  \W,sv\. 
geliefert  hat. 

Wenden  wir  den  Franke'achen  Satz  auf  dio  Dt-tcnniiiunt/. 

an     so   besagt   derselbe,    dass   die   aus  den    u     (,..^>.  •      „   „,|„,.|,.,„ 
Detei-mmante  '"  >  -      "  ^umj.k-i,' 

(',x=il,2,        V) 

ist.    ta  fo^,  da  die  y^,,j^,  .    .  y^  ein  Fmub^ontalsy»,,,,.,  |„M,.„. 
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Betrachten  wir  die  Gleichungen 

(x  =  l,3,        V,  i  =  l,  2,       r  — 1), 

die  sich  aus  (1)  ergeben,  indem  man  «  =  1  nimmt  und  die  u^jU^,---  u^, 
durch  die  u.  ,  Ug  ,  u  ersetzt,  so  erkennen  wir,  dass  nach  dem 
Miütiphcationstheoreme  der  Determinanten 

/i=i,a,     v-i\  (i=i,a,     v\ 
\x=3,a,     V     )  \x=i,a,     v) 
ist. 

Wenn  also,   wie  wir  voraussetzten,  die  Determinante  P 

nicht  verschwindet,  so  ist  auch  die  Determinante  des  Fune- 

tionssystems 

%'  ^a;  •       ^r 

nicht  identisch  Null,   d.  h.  dieses  Functionssystem  stellt  ein 

Fundamentalsyatem  der  Differentialgleichung  (2)  dar. 

168.  Die  Fundamentalgleioliiingeii  der  assocürten  Differentiol- 
gleiohujagen.     GeometrisolLe  Deutung.     Integralourve. 

Es  möge  für  den  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  bewiesenen 
Satz  noch  ein  zweiter  Beweis  angedeutet  werden,  der  sieh  nicht  auf 
den  Franke 'sehen  Satz  stützt  und  der  uns  zu  einer  Reihe  wichtiger 
Bemerkungen  Anlass  geben  wird. 

Sei  T^j,  ijg,  •  rj^^  ein  Fundamentalsystem  von  (A),  welches  mit 
Vx:  y%j    ' '  y    <iurß^  <^6  Grleichungen 

n 

verknüpft  ist,  wo  also 

^  =  |a^^  1=4=0  ('.*=1,2.      n) 

Dann  ist  bekanntlich 

bilden  wir  also  aus  den  Elementen  der  Determinante 

die  Subdeterminanten  m*"""  Ordnung  und  bezeichnen  dieselben  derart 
durch 

Sohloslager,  Diffurentlulglolohungen     tu  9 
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dass  v,^  aus  u^^  terrorgeM,  indem  ynr  in  u^^  die  y^,  y^,  ■  2/„  durch 
die  ^1^'*%,  •  •  \^  ersetzen,  so  ist  nach  dem  in  der  Nr  30  (Bd.  I,  S.  93, 
Gleich!mg'(5))  emähnten  Satze  über  die  Suhdetei-minanteu  cümponirter 
Systeme,  bei  geeignetei  Wahl  der  Bezeichnung, 


also  msbesondere  für 
(4) 


A  =  l 


Ix         y I     hx    In 


(ir,x=l,S,       r), 


(x  =  l,2,        V), 


die  V     sind  demnach  ebenfalls  Lösungen  der  Ditferontialgluiehmi^'  ('2). 

Wir  wollen  im  Folgenden  die  u^^  als  die  dem  FundamontiilHysteinc 
y^  Vv  ' '  Vn  entsprechenden  Lösungen  der  {n  —  ??*)'""  associirteu  I  )iir('- 
rentialgleichung  bezeichnen,  dann  können  wir  also  den  Satz  iiusHiJnicIii'ii: 

Wenn    die   Integrale    y^,  y^,  •     •  ?/„    der    Difforuntial^Mci- 
chung  (A)  eine  lineare  Substitution  S  erfahren,  so  erfuhren 
die  entsprechenden  Integrale  der  (n  —  m)'°"  asHociirton  Diffc 
rentialgleichung  die  (w  —  w)**  associirte  Substitution  von  *S'. 

Sei  nun  rc  =  a  ein  Yerzweigungspunkt  der  Intograk»  von  (A )  und 
bedeute  "y}^,  %,  •    •  \  das  zu  diesem  Punkte  gehörige  i'iuioniHi'he  i''un 
damentalsystem.    Wir  setzen  der  Einfachheit  \yegen  voraus,  diisH  dio 
Wurzeln 


'2' 


der  zu  X  =  a  gehörigen  Fundamentalgleichung  sämnitlicli  vnn  (iiiiimdci- 
verschieden  smd     Dann  ist  also 

1?^  =  (ic  —  aj"  '^^{x  \a)       («  =  1, 2,     n] , 

wo    ''^^(x  I  a)    eine   nach   ganzen   Potenzen  von   a;  —  a   forfcschivitiMiilc 
Reihe  und  r    einen  der  Werthe  von 


bedeutet. 

Bilden  wir  die  den  i^^,  yj^^ 


S log  (0 

'im      o     X 


rj^^  entsprechenden  Lösungen 


Ix 


(»  =  1,2,-      V) 


der  Differentialgleichung  (2),  dann  ist  also 


'"1 


'"1 


'"2 


'''S 


V.. 


(lU— 1) 
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wo  x^,x^,  •  •  x^  ein  System  von  m  verschiedenen  der  ZaKlen  1,  2,  •  •  n 
bedeutet.  Folglicli  haben  wir  in  der  Umgebung  von  x  =  a  für  v^^^ 
die  Entwickelung 

(5)  v^^^ix-a)"'^'''''^     '^''"'^  P^(x\a)        (x  =  i,2.     .), 

"WO  P^  (x  I  a)  eine  nach  ganzen  Potenzen  von  x  —  a  fortschreitende 
Reihe  darstellt     Setzen  wii* 

(6)  ß=e  ^N^---*"«^' 

so  müssen  diese  v  Grössen  nach  den  Ergebnissen  des  dritten  Abschnittes 
der  zum  Punkte  x  =  a  gehöngen  Fundamentalgleichung  der  Differential- 
gleichung (2)  genügen;  im  Allgemeinen  sind  dieselben  von  einander 
verschieden,  wir  woUen  dies  der  Einfachheit  wegen  annehmen  Dann 
sind  die  v  Integrale  (5)  linear  unabhängig  (vergl.  Nr.  31,  Bd.  I,  S.  100) 
und  büden  folglich  ein  Fundamentalsystem  und  zwar  das  zu  x  =  a 
gehörige  canonische  Fundamentalsystem  der  Differentialglei- 
chung (2). 

Hieraus  folgt  nun  sofort,  dass  auch  jedes  einem  Fundamental- 
systeme Vi,  Vi,  •  • '  y^  von  (A)  entsprechende  Lösungssystem  m^^  der 
Differentialgleichung  (2)  ein  Fundamentalsystem  von  (2)  sein  muss; 
denn  bestünde  zwischen  den  u^^  eine  homogene  hneare  Beziehung  mit 
Constanten  Coefficienten,  so  würde  aus  den  Gleichungen  (4)  das  Be- 
stehen einer  eben  solchen  Relation  zwischen  den  v^    folgen. 

Beiläufig  lernen  wir,  dass  die  Grössen  (6)  die  Wurzeln  der  zum 
Punkte  x  =  a  gehörigen  Fundamentalgleichung  der  Differentialgleichung 
(2)  darstellen.    Wir  woUen  uns  diese  Fundamentalgleichung  büden. 

Wenn  das  Fundamentalsystem  y^,  y^,  -  y^  von  (A)  bei  einem 
einfachen  Umlaufe  der  unabhängigen  Vanabeln  x  um  den  Punkt  x  '=  a 
die  Substitution 

-^^("iJ        (».'«  =  1.3,     «) 
erfährt,  so  lautet  die  zu  x==a  gehörige  Fundamentalgleichmig  von  (A) 

(7)  |a^^-_  ^^^ü)|  =0         {x,f=i,3,     «) 

Das  entsprechende  Fundamentalsystem  u^^ ?  w^g ,  •  u^^  der  (n  —  mf°^ 
associirten  Differentialgleichung  (2)  erleidet  dann  bei  demselben  Um- 
laufe die  (n  —  m)'^  assocürte,  Substitution 

von  Ey  und  die  zu  x  =  a  gehörige  Fundamentalgleichung  von  (2) 
lautet  demgemäss 

(8)  \ß^^  —  d^^<o\^Q        (x,.  =  i,2,     .) 
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Also  sind,  wie  HeiT  Gt.  Rados  bemerkt  hat;  die  Wurzeln  der 
Crleichimg  (8)  die  Producte  von  je  m  verschiedenen  der  Wurzeln  dor 
Gleichung  (7),  und  hieraus  ergiebt  sich  nun,  wenn  wir  in  den  linken 
Seiten  der  Gleichungen  (7)  und  (8)  ©  =  0  setzen,  der  Franke 'sehe 
Satz,  da  ja  die  Determinanten 

ja  ^1  =  +  0^0)3    ••0^  (',x  =  i,2,     H), 

sind. 

Die  hier  durchgefühi-ten  Betrachtungen  leiten  uns  zu  einer  sehr 
wichtigen  und  folgenreichen  Auffassung  der  Lösungen  einer  homogoneii 
linearen  Differentialgleichung  hin,  die  wir  jetzt  darlegen  werden,  iinleiu 
wir  au  gewisse  geometrische,  von  H  G  Grassmann  in  seiner  „Auh- 
dehnungalehre"  eingeführte  Gesichtspunkte  anknüpfen 

Hat  man  n  stetig  veränderliche  reale  Grössen 

^1  j  ^2  >  '  ' '  ^n> 
die  nur  abgesehen  von  emem  allen  gemeinsamen  Factor  bestlinmt  sind 
so  kann  man  dieselben  als  die  homogenen  Coordinaten  eines  J' 1111  kies 
einer  (w— l)-fach  ausgedehnten  ebenen  Mannigfaltigkeit,  (»der,  wie 
mau  sich  küi-zer  ausdnlckt,  eines  (w  — l)-dimensionalen  Kunmi'M  Ji 
auffassen.  Jedes  Grössensystem,  dessen  n  Elemente  nicht  silinrntliril 
verschwinden,  bestimmt  auf  diese  Weise  einen  Punkt  des  Ji 

Betrachtet  man  die  Coordinaten  von  w  verschiedenen  soldion  Vunktcii 


(I) 


(<  <   -•'<, 


"«  y 


^(-)^(m).     ,^H 


die  SO  beschaiPen  smd,  dass  die  nm  Grössen  (I)  ein  System  vom  I^l^L^o 
m  bilden,  dann  bestimmt  die  Gesammtheit  derjenigen  l>,inkto  doren 
toordmaten  sich  in  der  Form  ' 

Men  to^  ,0  ie  X„  X„  ■  ■  K„  Comtanten  b„,Ie«teu,  „ino  iu 
aem  M.^_^  enthaltene  Mamugfeltigkeit  («-,«)""  Stufe  r«  -  1>" 
Dunens^on.    M«  kann  dieselbe  durch  («L„,)  homogone '«„  1  «  „;. 

ip^".  "Tu^'^r'"  '^°°"^*»  eines "verMcrill^- 
steW  ^t^"^''  örassmann  hat  abor  „oben  diese.-  IW- 

mZIu^.  .    '?°"S'"  ""'*   ^™  Be«timm„UK   iW 
Manmgfaltigieit  durch  Coordinaten  eingefthrt 


C'hL'iien 
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Er  definirfc  nämlicli  als  die  homogenen  Coordinaten  der  durch  die 
Grleiciinngen  (II)  bestimmten  ebenen  Mannigfaltigkeit  oder  (wie  wir 
kürzer  sagen  wollen)  Ebene  {n  —  m)*"  Stufe^,  ein  System  von  Zahlen, 
welches  den  aus  dem  System  (I)  gebildeten 

n{n  —  1)       {n  —  w-f  1) 

*'  Tä       m 

Determinanten  w*"  Ordnung  proportional  ist  Diese  Definition  recht- 
fertigt sich  dadui'ch,  dass  man  zu  denselben  Coordinaten  kommt,  wenn 
man  statt  von  den  m  Punkten  mit  den  Coordinaten  (I)  von  irgend 
welchen  anderen  m  Punkten  der  Ebene  (w  —  w)'°'^  Stufe,  die  nicht  schon 
m  einer  Ebene  (w  —  m  -\-  1)*"  Stufe  liegen,  ausgeht 

Im  Smne  einer  bei, der  geometrischen  Interpretation  functionen- 
theoretischer  Verhältnisse  seit  C leb  seh  üblichen  üebei-tragungsweise 
behält  man  die  füi-  den  Fall  realer  örössen  x^,  x^,  •  ■  •  x  eingeführte 
Terminologie  auch  in  dem  Falle  bei,  wo  diese  Grössen  behebige  com- 
plexe  Werthe  anzunehmen  vermögen. 

Wii"  werden  also  die  Werthe,  welche  ein  Fundamentalsystem 
Vu  y%)  '  '  Vn  ^^^  Differentialgleichung  (A)  an  irgend  einer  Stelle  x 
annimmt,  auch  als  die  homogenen  Coordinaten  eines  Punktes  im  JR     , 

7  O  II  — 1 

auffassen  können  und  auf  diese  Weise,  wenn  wir  x  alle  complexen 
Wei-the  durchlaufen  lassen,  ein  Gebüde  (n  —  2y"  Stufe,  eine  Curve, 
wie  wir  sagen  wollen,  im  B„__^  erhalten  Wir  denken  uns  diese  Curve 
(5  in  der  Form 

(9)  y>c  =  yA'^)     ^*=^>^'   "^ 

dargestellt.  Es  entspricht  dann  jedem  nicht  singulären  Werthe  von  x 
ein  Punkt  der  Curve  (£,  da  ja  für  keinen  solchen  Werth  alle  n  Inte- 
grale y^^jy^,  •  y,^  verschwinden  können;  bei  dieser  geometrischen  Inter- 
pretation wird  also  ein  Uebelstand  vermieden,  der  sich  in  der  Nr,  133 
(S.  11)  bei  der  daselbst  dargelegten  geometrischen  Deutung  unangenehm 
bemerkbar  machte. 

1G9.  Gteometrisolie  Deutung  der  Integrale  der  assocürten  Differential- 
gleichungen.    Contragredien^. 

Es  kann  weder  die  Curve  ©  m  ihrer  Totalität  noch  ein  behebig 
kleines  continuirhches  Stück  von  ß  in  einer  Ebene  irgend  welcher 
Stufe  des  B^_^  liegen;  denn  dies  würde  das  Bestehen  von  homogenen 
linearen  Beziehungen  mit  von  x  unabhängigen  Coefficienten  zwischen 
den  y  ,  y^,  y^  zur  Folge  haben  Diese  Curve  ist  also  eine  (w  —  2)- 
fach  gekrümmte,  oder,  wie  sich  HerrLie  ausdrückt,  eine  möglichst 
gekrümmte  Curve  des  i2^_i 
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Betrachten  w  «««)  ^der  ^^^^  ^"r^^'^^Sf^^. 
p™>kte  der  Cnrve  S  tmd  derien  uns  d»«li  dieselben  eme  Ebene 
(»-«r  stufe  hmdOTohgelegt,  so  nennen  wir  diese  eme  inngen- 
tialebene  (»-»)'"  Stnfe  der  Curve  S.  ,„,,.„:„ 

Auf  Grand  der  Prmcipien  der  Differentialreclmung  ist  es  leielit  ein- 
zusehen, da.s,  wenn  y,(x),yM>  '  '  S'.W  *«  Coordinaten  emes  regi;- 
ton  P^to  unserer  Curve  sind,  die  (»-  1)  Pmitte,  deren  Coord,- 

naten  durcli  ,.  . 

y;{^),        2/2  (^);        ••■2/nW; 


dargesteUt  werden,  der  dm-cli  den  Punkt  mit 'den  Coordinaten 

2/i(^);  2/sW»  •  •  •  ^«C^) 
hindurcligelegten   Tangentialebene    {n  —  mj^    Stufe    anfrehöron.     Di., 
homogenen  Coordmaten  dieser  Tangentialebene  im  Sinno  von  Grass 
mann  sind  also  proportional  den  v  aus  den  Elementen  dos  Systoms 

yr\^\  yT~'\^)>  ••^r-^^w 

gebildeten  Determinanten  m^^  Ordnung;  dies  sind  aber  genau  nns^ro 
Determinanten  u^^,  m^j,      ■  u^^.    D,  b  : 

Die   Coordinaten    der    in    dem   Punkte    (y^,  ?/,,    •    y/J    der 
Integralcurve   £    gelegten   Tangentialebene    (»j  —  wi/'*'   Htiii'f 
sind    proportional    den    dem    Fundamentalsysteme    \yj    out 
sprecbenden  Lösungen  der  (n  —  wi)*°"  associirbon  Difforuutial- 
gleichung  von  (A). 

Betrachten  wir  insbesondere  die  Tangentialebene  oi-ator  Stiitb  (dio 
wir  für  w  >  3  wohl  auch  als  Tangentialebene  schlechthin,  ebenso  wie 
die  Ebene  erster  Stufe,  kurz  als  Ebene  bezeichnen),  ho  sind  deren 
Coordinaten  proportional  den  zu  den  Elementen  t/j""'*',  ■  •  i/'y  '^  ge- 
hörigen Subdeterminanten  der  Determinante 

diese  n  Subdeterminanten  sind  aber  nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  22 
(Bd.  I,  S.  62)  nichts  anderes  wie  die  mit  dem  Factor 
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multiplicirten  Elemente  des  dem  Fundamentalsysteme  (j/  ]  adjungirten 
Fundamentalsystems  0^,8^^  •  z^  der  zu  (A)  adjungirten  Differential- 
gleicliuiig  (A').    Wir  können  also  sagen: 

Die  erste  Associirte  der  Differentialgleichung  (A)  geht 
aus  der  zu  (A)  adjungirten  Differentialgleichung  (A')  dadurch 
hervor,  dass  man  in  der  letzteren  die  abhängige  Variable  8 
mit  dem  Factor 

—fpidx 

& 

multiplicirt. 

Die  Elemente  g^^  e^j  •  •  •  0^  des  zu  y^,  y^,  ■  ■  ■  y„  adjungirten 
Fundamentalsystems  können  als  die  Coordinaten  der  Tangen- 
tialebene (für  w  =  3  der  Tangente  im  Sinne  der  gewöhnlichen 
Geometrie),  die  an  die  Integralcurve  S  im  Punkte  (y^,  Vi)'"  V) 
gelegt  ist,  aufgefasst  werden. 

Die  GHeichuugen 

(10)  0^  =  0^(x)  (x  =  l,8,       n) 

stellen  dann,  wie  wir  sagen  können,  die  Curve  5  in  Ebenencoordi- 
naten  (für  w  =  3,  in  Liniencoordinaten)  dar. 

Die  Ausübung  einer  linearen  Substitution  auf  die  Coordinaten 
ajj,  ajg,  •  sc^  kann  geometrisch  in  doppelter  Weise  gedeutet  werden. 
Hält  man  den  Punkt  fest,  dessen  Coordinaten  proportional  sind  den 
fljj,  iCg,    ■    a?„,  30  kann  man  die  Ausdrücke 


(11)  S.=2«..«'i         (''=^'^'     ")> 

i=i 

1«^^  1=1=0  {'.»«  =  1,3,        n), 

als  die  Coordinaten  desselben  Punktes  in  einem  neuen  Coordinaten- 
systeme,  dessen  Fundamental-w-flach  durch  die  n  Ebenen 

n 
<  =  1 

gebildet  wird,  auffassen.  Betrachtet  man  dagegen  das  Coordinaten- 
system  als  fest,  so  wird  durch  die  Gleichungen  (11)  jedem  Punkte 
(x^,  iCg,  •  icj  des  i2„_i  em  wohlbestimmter  anderer  Punkt  (1^^,  §g,  •  •  | J 
zugeordnet,  und  man  nennt  diese  Art  der  Zuordnung  bekanntlich  eme 
collineare.  Wir  werden  uns  im  Folgenden  stets  dieser  letzteren 
Interpretation  bedienen  und  dementsprechend  jede  lineare  Transforma- 
tion (11)  als  eine  Collineation  auffassen. 

Es   stehen   dann   also    alle  Integralcurven,    die   zu   einer 
linearen    Differentialgleichung   (A)   gehören,    in    collinearer 
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Beziehung  zu  einander,  und  jede  Integralcurve  wird  (lurc'li 
die  Collineationen  der  Monodromiegruppe  der  Differential- 
gleichung in  sich  selbst  tr^nsformirt. 

Wenn  Sie  y^,  y„,  •    •  y^  irgend  eine  lineare  Substitution 

erfahren,  so  erfahren,  wie  wir  in  der  Nr  168  (S.  130)  gezeigt  haben, 
die  entsprechenden  Lösungen  u^^,  w^g,  •  •  ««^^  der  (w — ?w)'""  ussociirfct'ii 
Differentialgleichung  die  (n  —  w)*^  associirte  Substitution 

deren  Elemente  die  Subdeterminanten  w*°'  Ordnung  der  Dotonainuntt* 

sind. 

Wir  schliessen  daraus,  dass  die  Mouodroinicgrup])»'  der 
(w  —  »i/^°  associirten  Differentialgleichung  aus  den  («--  w/j^'*" 
associirten  Substitutionen  der  Monodromiegruppe  fi  von  (A) 
besteht;  wir  nennen  diese  Gruppe  wohl  auch  die  (u  ~  ;>/)'" 
associirte  von  h. 

Aber  auch  zwischen  der  Transformationsgruppo  von  (A) 
und  der  seiner  (n  —  m)^''  associirten  Differentialgleichung  be- 
steht eine  ähnliche  Beziehung. 

In  der  That  ist  zimächst  klai-,  dass  die  Gesamnitliuit  der  (w  ~  ///)'-«« 
associirten  Substitutionen  der  Substitutionen  einer  Gruppe  selbst  wieder 
eine  Gmppe  büdet,  denn  nach  dem  Satze  über  die  Hubdotorminuiiten 
componirter  Systeme  (Nr.  30,  Bd  I,  S.  93,  Gleich  (5))  ist  die  {h-^,h\'" 
associirte  einer  aus  zwei  Substitutionen  componii-ten  Substitution  in 
derselben  Reihenfolge  aus  den  (n  -  mj'^  associirten  der  l>oiden  Com 
ponenten  zusammengesetzt 

Wir  können  also  allgemein  zu  jeder  Gruppe  lineurer 
homogener  Substitutionen  eine  (« -  m)^  aasociirte  Gi-upnu 
herstellen.  ^  '■ 

Sei  nun  H  die  Transfomationsgmppe  von  (A)  und  bilden  wir  die 
(^-m)te  assocnrte  Gruppe  E'^—^  von  H    Bedeute  ferner 

eine  i.tion^ale  Differentialfunction  der  u,^,  die  bei  den  Transformationen 

Te  D,ff.>  r?f' 1'"*  ^^f^'  ^^  ''^  "^''^  ^'"^«^i«"  --h  als  nttio- 
solche  hm  A.^  TV  7  .  ^"  ^«'  ■  ■ '  'J"  •l''™''^!«"-  'intl  l'l<'ibfc  -.i» 
solche  bei  denfemsfomataen  von  £^  nngeändsrt;  sie  ist  «Iso  ™ti„„„l 
m  X.    Umgekehrt  möge  9i«  rational  durch  ^  uu^d.««.-  «ein,  Zl 
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bleibt  9ft(M),  als  Function  der  y^,  y^,  •  •  •  y^  dargestellt,  bei  den  Trans- 
formationen yon  S  ungeändert,  also  als  Function  der  u^^  bei  den 
Transformationen  von  jy''~'"\  Das  beisst,  die  Gruppe  S^"~'^^  besitzt 
die  beiden  durch  den  Picard-Vessiot'scben  Doppelsatz  ausgedrückten 
Eigenschaften  der  Transformationsgruppe  der  (n  —  my^  associirten 
Differentialgleicliung,  sie  muss  also  nach  emer  in  der  Nr  151  (S.  73) 
gemachten  Bemerkung  mit  dieser  Transformationsgnippe  identisch  sein 
Dividirt  man  die  Elemente  der  ersten  einer  Substitution  S  asso- 
ciirten Substitution  durch  die  Determinante  von  S,  so  erhält  man  die 
zufi^reciproke  Substitution  Adjungii*te  Fundamentalsysteme  erfahren 
nach  dem  Satze  der  Nr.  23  (Bd.  I,  S.  65)  stets  einander  reciproke 
Substitutionen     Also  haben  wir  den  Satz: 

Die  Transformationsgruppe  und  die  Monodromiegruppe 
der  einer  Differentialgleichung  adjungirten  Differentialglei- 
chung bestehen  aus  den  reciproken  Substitutionen  der  ent- 
sprechenden Gruppen  der  ursprünglichen  Differentialglei- 
chung. 

Oder,  da  beide  Gruppen  aus  paarweise  mversen  Transformationen 
bestehen  und  (Nr.  30,  Bd.  I,  S.  95;  vergl.  Nr.  150,  S.  70)  die  inverse 
der  recipi'oken  die  transponii-te  ursprüngbche  Substitution  ist,  so  können! 
wir  auch  sagen: 

Transformationsgruppen  sowohl  wie  Monodromiegruppen 
adjungirter  Differentialgleichungen  gehen  durch  Transposi- 
tion ihrer  Substitutionen  auseinander  hervor. 

Da  Differentialgleichungen  derselben  Ai-t  und  gleicher  Ordnung 
dieselbe  Transformations-  und  Monodi-omiegruppe  besitzen,  wenn  man 
entsprechende,  d.  h.  durch  die  die  Artbeziehung  darstellende  Eelation  mit 
einander  verknüpfte  Fundamentalsysteme  zu  Grunde  legt,  so  gelten  die- 
selben Beziehungen  auch  zwischen  der  Gruppe  emer  Differentialgleichung 
(A)  und  der  Gruppe  irgend  einer  mit  der  adjungirten  von  (A)  zur 
selben  Art  gehörigen  Differentialgleichung.  Wenn  wir  uns  also  einer 
in  der  Invariantentheone  der  algebraischen  Formen  gebräuchlichen 
Ausdrucksweise  bedienen,  wonach  zwei  Systeme  von  Grössen,  die  ein- 
ander reciproke  Substitutionen  erleiden,  als  contragredient  bezeichnet 
werden  (vergl.  Nr.  23,  Bd.  I,  S.  66\  so  können  wir  sagen: 

Ein  Fundamentalsystem  y^,  y^,  •  •  y^  von  (A)  ist  mit  dem 
entsprechenden  Pundamentalsysteme  ^^,  ^^,  ■  ■  ^^^  einer  Diffe- 
rentialgleichung w*"  Ordnung,  die  mit  der  Adjungirten  von 
(A)  zur  selben  Art  gehört,  contragredient  in  Bezug  auf  alle 
Transformationen  der  Transformationsgruppe  von  (A), 
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Sind  zwei  Variabelnsysteme 

^if  ^i}  '"  \} 

conti-agredient  in  Bezug  auf  eiae  Subetikition  S,  welche  die  Xj^,  x^,  •  •  x^ 
erfahren,  so  folgt  aus  einfachen  Determinantensätzen,  dass  die  bilineare 
Form 

bei  Anwendung  der  Substitution  jS'  ungeändert  bleibt.  Bilden  wir  also 
den  Ausdruck 

wo  a,  ß  irgendwelche  der  Zahlen  0,  1,  2,  ■  •  bedeuten,  so  bleibt  der- 
selbe bei  allen  Substitutionen  der  Tranaformatioiisgi-ui)i)ü  Jt  von  (A) 
ungeändert.  Dieser  Ausdruck  ist  aber  eine  rationale  Diöbrentifilfunc- 
tion  der  Vi,  y^,  '  • '  y„,  ©i*  ^^^  folglich  einen  in  x  rationalen 
Werth.  AJs  Beispiel  hierfür  können  die  in  der  Nr  23  Qii[.  I,  S.  (i3 
Gleich.  (19))  aufgestellten  Relationen  zwischen  den  Elemonten  iidjungirter 
Fundamentalsysteme  gelten. 

170.  Algebraisolie  Beziehungen  zwischen,  den  Elementen  eines 
Fondamentalsystems  der  höheren  Assooiirten.    Prinoip  der  Dualität. 

Die  geometrischen  Sätze  über  die  Coordiuaten  dor  Ebenen  ver- 
schiedener Stufe  lassen  sich  nun  in  ebenso  viele  Sätze  über  dio  Be- 
ziehungen zwischen  den  Fundamentalsystemeu  der  zu  (A)  uasociirteii 
Differentialgleichungen  umbüden. 

Besonders  wichtig  ist  der  Satz,  dass  zwischen  den  (Joordi nuten 
der^  Ebenen  2%  3*«  . .  (w  -  2)*"^  Stufe  identische  liomogenci  alge- 
braische Beziehungen  von  höherem  als  dem  ersten  Grade  bestehen;  es 
folgt  aus  demselben: 

Die  Elemente  eines  Fundamentalsystems  der  2*'"'^   H*^'"  • 
(w  — 2)*«'^  associirten  Differentialgleichung  befriedigen  nicht- 
lineare  homogene  algebraische  Gleichungen. 

Wir  woUen  für  den  PaU  einer  Differentialgleichung  vierter  Ordnung 

die  zwischen  den  Integralen  der  zweiten  associirten  Differentialgleichung, 
Je  also  m  diesem  FaJle  von  der  sechsten  Ordnung  ist,  bestehende 
Relation  herleiten     Wir  büden  aus  dem  Systeme 
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\yi,  Vi,  2/3';  vi 

die  sechs  mögliclien  Determinanten  zweiter  Ordnung 


y.y^—y^yi  =  <°.^ 


(i<x), 


dann  bilden  diese  im  Allgemeinen  ein  Pnndamentalsystem  der  zweiten 
associirten  Differentialgleicliimg.  Der  Laplace'sche  Determinantensatz, 
auf  die  identisch  verschwindende  Determinante 

Vi    y%   2/3   ^4 

Vi  <  <  yl 
Vi  ys  2/3  ^4 
yi  y%  2/3'  yl 

angewandt,  liefert  die  gesuchte  Beziehung 


w 


^8*^84  —  '»lö«'24  H-  «»14  «»aS  =  ^5 


es  ist  die  aus  den  Elementen  der  analytischen  Geometrie  wohlbekannte 
G-leichung,  die  zwischen  den  Plücker'schen  Coordinaten  einer  geraden 
Linie  des  gewöhnlichen  dreidimensionalen  Raumes  besteht. 

Um  die  analogen  Relationen  im  allgemeinsten  Falle  aufstellen  zu 
können,  knüpfen  wir  an  das  in  der  neueren  Gf-eometrie  so  fruchtbar 
gewordene  Princip  der  Dualität  an. 

Aus  dem  Begriffe  des  ebenen  (w  —  l)-fach  ausgedehnten  Raumes 
i2^_j  folgt,  dass  ebenso  wie  (n  —  1)  Punkte  (Ebenen  (w  —  1)^'  Stufe) 
von  allgemeiner  Lage  eine  Ebene  (erster  Stufe)  bestimmen,  auch  um- 
gekehrt (w  —  1)  Ebenen  von  allgemeiner  Lage  einen  Punkt  (ihren 
Schnittpunkt)  bestimmen  Allgemein  wird  dm-ch  (n  —  m)  Ebenen  von 
allgemeiner  Lage  eine  Ebene  »i*"'  Stufe  bestimmt,  ebenso  wie  {n  —  m) 
Punkte  gerade  zur  Bestimmung  einer  Ebene  (w  —  mf^^  Stufe  hinreichen. 
Daraus  folgt,  dass  jeder  Satz  der  Geometrie  des  -R„_i,  der  sich  auf 
Lagenverhältnisse  von  ebenen  Gebilden  bezieht,  in  einen  ebenfalls  rich- 
tigen Satz  übergeht,  wenn  man  darin  an  die  Stelle  des  Wortes  „Ebene" 
das  Wort  „Punkt",  und  allgemem  an  die  Stelle  des  Wortes  „Ebene 
w*"  Stufe"  das  Wort  „Ebene  (w  —  m)*"  Stufe",  für  w  =  2,  3,  ■n—2, 
setzt.    Dies  ist  das  Piincip  der  Dualität.    Es  stehen  also  im  ii^_j 

die  Ebene  m*"  Stufe    |    und  die  Ebene  (w  —  m)*«  Stufe 

(m  =  1,  2,  •  •  •  w  —  1) 

einander  dualistisch  gegenüber.   Je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist, 

giebt  es  oder  giebt  es  nicht  ein  sich  selbst  dualistisches  ebenes  Gebilde. 
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Im  Sinne  dieser  Auffassimg  werden  wir  also  zunächst  den  als 
Pimktcoordinaten  gedeuteten  Lösungen  y^,  y„  •  •  2/„  der  gegebenen 
Differentialgleichung  (A)  die  entsprechenden  Lösungen  der  ersten  asso- 
cui-ten   Differentialgleichung  oder   die   Ton   denselben  nur   durch   den 

gemeinsamen  Factor 

const  fpi  ^' 

verschiedenen  Elemente  des  adjungirten  Fundamentalsystems  ^i,  ^o? " " "  -^h 
der  zu  (A)  adjungirten  Differentialgleichung  als  Ebeneneoordinaten 
gegenübei-stellen.  Die  bekannten  Beziehungen  zwischen  adjungirten 
Fundamentalsystemen  und  die  in  der  Nr.  169  (S  137)  aufgestelltün 
Sätze  entsprechen  der  dualistischen  Beziehung  zwischen  Punkt  und 
Ebene      Entsprechend  werden  wir  dann  allgemein  die  Lösungen 

^lU    ^*12'    •••    "'1.  ^*  =  ""'^ 

der  (w  —  wi)'^"^  associirten  Differentialgleichung,  die  wir  durch  (A^"  "'"') 
bezeichnen  wollen,  mit  den  Lösungen  der  m^°^  associirton  Diffciviitial- 
gleichung  (A^"'^  in  Beziehung  zu  setzen  suchen. 

Wir  bezeichnen  die  zu  der  Subdeterminimte  ■;«'"  Ordnung  «     von 
I){y^,  y^j    ■  •  yj  adjuugirte  Subdetenninante  (n  —  ?«)'"'  Ordnung  duroli 

so  dass  also,  wenn,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 

I/j i\  I 
Va  I  (« =  '1 .  '2 .       '«..  /^  =  "1 .  >*2 .       "m) 

ist,  ebenfalls  abgesehen  vom  Yorzeichen 

«  _|J/9-l)|  ,  ,     ,  ,  ,      ,  , 

''v  —  i+l,v-x+l  \Vtt  I  (.«  =  'l,'a.       ^»—w-  /*  =  *!. "».        "«  —  „J 

zu  nehmen  ist,  wo  die  beiden  Zahlenreihen 

h>  S>  •    •  K>  V'  h'f         K-m7 

je  eine  Permutation  der  Zahlen  1,  2,  •  •  •  w  dai-stellen.    Die  Anzahl  dor 
^ix  stimmt  dann  wegen  der  Q-leichung 

m  (n—m) 

mit  der  Anzahl  der  u^^  überein;  überdies  denken  wir  uns  die  Bezeich- 
nung so  gewählt,  dass 

ist,  so  dass  also  die 
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das  den  y^,  y^j  •  •  y,^  entsprechende  Fundamentalsystem  der  m^"^  asso- 
ciirten  Differentialgleichung  (A^*"^)  darstellen 

Dann  bestehen  nach  dem  Laplace 'sehen  Determinantensatze  die 
Q-leichungssyteme 

V 

x  =  l 

V 

(15)  2w..^_.+i,._,+,  =  o;   A=H.; 

V 

(17)  2^,^_.+,,_,+,  =  0,     A  +  ^, 

wenn  wir  uns  die  Voi-zeichen  der  u^^,  v^^  in  geeigneter  Weise  gewählt 
denken. 

Diesen  Gleichungen  sind  noch  die  folgenden  an  die  Seite  zu  stellen. 

Bedeuten    %,  "ri^j    ••'?„_,„   irgendwelche    (n  —  ni)    hnear   unab- 
hängige Lösungen  von  (A)  und  v^  diejenige  Determinante,  die  aus  den 
"^hi  %j  ' '    Vn-vi  ^6^st  deren  Ableitungen   ebenso  gebildet  ist,  wie  v 
aus  den  y^,  y^,  •      ^„__„,  nebst  deren  Ableitungen,  so  bestehen  die  den 
Gleichungen  (a)  (Nr.  167,  S.  127)  analogen  Beziehungen 

(«  )  ^.  =  ^.0^1  +  ^.X  +•   •  +  ^..  .-A~'\ 

wo  die  i(f^^  rationale  Functionen  von  x  bedeuten  Wenn  nun  die 
M  Integrale 

ein  Fundamentalsystem  von  (A)  constituiren,  so  ist  die  Determinante 

(18)  JD(i)^,  ^2,      .  ^,^,  ^^,  ,^2,  . . .  '^^_J  =  const.  e~  "'"*; 

bezeichnen  wir  also  mit  v^_^,^  die  zur  Subdeterminante  m^^  Ordnung 
M  adjungirte  Subdeterminante  (n  —  ?w)*"  Ordnung  von  (18),  so  ist 
nach  dem  Laplace 'sehen  Satze 

'S^u  V       . ,  =  const.  e       ^     . 

i  =  i 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  die  sich  aus  (a),  («')  ergebenden 
Werthe  ein,  so  erhalten  wir  linker  Hand  einen  Ausdruck  von  der 
jt-estalt 
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wo  die  P„.  rationale  Functionen  von  x  bedeuten,  d.  h..  eine  bi  lineare 
Form  Yon  it^,  'o^  und  deren  (v  —  1)  ersten  Ableitungen.  Schreiben 
wir  u  an  die  Stelle  von  m^,  «  an  die  Stelle  von  v^,  so  ist  also 

(19)  zJ^^^^\^'^^^  =  conat.  e~^'''% 

und  bierin  bedeuten  nun  m,  -ü  irgend  zwei  geeignet  gewählte  Integi-alo 
der  Differentialgleichungen  (A^"""*^,  (A^"'^).  Insbesondere  ist  die  Grlei- 
chung  (19)  stets  erfüllt  für 

Ix'  1,  r — x  +  1  '    '  '  ' 

für  diese  Integralpaare  folgt  dieselbe  auch  unmittelbaa-  aus  den  Glei- 
chungen (16). 

Wenn  n  eine  gerade  Zahl 

M  =  2m 
ist,   so   fallen   die   Differentialgleichungen   (A^'"'),  (A^"~"*')   zusamiaoii, 
die  v^^  sind  mit  den  u^^  identisch,  und  die  im  Allgemeinen  bilinettr(i 
Form  Z  verwandelt  sich  in  eine  quadratische  Form 

(20)  ^2?^'"'  ^"^'^«z*  =  '"^^-  ^~^'''^  ■ 

Femer  folgt  m  diesem  FaUe  aus  (15)  für  A  =  1,  ^  =  v  die  Beziehung 

X=al 

die   für  w  =  4   in   die  für  die  Differentialgleichung  vierter  Ordnung 
gefundene  Beziehung  (y)  (S.  139)  übergeht. 

171    Beziehungen  awisohen  den  Adjimgirten  der  assocürten 
Differentialgleichnngen. 

Wir  woUen  nun  die  Adjnngirte  der  Diffeientialgleichung  (A^'-'''^ 
aufenchen,  oder,  genauer  gesprochen,  die  erste  Associirte  dieser 
Differentialgleichung. 

Zufolge  unserer  Yoraussetzung  büden  die 

'^  ^(^r*'^y^*'°'  ™  (^'''■""');  ^^  Integrale  der  ersten  Assocürten 
von  (A        }  smd  also  nichts  Anderes,  wie  die  zu  den  Elementen 
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gehörigen  Subdetemiinanten  der  Determinante 


.(.-1) 


(.,«  =  1,2,       *), 


■wir  bezeictnen  die  zu  u'l~^^  gehörige  dieser  Subdeterminanten  durch 
w^^.  Dann  folgt  zunächst  aus  der  in  der  Nr.  167  (S.  129)  gefundenen 
Gleichung 

1       0      ••   0 


(22) 


(f,  X  =  1,  2,       V) 


1  1 

9'u     ^Jia 


'ir 


^'ii     9'i2    ••   9^1^ 


I    ^*  I 
(<,x  =  l,2,       *-) 


nach    dem    Satze    über    die    Subdeterminanten    componirter    Systeme 
(Nr  30,  Bd.  I,  S.  93) 

'^1  |(,_1)|    1  I  /•  =  1.2,       "-1,  \ 

(23)       '^,,=2i  "Pm  r>.x\     (r!';'"  \~^L    J' 

WO  sich  das  Summenzeichen  auf  die  v  möglichen  Combinationen 

\,  K,  •  •  •  K-i 
von  je  (v  —  1)  der  Zahlen  1,  2,  ■  •  •  v  bezieht  und 


zu  nehmen  ist 

0 

9^ 

11 

=  1,    (^,,  =  0 

ß 

>i) 

Buden  wir 

nun  das  Determinantenproduct 

^1  ^13   • 

•"i. 

v^^       0  0  .    •  0 

0     W,3  W,3   . 

■^iv 

(24) 

^21  «*22 

•       ^2v 

^.-iio-    0 

= 

0  w,,  «23  . 

•Wg, 

^1^3 

'      ^v 

v^^       00-1 

-ö   ^2  ^3  • 

•^v 

wo  i)  kurz  für  D(y^,  y^,  ■  ■  •  yj  geschrieben  wurde  und  die  Richtig- 
keit der  Grleichung  (24)  sofort  erhellt,  wenn  man  die  Gleichungen 
(14),  (15)  beachtet,  so  ist  also,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 

(2ö)  M'^iv  =  ^(yi^y^r    yJhxl- 


[t,  X  =  1,  2,        v) 


Ebenso  folgt  allgemein 


/A  =  l,2,        v-l\ 


(.,x  =  l,S,       V)  /A  =  l,       *-  — a,r  — et  +  2,        v\ 

\}L^1,       r-|*,r-,if+2,       v) 

3etzen  wir  die  sich  hieraus  ergebenden  Werthe  m  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  (23)  em,  so  erhalten  wir  mit  Rücksicht  auf  den  Franke- 
3chen  Satz 
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WO  die  0^  rationale  Functionen  von  x  bedeuten,  und  wenn  wir  noc.li 
die  sich  aus  («')  (S.  141)  ergebenden  GHeichungen 

beachten, 

(26)       «^.  =  [i)(j,,,  j,,,    . ,  yjf -"'"-«-'2'"^.<L»+. 

(x  =  l,2,       V), 

wo  die  ?P"^^  ebenfalls  rationale  Functionen  von  x  sind. 

Die  Integrale   der  zu   (A^""™^)   adjungirten  Diifereiitialglei(ibuüg 
geben  aus  den 

Wjj,  Wj^g,  •  •  •  w^^ 
durch  Division  mit 

hervor,  die  Gleichung  (26)  enthält  also  den  Satz: 

Die  lineare  Differentialgleichung,    welche   aus   diir   Ad 
jungirten  der  (w-m)*- associirten  Differentialgleichuu^r  v(»n 
(A)   dadurch  hervorgeht,    dasa   man   die    abhäugigo   VuriaM.. 
dieser  Adjungirten   mit   D^y^,  y^,        yj   multiplicirt,   g.böri 
mit  der  w*«°  Assooiirten  zur  selben  Art. 

In  diesem  Satze  findet  die   dualistische  Beziehung  zwischen   don 
Ebenen  (n  -  m)*«  und  m^"  Stufe  des  72^^  ihren  Ausdinick 


Drittes  Kapitel. 

172.    Tronsformatiou   der  Differentialgleiolmiig.     Oauonlsolie  Form. 

Um  den  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  ausgesprochenen  Satz  und 
noch  einige  andere  sich  an  denselben  anschliessende  Sätze  in  eleganterer 
Form  darstellen  zu  können,  wenden  wir  uns  jetzt  einer  principiell 
wichtigen  Betrachtung  zu,  die  mit  der  Interpretation  der  y^,  y^,  -  •  y^ 
als  homogener  Punktcoordinaten  zusammenhängt. 

Da  die  homogenen  Coordinaten  eines  Punktes  nur  abgesehen  von 
einem  allen  gemeinsamen  Factor  bestimmt  sind,  so  werden  wir  dieselbe 
Curve  (S  erhalten,  wenn  wir  die  Integrale 

sämmtüch  mit  einem  Factor  multipliciren,  der  auch  noch  eine  Function 
von  X  sein  kann.  Dies  kommt  aber  darauf  hinaus,  dass  wir  durch  die 
GHeichung 

(1)  y^^y, 

wo  K  eine  Function  von  x  bedeutet,  in  die  Differentialgleichung  (A) 
(S.  111)  eine  neue  abhängige  Variable  einführen.  Die  sich  fiii-  y  er- 
gebende, transfoi-mirte  Differentialgleichung  lautet: 

(A)  f  +  P,t-''  +  ^J""''  +  •  •  •  +  P.^  =  0, 

wo  (vergl.  Nr.  81,  Bd.  I,  S.  287) 


gesetzt  wurde.     Zufolge  der  ersten  GHeichung  des  Systems  (2)   muss 
der  Factor  A  der  GHeichung 

(3)  \  =  \{\-vb 

genügen,  d.  h.  es  muss 

Sobleainger,  DiffeTentlalglelolinngen.    ü.  10 
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(4)  ^  =  ö 

sein  Wir  sehen  hieraus,  dass  wir  den  Coefficienten  p,  noch  willkür- 
lich vorschreiben  können,  ist  dieser  aber  fixii-t,  so  sind  die  ilbri^^en 
Coefficienten  der  transformirten  Differentialgleichung  auch  vollküiunit'ii 

bestimmt.  .  . 

Wenn  insbesondere  p,  als  rationale  Function  gewählt 
wird,  so  sind  die  Coefficienten  der  transformirten  Diffe- 
rentialgleichung, falls  man  l  durch  die  Gleichung  (4)  l)o- 
stimmt,  stets  rationale  Functionen  von  w,  da  sich  ja  nach  (3) 

L-  (x==l,8,3.    ) 

als  rationale  Function  von  x  berechnen  lässt. 

Die  Gesammtheit  der  Transformationen  (1),  wo  X  durch  ouw 
Gleichung  von  der  Form  (3)  mit  willkürlichem  2\  dofinirt  wird,  luldet 
offenbar  eine  Gruppe.  Dieselbe  hängt  von  den  BtistimmiiiigHstückiMi 
der  noch  willkürlich  zu  wählenden  Function  p^  als  Piiramutern  aL,  sii* 
ist  also  von  wesentlich  anderer  Beschaffenheit,  wie  die  im  nciiiitcu 
Abschnitte  betrachteten  Gruppen.  Denken  wii*  uns  z.  B.  p^  als  nitlo 
nale  Function  und  die  Gradzahlen  des  Zählers  luid  Nenners  von  ;>, 
fixirt,  so  stellt  die  Gleichung  (1)  eine  continuiiiiche  Schnur  (Üi-hlt 
Gruppe  dar,  die  von  einer  bestimmten  endlichen  Anzahl  von  l'uni- 
metem  abhängt.  Solcher  Schaaren  enthält  aber  unsere  Gruj)po  mi 
endlich  viele,  während  die  im  neunten  Abschnitte  untorHiuOiicn 
Gruppen  stets  nur  aus  einer  endlichen  Anzahl  continuirlichor  Hc-luum'n 
zusammengesetzt  waren  Nichtsdestoweniger  lassen  aieli  in  ^fo- 
wissem  Sinne  auch  für  diese  Gruppen  Differentialinviiriuuteii 
aufstellen. 

Wir  können  nämlich  an  Stelle  der  Gruppe  (1)  die  durch  dio  Cllci- 
chungen  (2)  dargestellte  Gruppe  von  Transfoi-mationen  der  Pf,p,,  •  ;j„ 
in  die  p^^,  p^,  •  •  •  P^  ^e^^^chten  und  fragen  nun:  giebt  es  Ditloretiiml- 
fimctionen  der  Pj^,  p^^,  "  p^t  die  formell  migeändert  blei])on,  wi'im 
man  in  denselben  die  p^,  p^,  ■  ■  •  p^  dui-ch  die  ])^,  jj,,  •  •    p^^  uracUlV 

Bilden  wir 

so  ist  nach  Gleichung  (4) 

^  =  ■=•1 
wenn  also 
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gesetzt  wird,  so  erhalten  wir 

In  der  Differentialgleichung  für  t),  die  wir  schon  in  der  Nr.  81 
(Bd  I,  S.  288)  keimen  gelernt  haben,  ist  der  Coefficient  der  (n  —  1)*^"" 
Ableitung  gleich  Null;  dieselbe  hat  also  die  Form 

(Sl)  ?'"'  +  P,5'"-"  +  f»9"-"  +  -  •  +  1>J  =  0. 

Die   p2,  Pi,  •  • '  pf^  sind  rationale  ganze  Functionen  der  Pj^,  Po,  • '  ■  p 
und  ihrer  Ableitungen;  ttirti  findet 

^3= 2-^1  --2;r^i+^3; 


V,    _         1    (w  —  1)  (w  —  2)  ^^  ,,    ,      2     (w  — l)(w  — 2)     8        w  — 2 

^» T  r2 ^1   +^ iT2 ^1 r"-Pi^a+^3; 

p^ = _  1  („  _  1)^^(3)  +  ij  (^  - 1)^^-  +  A  (» - 1)«^:^ 

~  I^  '^"  -  ^)=^'  -  ¥  («  -  ^Xi'x'i's  +  ^  (»  -  2),ftÄ 

ft  =  («  - 1).  { -  5-  #  +  ^  i'.V+  ,7  A"  -  ^  K  J-x'  +  jiri-: } 
+  (» -  2),{-  li'/'ft  +  ^P.i.,>s  - ^pJa} 
+  (»  -  3).  {-  iKft  +  ;.-  pIp.}  -  "-^P,P. + ft, 

Es  sind  aber  offenbar  die  p^,  p^^,  • --  p^  genau  dieselben  rationalen 
ganzen  Functionen  der^j^j^g,  ••  p^  und  ihrer  Ableitungen,  also  sind 
es  die  gesuchten  Differentialinvai-ianten  der  durch  die  GHeichungen  (2) 
bei  willkürlichem  A  dargestellten  Gruppe,  und  wir  können  sagen, 
dass  die  Differentialgleichung  (91)  selbst  gewissermassen  eine  Invariante 
für  die  Transformationen  (1)  der  Differentialgleichung  (A)  bildet. 

Für  diejenigen  Betrachtungen,  die  sich  an  die  Interpretation  der 
Vv  Vv  '  Vn  ^^  homogener  Coordinaten  eines  Punktes  im  B^_^  an- 
schliessen,  werden  wir  demnach  zweckmässig  von  der  Form  (Sl)  der 
Differentialgleichung  als  canonischer  Form  Gebrauch  machen  können 

In  Bezug  auf  diese  canonische  Form  hatten  wir  bereits  in  der 
Nr.  81  (Bd.  I,  S.  288)  gezeigt,  dass  für  dieselbe 

1)   die    Determinante    eines    jeden    Fundamentalsystems 
gleich  einer  Oonstanteu, 

10* 
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2)    die  Determinante  jeder  Substitution,  die  ein  Funda- 
mentalsystem  bei   einem  Umlaufe    der   unabhängigen 
Variabein  erleidet,  gleich  Eins  ist. 
Die  letztere  Eigenschaft  können  wir  auch  so  ausdrücken,  dass  wir 
sagen,   die  Monodromiegruppe  der  Differentialgleichung  (W)   sei   uni- 
niodular  (vergl.  a  a.  0.),  oder  sie  sei  eine  Untergruppe  der  speciellen 
linearen  Gruppe  L  (Nr.  156,  S.  92).    Es  ist  aber  auch  die  Trans- 
fornaationsgruppe  von  (21)  entweder  die  specielle  Lineare  Gruppe  L 
selbst  oder  doch  in  L  als  Untergruppe  enthalten     In  der  That  ist  ja 
offenbar 

-^(2/1,2/2,  •■•2/J       ' 

eine  Differentialfunction,  die  bei  den  Transformationen  von  L  und  auch 
nur  bei  diesen  linearen  Transformationen  ungeändert  bleibt;  die  Trans- 
fonnationsgruppe  einer  Differentialgleichung  (A)  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten  und  dem  Pundamentalsysteme  y^,  y^,  •  ?/»  '^"'<^  ^^^  ^i\n  und 
nur  dann  eine  Untergruppe  von  L  (beziehungsweise  L  selbst)  sein, 
wenn 

—  Cp-i  dx 

I^iVv  2/2;  •  •  •  yj  =  const.  e 

rational  in  x,  d.  h.  wenn  der  Coefficient  jj^  der  (n  —  1)*™  Ableitung 
die  logarithmische  Ableitung  einer  rationalen  Function  ist.  Das  letztere 
ist  ja  aber  der  FaU,  wenn  dieser  Coefficient  wie  in  (91)  den  Werth 
Null  hat. 

Beiläufig  bemerken  wir,  dass  sich  demnach  durch  eine  Transforma- 
tion von  der  Form  (1)  jede  lineare  Differentialgleichung  mit  rationalen 
Coefficienten  in  eine  solche  transformiren  lässt,  deren  Transformations- 
gruppe eine  unimodulare  ist;  man  braucht  zu  dem  Ende  A  nur  durch 
die  Gleichung  (4)  zu  bestimmen,  nachdem  man  für  ^^  die  logarithmische 
Ableitung  irgend  einer  rationalen  Function  gesetzt  hat. 


173.    Integralquotienten.     Assooiixte  Differentialgleichungen  für  die 

oanonisolie  Form. 

Bei  Anwendung  der  Transformation  (1)  bleibt  der  Quotient  irgend 
zweier  particularer  Integi-ale  der  Differentialgleichung  (A)  ungeändert. 
Wir  sohliessen  daraus,  dass  die  unke  Seite  der  Differentialgleichung 
(Sl)  nur  von  den  Integralquotienten,  nicht  wie  im  Allgemeinen  von 
den  Integi-alen  eines  Fundamentalsystems  selbst  abhängen  kann.  Dies 
bestätigt  sich  sehr  einfach,  indem  wir  beachten,  dass,  wenn 
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gesetzt  wird,  so  dass  also 

^i;  ^2'  •••  5« 

ein  Fundamentalsystem  von  (21)  bedeutet,  zufolge  der  Gleichung  (12) 
der  Nr.  "^2  (Bd.  I,  S.  60) 

(5)  i)ft.,tj„...t,J  =  ^;i)(l,|,.    .|) 

ist.     Setzen  wir  also  die  Quotienten 


(6) 


\ 


Vi 


%- 


x—l 


(x  =  a,8,.    B), 


und  bezeichnen  den  constanten  WertL.  der  Detei-minante  (5)  durch  c, 
so  ist 


da  offenbar 


I>(.vi,  »33'       K-i) ' 


(n— 1)     (n— 1) 


'n  —  1 


ist. 

Also  ist,  abgesehen  von  einem  constanten  Factor,  ein 
Pundamentalsystem  von  (?l)  und  damit  diese  Differential- 
gleichung selbst  bestimmt,  wenn  die  (n  —  1)  Integralquotien- 
ten (6)  von  (Sl)  oder  (A)  bekannt  sind.  Die  Betrachtung  der 
Differentialgleichung  (%V)  an  Stelle  der  allgemeinen  (A)  kommt 
somit  darauf  hinaus,  dass  wir  statt  eines  Fundamentalsystems 
von  Integralen  ein  —  so  wollen  wir  uns  ausdrücken  —  Funda- 
mentalsystem von  Integralquotienten  (6)  untersuchen.  Hierin 
liegt  die  principielle  Bedeutung  der  Differentialgleichung  (Sl). 

Bemerken  wir  femer,  dass  die  Eigenschaft  1)  der  Differential- 
gleichung (St)  für  die  Foi-m  derselben  auch  charakteristisch  ist.  In  der 
That  folgt  daraus,  dass  die  Determinante  eines  Fundamentalsystems 
VifV^}   "Vn  ®^^®^  Differentialgleichung  (A)  gleich  einer  Constanten  ist, 


—fpidte 


const. , 


also  Pj^  =  0,  d.  h.  der  Coefficient  der  (w  —  l)'"*^  Ableitung  Verschwindet. 
Wir  schliessen  hieraus,  dass,  wenn  in  einer  Differentialgleichung  der 
Coefficient  der  (n  —  l)*®"*  Ableitung  verschwindet,  dies  auch  nothwendig 
für  die  adjungirte  Differentialgleichung  der  FaU  sein  muss,  em  Er- 
gebniss,  welches  übrigens  auch  unmittelbar  aus  der  expliciten  Form  des 
adjungirten  Differentialausdruckes  (Nr.  24,  Bd  I,  S.  60)  abzulesen  ist. 
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Denken  wir  uns  nun  für  die  Differentialgleicliung  (21)  die  asso- 
cüi-ten  Differentialgleichungen  der  Tersckiedenen  Stufen  aufgestellt, 
indem  wir  dabei  die  für  (A)  eingeführten  Bezeichnungen  festhalten  und 
nur  statt  der  lateinischen  Buchstaben  deutsche  schreiben. 

Dann  ist  zunächst  die  erste  aasociirte  Differentialgleichung  von  (Sl) 
mit  der  zu  (31)  adjungii-ten  Differentialgleichung  identisch,  und  das 
Theorem  der  Nr.  171  (S.  144)  lässt  sich  einfach  so  aussprechen: 

Die  Adjungirte  der  (n  —  my^"^  associirten  Differential- 
gleichung von  (A)  gehört  mit  der  m^*"'  Associirten  zur  selben 
Art 

Wir  wollen  zwei  Fundamentalsysteme  der  {n  —  «i)*^"  und  der  w/.*°"' 
associirten  Differentialgleichung  dann  als  einander  entsprechende 
bezeichnen,  wenn  das  eine  aus  dem  adjungirten  des  anderen  durch  die 
die  Artbeziehung  darstellenden  Relationen  heiTorgeht.  Offenbar  sind 
dann  diejenigen  Fundamentalsysteme  von  (21^""""^)  und  (91^'"^)  einander 
entsprechend,  die  einem  und  demselben  Fundamentalsysteme  von  (9t) 
entsprechen,  d.  h.  also  z  B. 

Diese  Fundamentalsysteme  siud  demnach  contragredient  und  es  gelten 
für  dieselben  die  allgemeinen,  in  der  Nr.  169  (S.  138)  für  derartige 
Systeme  aufgestellten  Sätze.     Es  ist  also 

x=l 

für  irgendwelche  nicht  negativen,  ganzzahligen  Werthe  der  a,  ß  gleich 
einer  rationalen  Function  von  sc.  Beispiele  hierfür  liefern  die 
Relationen  (14),  (15)  der  Nr.  170  (S.  141). 

In  Bezug  auf  die  associirte  Differentialgleichung  (w"*  )  ist  noch 
zu  bemerken,  dass  für  dieselbe  der  Coefficient  der  (v  —  l)'^*^  Ableitung 
im  Allgemeinen  zwar  nicht  verschwindet,  aber  jedenfalls  gleich  der 
logarithmischen  Ableitung  einer  rationalen  Function  wird.  In  der 
That  ist 

I ".. I  =  im,,  %,-•-  Vf''^'""-'^  =  const., 

(i,«  =  l,S,       V) 

und  folgHch  nach  Gleichung  (22)  Nr.  171  (S.  143) 

WO  0     eine  rationale  Function  von  so  bedeutet.     Es  sind  also  auch 

m 

für  die  associirten  Differentialgleichungen  von  (9[)  Trans- 
formations- und  Monodromiegruppen  unimodular. 
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Wenn  in  einer  Di£Eerentialgleiclimig  w*^'  Ordnung  der  Coefficient 
der  (n  —  1)*°°  Ableitung  zwar  nicht  Null,  aber  gleich  der  logaritii- 
misclien  Ableitung  einer  rationalen  Function  ist,  so  bleiben  die  für  die 
Differentialgleichung  (Sl)  eben  abgeleiteten  Sätze  dennoch  bestehen, 
d.  h.  es  sind  dann  auch  in  den  (n  —  w)*^"^  assocürten  Differentialglei- 
chungen die  Coefficienten  der  (v  —  1)*^"  Ableitung  logarithmiache  Ab- 
leitungen rationaler  Functionen,  und  die  Adjungiiie  der  (n  —  m)^^^ 
Assocürten  gehört  'mit  der  m*^  Assocürten  zur  selben  Art.  Yon  dieser 
Bemerkung  werden  wü-  später  Grebrauch  zu  machen  haben. 

Es  lassen  sich  noch  zahlreiche  Sätze  über  die  assocürten  Diffe- 
rentialgleichungen aufetellen,  namentüch  solche,  die  sich  auf  die 
Associii"ten  der  Assocürten  beziehen,  z.  B.  Beziehungen  zwischen  den 
Associü'ten  einer  Differentialgleichung  und  denen  ihrer  Adjungirten. 
Allgemein  gilt  der  von  Herrn  Forsyth  aufgestellte  Satz,  dass  das 
System  der  abhängigen  Yariablen  der  zu  einer  Differentialgleichung 
assocürten  Differentialgleichungen  insofern  ein  in  sich  abgeschlossenes 
ist,  als  durch  Büdung  von  Associii-ten  der  assocürten  Differentialglei- 
chungen immer  nur  solche  abhängige  Variable  auftreten,  die  durch  die 
Elemente  jenes  Systems  ganz  und  rational  darsteUbai'  sind.  Wü-  be- 
gnügen uns  mit  diesem  flüchtigen  Hinweise,  indem  wir  bemerken,  dass 
die  genaue  Formulirung  und  Herleitung  dieser  Sätze  insofern  keine 
wesentHchen  Schwierigkeiten  darbietet,  als  dieselben  auf  bekannten 
Determinantensätzen  (vergl.  die  Abhandlung  Franke's  im  Bd  61  des 
Grelle 'sehen  Journals)  beruhen.  Wir  haben  uns  auf  die  Darlegung 
derjenigen  Beziehungen  beschränkt,  die  bis  jetzt  bei  specieUen  Problemen 
Anwendung  gefunden  haben,  und  wollen  jetzt  ebenfalls  mit  Rücksicht 
auf  solche  Anwendungen  noch  eine  etwas  allgemeinere  Fpi-mulinmg 
der  auf  die  assocürten  Differentialgleichungen  bezüglichen  Unter- 
suchungen vorführen. 

174.    VeraUgemeineraiig    des   Begriffes    der    assocürten   Differential- 
gleiob-ungeu.     Associirte  Arten  und  Gruppen. 

Wir  wollen  der  einfacheren  Ausdrucksweise  wegen  von  vorneherein 
annehmen,  dass  in  der  Differentialgleichung  (A)  der  Coefficient  p^  der 
^ji  —  l)tor  Ableitung  die  logarithmische  Derivirte  einer  i-ationalen 
Function  sei.  Dann  ist  also  die  Determinante  eines  Fundamental- 
systems eine  rationale  Function,  und  Transformations-  sowie  Mono- 
dromiegi'uppe  sind  unimodular 

Diese  Eigenschaft  bleibt  nun  erhalten,  wenn  wir  von  der 
Differentialgleichung  (A)  durch  eine  Beziehung 


d^^^- 

"* 

=  »AO^x 

+ 

^Xl 

.y:+ 

•  •  •  +  ^Hn 

-.2/r^^ 

iDestelien, 

so  ist 

^(^1, 

h^ 

•0  = 

*'f— 1,  X- 

(*,  «  =  1,  2, 

.1   ^(Vi. 

n) 

2/2. 

wo 

\ 

X  — 1   "^ 

»-.-1 

(x  =  l,S,     . 

■«) 

152  X    Specielle  Probleme  der  Qruppentlioorie    Kapitel  8. 

(C)  ,^r,y-\-r,y'+---^  »-„-i?/^""'^  ==  ^^(2/) 

zu  einer  Differentialgleichung  (B)  derselben  Art  übergehen. 
Denn  wemi  y^,  y^,  •  ^„;  ^v  ^i^  ' ' '  ^n  öJitsprecliende  Fimdamental- 
systeme  Ton  (A)  und  (B)  sind,  also  die  GHeicbungen 

und  die  daraus  durcli  Differentiation  imd  Anwendung  der  Differential- 
gleichung (A)  folgenden 

(i  =  l,  3,       n-l) 


yj> 


gesetzt  wurde,  d.  h.  es  ist  auch  in  (B)  die  Determinante  des  Funda- 
naentalsystems  rational. 

Mögen    nun    n   mit  (A)    zair    selben  Art    gehörige   Differential- 
gleichungen 

( A)        y  '  +  Pj_r     H f-  i^„  2/  ==  0      (^=1. 2.    «) 

vorgelegt  sein,  die  mit  (A)  durch  die  Beziehungen 

CC)  'y  =  \yi-\y'+.    .  +  \_J^-^^  ^,^,,,,     „) 

verknüpft  und  von  der  n*^^  Ordnung  sind.  Seien  femer  die  rationalen 
Functionen,  welche  die  Coefficienten  der  Gleichungen  (^C)  bilden,  so 
beschaffen,,  dass  die  Determinante 

(1)  r^-ii+o 

(/,x  =  l,2,..    n) 

ist,  dann  lassen  sich  die  Gleichungen  (^C)  nach  y,  y',  .  «/^""^^  auf- 
lösen, und  es  ist  folglich  die  abhängige  Variable  0  jeder  mit  (A)  zur 
selben  Art  gehörigen  Differentialgleichung  ebenso  wie  jede  Ableitung 
von  8  homogen  linear  mit  rationalen  Coefficienten  durch  die 

darstellbar. 

S^i  Vi.}  y%}  '  "  y^  öi^  Fundamentalsystem  von  (A)  und 

(2)  \  =  \y.-\-\y:+"  -^-^-Jr'' 

dann  bilden  die 

Vi,  Vs,  •    •  \ 
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ein  Fimdamentalsystem  der  Differentialgleicliuiig  (  A)  imd  es  ist 

(3)  \'y^\^W_^\.\y^^-'^\  (.,.  =  1,2,     .„), 

also  zufolge  der  Ungleioliimg  (1) 

(4)  J)^\^y^\  +  0        (^.i=i,9.     «). 

Bilden  wir  die  sämmtliclieii  Subdetenninanten  m^"  Ordmmg  der 
Determinante  D 

wobei  die  Indexbezeicbnung  so  gewählt  sein  mag,  dass  wenn 

i*       I  ^f*'\         V=*ii'«a» ••■»«»»/ 

gesetzt  wird,  bei  denjenigen  U^^^,  die  denselben  ersten  Index  i  haben, 
die  Zahlen  *,,  *o,  •  •  •  i„  dieselben  sind,  während  bei  den  11.  mit  dem- 
selben  zweiten  Index  %  die  Zahlen  x^,  k^,  •  •  x^  übereinstimmen  Wir 
woUen  auch  gleich 

setzen,  wo 

(5)  \  =  ''-o5.  +  ''-iV+"-  +  ''-.-ii°""        "='■*■     "■'■ 

und  t)j^,  t)jj,  •    •  t),„  irgend  m  linear  unabhängige  Integrale  von  (A)  sind 
Zufolge  des  oft  benutzten  Satzes  über  die  Subdetenninanten  com- 
ponirter  Systeme  ist  alsdann 

(6)  Iv.h^T^-lkM 

(''1)*2»        ''m) 

/<=*1.<2.        'm\ 
I  x=iXi,X2,       «m  1 


und  allgemein 

(Ali'*2i        V 

(»=»li»2i        'm\ 
x  =  l,   a,       .m    j, 
A  =  Ai,A2,        Amy 

wo  sich  die  Summenzeichen  auf  alle  v  möglichen  Combinationen 
h^,\,  "  \  der  Zahlen  1,  2,  •  •  •  w  zu  je  m  beziehen  Die  Gleichungen 
(7)  lassen  sich  in  der  Form 

V 

(7a)  U,=-V1.,M,        (.=1,3.     V) 
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darstellen,  oder  mit  Rücksiclit  auf  die  GHeichimgen  (a)  der  Nr.  167 
(S.  127)  in  der  Form 

(8)  U,  =  B,,^,,  ^B,X-^'--  +  ^,  .-A~'\ 

yro  die  B^^  sowolil  "wie  die  B^^  rationale  Functionen  von  x  bedeuten; 
dies  besagt  aber: 

Die  Grössen  U,  genügen  für  jede  Wahl  des  Integral- 
systems ^j,  t)g,  •  •  5,^  einer  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung V*"  Ordnung  (A^*'"'"');  diese  Differentialgleichungen 
gehören  für  alle  Werthe  i  =  l,2,  ■  ■  v  mit  der  (w  —  m)*°^  asso- 
ciirten  Differentialgleichung  (A^"~"'^)  von  (A)  zur  selben  Art, 
und  im  Allgemeinen  bilden  die  Determinanten 

ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  {/v^~"''). 

Die  letztere  Aussage  ergiebt  sich  daraus,  dass  zufolge  der  GHei- 
chungen  (7)  die  Gleichung  (8)  befriedigt  wird,  wenn  man  an  die  Stelle 
von  U^  setzt  U^^  und  zugleich  an  die  Stelle  von  u^  das  particulare 
Integral  u^^  von  (A^""'"')  j 

Aus   dem   eben  be-wiesenen  Satze   folgt   als   besonderer  FaU   der  ' 

nachstehende  Satz:  | 

Die   (n  —  m)*®"^  associirten   Differentialgleichungen   aller  \ 

zu  einer  und  derselben  Art  gehörigen  Differentialgleichungen 
gehören  ebenfalls  zu  einer  und  derselben  Art;  wir  wollen 
diese    die    (n  —  wz)*°    associirte   Art    der    ursprünglichen  Art  f 

nennen.  { 

Wenn,   wie  wir  es  voraussetzten,  in  den  Differentialgleichungen  | 

jjter  Ordnung  der  durch  (A)  bestimmten  Art  die  Coefficienten  der 
(w  —  1)*°^  Ableitungen  die  logaiithmischen  Derivirten  rationaler  Func- 
tionen sind,  so  ist  also  die  allen  diesen  Differentialgleichungen  gemein- 
same Transformatiousgruppe  H  unimodular;  wir  sagen  dann  kurz,  die 
Art  selbst  sei  unimodular.  Offenbar  ist  dann  auch  die  (n  —  m)*" 
associirte  Art  unimodular,  und  es  gehört  demnach  insbesondere  die 
adjungirte  Differentialgleichung  jeder  mit  (A)  zur  selben  Art  gehörigen 
Differentialgleichung  in  die  erste  associirte  Art.  Wir  haben  folglich 
den  Satz: 

Die  sämmtlichen  adjungirten  Differentialgleichungen  der 
zu  einer  unimodularen  Art  gehörigen  Differentialgleichungen 
gehören  selbst  wieder  zu  einer  Art,  und  es  ist  dann  offenbar 
auch  umgekehrt  jede  zu   dieser  „adjungirten"  Art  gehörige 
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Differentialgleichung  die  adjnngirte  einer  Differentialglei- 
chung der  ursprünglichen  Art. 

Hieraus  folgt  auf  Grund  des  Satzes  der  Nr.  173  (S.  150): 

Die  Differentialgleichungen  der  (n  —  nif^^  associirten  und 
der  m*^"  associirten  Art  sind  einander  paarweise  adjungirt. 

Bei  den  vorhergehenden  Betrachtungen  haben  wir  stillschweigend 
die  Voraussetzung  gemacht,  dass  die  (n  —  w)*^  associirte  Differential- 
gleichung (A^""'"^)  der  zum  Ausgangspunkte  gewählten  Differentialglei- 
chung auch  wirkHch  von  der  v^^  Ordnung  sei,  denn  nur  wenn  dies 
der  Fall  ist,  können  wir  durch  dieselbe  die  (n  —  m)*°  associirte  Art 
definiren  (vergl.  Nr.  163,  S.  116).  Im  Anschlüsse  hieran  bemerken  wir, 
dass  der  Fall,  dasa  eine  der  Differentialgleichungen  (A|'*~  )  von  niedri- 
gerer als  der  v^^^  Ordnung  wird,  nur  dann  eintreten  kann,  wenn  die 
(n  —  w)*°  associirte  Art  reductibel  ist.  So  können  wir  uns  nämlich 
ausdiücken,  da  wir  nach  dem  in  der  Nr.  165  (S  120)  bewiesenen 
Fuchs 'sehen  Satze  wissen,  dass,  wenn  eine  Differentialgleichung  der 
Art  reductibel  ist,  dies  auch  für  jede  Differentialgleichung  der  Art 
gelten  muss.  Die  Keductibilität  der  (n  —  m)*™  associirten  Art  hängt 
wesentlich  ab  von  der  Structur  der  zur  Ti'ansformationsgruppe  H  von 
(A)  gehörigen  (n  —  my^"^  associirten  Gruppe  ^"~"*^  (vergl  Nr.  169, 
S.  136). 

Es  ist  nämlich  nach  den  Sätzen  der  Nr.  161  (S.  106)  die 
{n  —  mf^  associirte  Art  dann  und  nur  dann  reductibel,  wenn 
die  Gruppe  ^"""'"^  in  dem  a  a.  0.  fixirten  Sinne  reductibel  ist. 

Eine  lineare  Differentialgleichung  ist  stets  mit  ihrer  adjungirten 
gleichzeitig  reductibel  oder  irreductibel  (Nr  27,  Bd  I,  S.  85);  wenn 
also  die  Differentialgleichung  (A)  irreductibel  ist,  so  ist  auch  die  ganze 
durch  dieselbe  definirte  Art  und  zugleich  ihre  erste  associirte  Art 
irreductibel.  Dagegen  kann  es  sich  ereignen,  dass  eine  der  anderen 
(n  —  nif^  assocüi-ten  Arten  (für  wi  <  w  —  1)  reductibel  wird,  wenn 
auch  die  ursprüngliche  Art  irreductibel  ist.    Jedenfalls  wissen  wir: 

Die  (n  —  m)^  associirte  und  die  »i*^  associirte  Art  sind 
stets  gleichzeitig  irreductibel  oder  reductibel. 

Wähi-end  die  Differentialgleichungen  der  ersten  associirten  Art 
(oder  was  dasselbe  heisst,  der  adjungirten  Art)  stets  Adjungirte  von 
Differentialgleichungen  der  ursprüngHchen  Art  sind,  kann  es  unter  den 
Differentialgleichungen  der  {n  —  mj^^  associirten  Art  im  Allgemeinen 
(für  1  <  jw  <  M  —  1)  solche  geben,  die  weder  (^i  —  m)*^  Associirte 
einer  Differentialgleichung  der  ursprünglichen  Art  sind,  noch  auch  durch 
Determinanten  von  der  Form  U^  befriedigt  werden 
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In  der  That  sind  die  abhängigen  Variabein  derjenigen  Differential- 
gleicliungen  der  (n  —  w)*°°  associirten  Art,  die  durct  Deteiininanten 
der  Form  U^  befriedigt  werden,  mit  u^  und  seinen  Ableitungen  durob 
Gleichungen  von  der  Form  (8)  verknüpft,  wo  die  Coeffioienten 

(Ö)  ^io>  ^tv  •"  \ y-l 

aus  den  Coefficienten  der  Q-leicbungen  (a)  (S,  127)  und  den  Coeffioienten 

(lö)  -Kfi;  -^ia;  '  '  '  ^iv 

der  GHeicbungen  (7a)  in  ganz  bestimmter  Weise  zusammengesetzt  sind. 
Die  Grössen  (10)  sind  aber  gewisse  Subdeterminanten  m*^'  Ordnung 
der  Determinante  w*^'  Ordnung 

IV  I  (»,  A  =  l,2,     -n) 

I      A— 1  I 

und  genügen  als  solche  im  Allgemeinen  gewissen  algebraischen  Rela- 
tionen von  ähnlicher  Beschaffenheit,  wie  etwa  die  Relation  (y)  (S.  139) 
zwischen  den  homogenen  Coordinaten  einer  geraden  Linie  im  gewöhn- 
lichen Räume.    Diese  algebraischen  Beziehungen  zwischen  den  Grössen 

(10)  haben  wieder  algebraische  Beziehungen  zwischen  den  Coefficienten 
(9)  zur  Folge. 

Eine  Differentialgleichung  der  (n  —  m)^  assocüi-ten  Ai*t  wird  also 
dann  und  nur  dann  durch  Functionen  von  der  Fonn  U^  befriedigt 
werden  können,  wenn  ihre  abhängige  Variable  in  der  Gestalt 

(11)  B,u,  +  RX+----^B^_,u,^^-'^ 

darstellbar  ist,  wo  die  rationalen  Functionen  R^,  R^,  •  •  •  jR^_i  jenen 
ftlr  die  Grössen  (9)  geltenden  algebraischen  Beziehungen  Genüge  leisten. 
Diese  Differentialgleichungen  erschöpfen  also  im  Allgemeinen  nicht  die 
ganze  (n  —  w)*®  associirte  Art,  sondern  bilden  innerhalb  derselben 
nur  einen  gewissen  Typus  und  zwar,  wie  wir  sagen  können,  einen 
algebraischen  Typus,  da  er  durch  gewisse  algebraische  Beziehungen 
zwischen  den  Coefficienten  des  Ausdruckes  (11)  charakterisirt  wird. 

Denken  wir  uns  nun,  die  (w  —  ■;w.)*°  associirte  Art  sei  reductibel; 
dann  giebt  es  Differentialgleichungen  der  Art,  die  von  niedrigerer  als 
der  v*^"  Ordnung  sind.  Möge  der  vorhin  charakterisirte  Typus  eine 
solche  Differentialgleichung  von  niedrigerer,  etwa  ft(<v)*^  Ordnung 
enthalten,  und  seien  die  Detei-minanten  U^^,  U^^,  •  •  ■  U,^  diejenigen,  die 
jener  Differentialgleichung  Genüge  leisten  Dann  bestehen  also  zwischen 
diesen  v  Determinanten  v  —  n  homogene,  lineare  Relationen  mit  con- 
stanten  Coefficienten,  und  diese  drücken  gewisse  Eigenschaften  der 
Differentialgleichung  (A)  aus.  Herr  Fuchs  hat  gezeigt,  dass  z.  B.  die 
von    Herrn   Weierstrass    aufgestellten    Beziehungen    zwischen    den 
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Periodicitätsmoduln  der  liyperelliptisclien  Integrale  erster  und  zweiter 
Gf-attung  sicli  ergeben  als  eine  derartige  Eigenschaft  Yon  gewissen 
linearen,  homogenen  Differentialgleichungen,  die  wir  später  kennen 
lernen  werden. 


11  o.   DifferentialgleioliiuLgen  von  gerader  Ordnung.    Untersnohiingen 

von  Fuchs.     Betrachtung  einer  gewissen  quadratischen  Form. 

Differentialgleichungen,  die  mit  ihren  Adjungirten 

zur  selben  Art  gehören. 

Mit  Rücksicht  auf  die  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  erwähnten 
Anwendungen  gehen  wir  auf  den  Fall  noch  etwas  genauer  ein,  wo  die 
Ordnung  der  Differentialgleichung  (A)  eine  gerade  Zahl 

n  =  2m 
ist 

Wir  hatten  bereits  bemerkt  (Nr.  170,  S,  142),  dass  alsdann  die 
beiden  Differentialgleichungen  (A^"~"'^)  und  (A^"'')  zusammenfalleu.  Wenn 
wir  also  die  durch  (A)  charakteriairfce  Art  als  eine  unimodulare  vor- 
aussetzen, so  ist  in  diesem  Falle  die  m*^  associirte  Art  mit  ihrer  ad- 
jungirten identisch,  oder  kürzer  ausgesprochen,  die  m^°  associirte 
Art  ist  sich  selbst  adjungirt. 

Wir  knüpfen  unsere  Betrachtungen  an  die  zu  der  Differential- 
gleichung (A)  gehörige  Differentialgleichung  (21),  in  der  der  Coefficient 
der  (n  —  1)*"'^  Ableitung  verschwindet.  Die  quadratische  Form  (20)  der 
Nr.  170  (S.  142)  ist  also  (wenn  wir  für  (21)  die  Grössen,  welche  für 
(A)  mit  lateinischen  Buchstaben  bezeichnet  wurden,  durch  die  ent- 
sprechenden deutscheu  Buchstaben  darstellen) 

a=0  li=0 

für  jedes  Integi-al  U  der  m*®"  assocürten  Differentialgleichung 

(21^"^)  «|5(u)  =  u^^^  -  i^y-'^  +  .   .  +  ift^u)  =  0 . 

Der  Werth  der  Constanten  im  dritten  Gliede  der  Gleichung  (1)  hängt 
von  der  Wahl  des  Integrals  u  ab 

Wir  wissen,  dass  die  zu  (21^""^)  adjungirte  Differentialgleichung  mit 
(21^"*^)  zur  selben  Art  gehören  muss,  es  wird  sich  also  (vergl.  Nr.  21, 
Bd.  I,  S.  59)  jeder  Multiplicator  der  Differentialgleichung  (21^"*^)  als 
homogene,  lineare  Function  von 

u,  11',    ■  .  u^^-^^ 
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mit  in  X  rationaleii  Coefficienten  darsteUen  lassen,  wenn  für  U  ein  ge- 
eignetes Integral  yon  (^l^^^)  genommen  wird.  Hen-  Enclis,  der  die 
quadratische  Form  (1)  zuerst  betrachtet  hat  und  dessen  Unteimichungon 
wir  im  Folgenden  darzulegen  haben,  hat  nun  den  folgenden  merk- 
würdigen  Satz  aufgestellt: 

Die  partielle  Ableitung  der  Form  ß  nach  der  (v— t)*"" 
DeriYirten  Ton  u  stellt,  wenn  man  für  U  irgend  eine  Lösung 
von  (Sl^"*')  einsetzt,  einen  Multiplicator  von  (Sl"')  dar. 

In  der  That,  differentiiren  wir  die  Form  3  nach  x^  so  kommt 

^^  —     ^'8     «W  1   SR 

(2)  di^äliö^"    ^^' 

wo  ift  eine  quadratische  Form  der 

mit  rationalen  Coefficienten  bedeutet.  Setzen  wir  hierin  für  n^''^  .suiiioii 
aus  der  Differentialgleichung  (31^"*')  sich  ergebenden  Worth 

u^*'  =  gfi,u^^-'^  +  ---  +  9fl,U 

ein,  so  ist,  da  ß  für  jede  Lösung  u  von  (^^"'^)  einen  conHt»int(in 
Werth  hat, 

(3)  0  =  ^(^,U^^-^^  +  ---  +  M  +  ^- 

Diese  Gleichung  muss  für  jedes  Integral  von  (3t^"'^)  und  für  jeden 
Werth  von  x  ei-füUt  sein;  sie  stellt  also  eine  Beziehung  zwischen 

(4)  X,  u,  u',     .  •  u^^-^^ 

dar.  Bedeutet  aber  x  eine  reguläre  Stelle  der  Differentialgleichung  (91  " ), 
so  können  wir  (Nr.  9,  Bd.  I,  S.  26)  die  Wei-the  eines  Intogralw  und 
seiner  (v  —  1)  ersten  Ableitungen  an  dieser  Stelle  willkürlich  vor- 
schreiben, es  kann  also  zwischen  den  Grössen  (4)  keine  Buziohung 
bestehen.  Wir  schliessen  hieraus,  dass  die  Gleichung  (3)  für  jede 
Function  u  von  x  identisch  erfüllt  sein  muss. 

Subtrahiren  wir  also  die  Gleichung  (3)  von  (2),  so  erhalten  wir, 
wenn  wir  an  Stelle  von  u  den  Buchstaben  t  schreiben  und 

setzen,  die  für  jede  Function  t  von  x  identisch  bestehende  Beziehung 
(6)  ^  =  SK(*)|(*). 
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Setzen  wir*)  ^  +  u  an  die  Stelle  von  tj  wo  u  irgend  eine  Lösung 
der  Differentialgleichung  (Sl^"*^)  bedeutet,  so  ist: 

B('5  +  u)  =  3(#)  +  3(w)  +  -B(^^,u), 

B(t,  u)  ein  in  i,  u  bilinearer  Differentialausdruck  (y  —  1)*°'  Ordnung, 
und  femer 

m{t  +  u)  =  m{t)-^SBt{\C) 

tn  m  m  m 

Also  folgt  aus  der  G-leicliung   (6)  durch   Substitution  von   i  -)-  u  an 
Stelle  von  t 

m§-  +  ^^ = l(0(3«(u)  +  mf)), 

da  ja  wegen  (1) 


d8(u)    ^   Q 

dx 


ist,  oder  mit  Rücksicht  auf  (6) 

Dies  besagt  aber,  dass  die  linke  Seite  '^{f)  der  Differentialgleichung 
(31^'"'^),  wenn  man  dieselbe  mit  der  Function  ^^^(u)  multiplicirt,  gleich 
der  Ableitung  eines  linearen  Differentialausdruckes  (v  —  1)*^'  Ordnung 
von  t  wird,  und  daraus  folgt  nach  Nr.  20  (Bd.  I,  S.  53),  dass 

ein  Multiplicator  der  Differentialgleichung  (Sl^"*^)  ist,  was  zu  beweisen  war. 
Aus  der  Gleichung  (6)  schliessen  wir,  dass  die  Ponn  ^(ß)  dann 
und  nur  dann  einen  von  x  unabhängigen  Werth  annimmt,  wenn  t 
entweder  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (w  )  oder  eine  Lösung 
der  Differentialgleichung  (y  —  1)*^'  Ordnung 
(7)  mit)  =  0 

dai-stellt  Auf  Grrund  dieser  Bemerkung  kann  man  die  quadi-atische 
Form  3  als  eine  Summe  von  Quadi-aten  linearer  Functionen  der  Grössen 

t,   f,     ■  .  t'^-'^ 
darstellen,  in  welcher  jedes  dieser  Quadi*ate  von  jenen   Grössen  eine 
weniger  enthält,  wie  das  ihm  unmittelbar  vorangehende 
Setzen  wir  nämlich 

(8)  m=m-^ — mf+Ui). 

^"rv  —  ljV — 1 

*)  Nach  einer  mündlichen  Bemerkung  des  Herrn  Hamburger  vom  21  No- 
vember 1888. 
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so  ist^  zufolge  der  Gleicliimgen  (5)  und  (1),  Bi(<)  eine  quadratische 
Form  der  Gfrösseu 

t,  r,  . . .  4'-'^ 

mit  in  x  rationalen  Coefficienten. 
Bilden  wir  nun 

und  beacliten,  dass  3(i{)  gleich  einer  Constanten  wird,  wenn  wir  für  t 
eine  Lösung  der  Gleichung  (7)  nehmen,  so  erkennen  wir  zunächst  nach 
Gleichung  (8),  dass  für  eine  solche  Lösung  t  auch  ^^{ß)  einen  von  x 
unabhängigen  Werth  erhält,  so  daas  also 

wird,  wenn  t  irgend  eine  Lösung  von  (7)  bedeutet.  Nun  ist  aber  91 
eine  homogene,  ganze  Function  von 

wir  schliessen  also  ähnlich  wie  oben  für  die  Gleichung  (3),  dass  die 
Gleichung  (9)  für  jede  Function  t  von  x  identisch  erfüllt  sein  muss. 
Hieraus  folgt  nun  wieder,  ähnlich  wie  in  dem  vorhin  geführten 
Beweise,  dass  der  Ausdruck 

einen  Multipücator  der  Differentialgleichung  (7)  darstellt,  wenn  für  t 
irgend  eine  Lösung  dieser  Differentialgleichung  gesetzt  wird,  und  dass 
femer  die  quadratische  Form  Q^{t)  einen  constanten  Werth  annimmt 
für  solche  Functionen  t,  die  entweder  der  Gleichung  (7)  oder  der 
Differentialgleichung  (v  —  2)*"  Ordnung 

m^(t)  =  0 

Genüge  leisten.  Wenn  wii'  diese  Schluss weise  fortsetzen,  so  erhalten 
wir  schliesslich  das  Resultat: 

Die  quadratische  Form  ß  lässt  sich  in  die  Gestalt  setzen: 

m  =  4  3H'(0  +  ^  äRjc*)  + . . .  +  ^  an:_,(0; 

hierin  bedeutet  ^Jß)  eine  homogene,  lineare  Function  von 

t,     f,    ■   •   ■    ^("-''-1'  (x=.l,2,        1—1), 

und  9K^^i(i)  ist  ein  MultipUcator  der  Differentialgleichung 
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wenn  t  eine  Lösung  dieser  Differentialgleichung  bedeutet.  Die  Grössen 
(?„,  (J. ,  •  ■    6     ,  sind  rationale  Functionen  von  x, 

und  allgemein  ist  6^  der  Coefficient  der  höchsteu^  (v  —  %  —  1)*°",  Ab- 
leitung in  3R^ 

Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  die  Ausdrücke  '^^  (x= 0,1,2,  r— i)  die 
Ableitung  höchster  Ordnung  t^^'~''~'^'^  wirklich  enthalten,  d  h.  dass  die 
6  von  Null  verschieden  sind.  Sollte  die  eine  oder  die  andere  dieser 
Grössen  verschwinden,  so  würden  ähnliche  Specialisirungen  der  Gestalt 
von  3(^)  Platz  greifen,  wie  sie  in  der  Theorie  der  quadratischen 
Formen  bei  der  analogen  Aufgabe  auftreten. 

Die  Ditferentialgleichung  (91^'"^)  hat,  wie  wir  hei-vorhoben,  die 
Eigenschaft,  mit  ihi-er  Adjungirten  zur  selben  Art  zu  gehören.  Wir 
wollen  hier  allgemem  über  solche  Differentialgleichungen,  die  zu  emer 
sich  selbst  adjungii-ten  Art  gehören,  einige  Bemerkungen  einfügen. 

Möge  also  die  Differentialgleichung  m**'  Ordnung  mit  in  x  ratio- 
nalen Coefficienteu 

mit  ihrer  Adjungii-ten 

P'W  =  0 

zur  selben  Art  gehören,  so  dass  also 

^  =  B{y) 
ist,  wo  R  einen  Differentialausdruck  höchstens  (w  —  1)*^'  Ordnung  mit 
in  X  rationalen  Coefficienten  bedeutet. 
Es  ist  dann  (vergl   Nr  164,  S   118) 

(I)  F'B  =  SF, 

wo  auch  S  einen  Differentialausdruck  von  derselben  Ordnung  wie  JR 
und  mit  in  x  rationalen  Coefficienteu  bedeutet  Wenden  wir  auf  diese 
Gleichung  den  Reciprocitätssatz  (Nr.  21,  Bd.  I,  S  59)  an  und  bezeichnen 
den  Adjungii-ten  eines  Diff'ereutialausdruckes  immer  durch  emen  seinem 
Symbol  angehängten  Acceiit,  so  ist  also 

(U)  P'S'=JR'F 

Daraus  folgt  nun,  dass  der  Ausdmck 

.,  =  Ä'O/) 

auch  ein  lutegi-al  der  Differentialgleichung  P'  =  0  darstellt,  wenn  y 
eine  Lösung  von  P  ==  0  bedeutet.  Es  sind  nun  zwei  FäUe  zu  unter- 
scheiden, je  nachdem  nämlich  identisch,  d.  h  für  jede  Fimction  t  von  x, 
entweder 
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176     Verfahren  zur   Entscheidung    der  Frage,    ob    eine    vorgelegte 
lineare  Differentialgleichung  reductibel  ist  oder  moht. 

Yon  den  in  den  vorhergehenden  Kapiteln  dargelegten  Unter- 
sucliungen  machen  wir  jetzt  eine  bemerkenswerthe  Anwendung,  indem 
wir  den  bereits  in  der  Nr.  161  (S.  107)  in  Aussicht  genommenen 
Nachweis  fiihi-en,  dass  sich  für  eine  vorgelegte  lineare  Differentialglei- 
chung mit  rationalen  Coefficienten  stets  durch  blosse  Ausführung 
algebraischer  Operationen  entscheiden  lässt,  ob  dieselbe  m  dem  Sinne 
reductibel  ist,  dass  sie  mit  einer  linearen  Differentialgleichung  niedri- 
gerer Ordnung  mit  ebenfalls  rationalen  Coefficienten  Lösungen  ge- 
mein hat. 

Sei  die  Differentialgleichung 

(A)  P(2/)  =  2/^"'+^i2/'""'^+    "-^P^y-^ 

mit  rationalen  Coefficienten  in  Bezug  auf  ihre  Reductibilität  zu  unter- 
suchen, dann  wissen  wir  (vergl.  Nr.  27),  dass,  wenn  (A)  reductibel  ist, 
eine  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten 

(1)  Ö(2/)  =  y^'"^  +  3i2/^"'"''H----+«.2/  =  0    {m<n) 

von  niedrigerer  als  der  n^^'°-  Ordnung  existiren  muss,  die  ihre  sämmt- 
lichen  Lösungen  mit  (A)  gemein  hat  Bedeute  t)^,  t),,  •  t)„^  ein  Funda- 
mentalsystem der  Differentialgleichung  (1),  dami  sind  also  die  Quotienten 

rational,  und 

Damit  die  Differentialgleichung  (A)  reductibel  sei,  ist  also  nothwendig, 
dass  sich  die  Determinante  eines  Systems  von  m<Cn  linear  miabhängigeii 
Integralen  ^j,  ^g,  •  •    ^^^  von  (A)  für  einen  der  Wei-the 

w  =  1,  2,  •      n  —  1 

in  der  Form 
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(3)  r^'''^ 

darstellen  lässt,  wo  r  eine  rationale  Function  von  x  bedeutet. 
Die  Determinanten 

^0  t)j,  t)g,  •  1)^  irgend  ein  System  von  m  linear  unabhängigen  Lösungen 
von  (A)  bedeutet,  genügen  sämmtlich  der  (n  —  m)*^^  associirten  Diffe- 
rentialgleichung (A^""''^)  von  (A)  Wenn  also  die  Differentialglei- 
chungen (A^""*"^),  für  m  =  1,  2,  •  w  —  1  kein  m  der  Form  (3)  dar- 
stellbares Integral  besitzen,  so  ist  die  Differentialgleichung  (A)  jeden- 
falls irreductibel. 

Nun  sind  ferner  die  Determinanten 

Integrale  von  Differentialgleichungen,   die   nach    den  Ergebnissen   der 
Nr   167  (S.  127)  mit  (A^"~'"^)  zur  selben  Art  gehören,  und  zwar  Inte- 
grale, die  dem  Integrale  D{\)^,  ^g,  •••  t)J  von  (A^"""""^)   entsprechen. 
Es  bestehen  folglich  Grleiohungen  von  der  Form 

(x  =  l,2,       m), 

wo  die  Ay^,  J.^j,  ^^x  V— 1  r^^'ionale  Functionen  von  x  bedeuten,  die 
sich  aus  den  Ooefficienten  von  (A)  durch  Differentiation  und  rationale 
Operationen  in  einfacher  Weise  zusammensetzen,  und  wo 

-rXX)       d^B 

gesetzt  wurde 

Die  Ableitungen  jeder  Ordnung  eines  Ausdruckes  von  der  Form  (3) 
sind  als  Producte 

R(x)e  ^      , 
wo  R(x)  eine  rationale  Function  bedeutet,  also  in  der  G-estalt 

darstellbar  Wenn  nun  D  von  der  Form  (3)  ist,  so  folgt  hieraus,  dass 
auch  die  durch  die  Gleichung  (4)  gegebenen  Determinanten 

Ad  log  R^ix)  \ 
r(x))dx 

also  ebenfalls  von  der  Form  (3)  und  die  Quotienten  (2)  gleich  ratio- 
nalen Functionen  B.J^x)  sind 

Die  Ooefficienten  der  {n  —  m)^^  associirten  Differentialgleichung 
(A        )  von  (A)  lassen  sich  durch  Differentiation  und  rationale  Opera- 
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tionen  aus  den  Coefficienten  von  (A)  zusammensetzen.  Denn  bedeutet 
y  y^,  y  ein  Fundamentalsystem  von  (A),  so  bilden  (im  AUge- 
memeL)  die  "in  der  Nr.  167  (S.  125)  definirteu  Determinanten 

ein  Fundamentalsystem  von  (A^"""'^).  Die  linke  Seite  der  Differential- 
gleichung (^A^"""'"^)  ist  folglich  in  der  Form 

•P(«,  %ii^ia»     "'^iv) 

darstellbar,  wo  u  eine  unbestimmte  Function  bedeutet  Ersetzen  wir 
in  dem  Ausdrucke  (6)  die  m^^,  u^^,  ■  •  u^^  dui'ch  ihre  Ausdrücko  in 
den  y  ,  y  ,'  y  ^uid  deren  Ableitimgen,  so  verwandelt  sich  (5)  in  eine 
(absolute)  Differentialinvariante  der  allgemeinen  linearen  Gnippo  L  in 
den  n  Grössen  y^,  y^,  •  ?/„?  di©  eüiö  homogene  Imeare  Function  von 
u  u,  ■  ■  M^"'  ist.  Diese  Differentialinvariaute  kann  folglich  nach  dem 
in  der  Nr.  136  (S.  21)  skizzirten  Verfahren  als  rationale  Function  der 
P  }  Po}        P    ^^^*^  deren  Ableitungen  dargestellt  werden 

Um  zu  entscheiden,  ob  die  Differentialgleichung  (A)  reductibel  ist, 
werden  wir  also  zunächst  die  sämmtlichen  (n  —  >w)*°"  Asaociirten  der 
vorgelegten  Differentialgleichung  (A)  aufzustellen  haben  filr 

m  =  1,  2,  •  •    n  —  1, 

und  fiü-  jede  derselben  festzustellen  suchen,  ob  sie  Lösungen  von  der 
Form  (3)  zulässt  Sind  solche  Lösungen  f(ir  eine  der  {n  —  1)  asso- 
ciirten  Differentialgleichungen,  etwa  für  (A  )  vorhanden,  und  be- 
deutet Uq  eine  solche  Lösung,  so  bilden  wir  die  Ausdrücke 

Dann  hat  die  lineare  Differentialgleichung  m*®'  Ordnimg 

(-1)"!''"'  +  ^»'"-"'+    +T,y=^ 

rationale  Coefficienten,  und  wii-  können  nach  den  in  der  Nr.  16  (Bd.  I, 
S  42  ff.)  entwickelten  Methoden  durch  rationale  Rechnungsoperatioiien 
entscheiden,  ob  diese  Differentialgleichung  ihre  sämmthchen  Integi-ale 
mit  (A)  gemein  hat.  FäUt  diese  Entscheidung  für  alle  in  der  Form 
(3)  darstellbaren  Lösungen  von  (A^"""*^)  im  vememenden  Sinne  aus,  so 
giebt  es  keine  Hneai-e  Differentialgleichung  m^'  Ordnung  mit  rationalen 
Coefficienten,  deren  Lösungen  die  Differentialgleichung  (A)  befriedigen. 
Wir  brauchen  also  dieses  Yerfahren  nur  für  alle  Associirten  von  (A), 
die  Lösungen  von  der  Form  (3)  besitzen,  in  Anwendung  zu  bringen, 
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und  haben  dadurcli  nicht  allein  ein  Kriterimn  für  die  Irrediictibilität 
von  (A),  sondern  zugleich  eine  Methode,  die  uns,  falls  (A)  reduotibel 
ist,  alle  Differentialgleichungen  niedrigerer  Ordnung  mit  rationalen 
Coefficienten  liefert,  die  ihre  sämmtlichen  Lösungen  mit  (A)  gemein 
haben 

Es  handelt  sich  nunmehr  noch  darum,  zu  entscheiden,  ob  eine 
vorgelegte  lineare  Differentialgleichung 

mit  rationalen  Coefficienten  durch  Functionen  befriedigt  vp^erden  kann, 
deren  loganthmische  Ableitungen  rationale  Functionen  von  x  sind, 
und  falls  solche  Lösungen  existiren,  dieselben  ■wirklich  herzustellen 
Wir  werden  zeigen,  dass  dies  stets  durch  eine  Reihe  rem  alge- 
braischer Processe  geleistet  werden  kann 

177    Kriterium  dafür,  ob  die  logarithmisolio  Ableitung  einer  Lösung 
einer  gegebenen  linearen  Differentialgleiobung  rational  ist. 

Wenn  ein  Ausdruck  von  der  Form  (3)  die  Differentialgleichung 
(a)  befriedigen  soll,  so  können  wir  uns  zunächst  die  rationale  Function 
r{x)  in  Partialbrüche  zerlegt  denken 

*       ^. 


^  ^  {X-  a,Y  ' 

wo  g{x)  eine  ganze  rationale  Function,  die  a^^  Constanten  bedeuten. 
Femer  sondern  wir  diejenigen  Partialbrüche  ab,  die  sich  auf  Stellen 
x=  a^  beziehen,  für  welche  A^  =  1  und  a^^  eine  negative  ganze  Zahl 
—  g^  ist;  seien  dies  die  Punkte  Cb^,^,  öt^+a?  ' ' '  ^sf  dann  ist  also 

(6)     r(^)  =  ,Ax) ±^ +2^2^ 

»  =  1     x=l    ^  »^ 

Füi"  den  Ausdruck 

— J'r(x)dx 

rj  =  e 

sind  dann  die  Stellen  a^,  a^,  •  •  a^  vnrkliche  Unstetigkeits-  oder  Ver- 
zweigungsstellen, dieselben  müssen  folglich,  untei  den  wesentlichen 
siugulären  Punkten  der  Differentialgleichung  [a)  enthalten  sein.  Diese 
Stellen  können  wir  also  von  vornherein  als  bekannt  ansehen. 

Denken  wir  uns  fi  m  der  Umgebung  einer  dieser  Stellen  a   ent- 
wickelt, so  ist: 
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(.  =  1,2,         ff) 

WO  ^fCa?!«,)  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  —  a  fort- 
schreitende  Reihe  bedeutet,  die  fÜi-  x  =  a^  nicht  verschwindet,  und  in 
der  Umgehung  des  unendlich  fernen  Punktes  haben  wir: 

wo  ^(— )  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x~^  fortschreitende, 
für  x  =  oo  nicht  verschwindende  Reihe  bedeutet  und 

(7)  ^  =  ^^+i  +  --    +5^.-Si-«2i «ffi 

gesetzt  wurde. 

Aus  dieser  Form  der  Entwickehmgen  von  iy  erkennen  wir,  dass 
dieser  Ausdruck,  falls  er  der  Differentialgleichung  (a)  Ge- 
nüge leistet,  in  der  Umgehung  jedes  endlichen  und  des  un- 
endlich fernen  smgulären  Punktes  den  Charakter  eines  Nor- 
malintegrals besitzt 

Es  muss  folglich 

«i3     ,   1       '*.»       ,         ,1  "", 

■  +  V  : :f  +     +  ■ 


Vi  —  e 

ein  zum  Punkte  x==a^  und 

—fg(,x)dx 

ein  zum  Rmkte  ä;  =  oo  gehöriger  fundamentaler  determinirender 

Factor  der  Differentialgleichung  (a)  sein. 

Bezeichnen  wir  typisch   durch  a  einen  der  Punkte  a^,  a^,        a 

und  lassen  für  die   demselben  entsprechenden  Grössen   i]^,  cc^^,  A^,  ^ 

den  Index  i  weg,  so  können  wir  durch  die  Substitution 

,     1 
x  =  a  -\-  Y 

die  Differentialgleichung  (a)  in  eine  Differentialgleichung  mit  der  un- 
abhängigen Variabein  |  transformiren  und  uns  diese  (vergl.  Nr.  110, 
Bd.  I,  S.  393,  394)  in  der  Form 

(«)  |?+(9'.(^)+ö„_.(|))f3+  +(<P«.(l)+Öo(|))2/=0 
geschrieben  denken,  wo  (vergl.  Nr.  94,  Bd  I,  S.  339) 
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eine  ganze  rationale  Function  vom  höchstens  Ax*®"  Örade  in  §  und 


«.-.(I) 


eine  Reihe  von  dei*  Fonn 

bedeutet;  x  -\-  1  ist  der  Rang  der  GHeichimg  (ä)  oder,  wie  wir  sagen 
können,  der  Rang  von  (a)  in  Bezug  auf  den  smgulären  Punkt  x  =  a. 
Nach  den  Ergebnissen  der  Nummera  95,  96  (vergl  den  auf  diese 
Nummei-n  bezüglichen  Nachtrag  am  Schlüsse  dieses  Bandes)  haben  wir 
nun  folgendermasseu  zu  verfahren,  um  die  fundamentalen  deteiininiren- 
den  Factoren  von  (ä)  zu  finden. 
Sei 

0„_;i(^  —  a)  =  (x  —  af\j,,{^) 

und  berechnen  wir  die  (k  -\-  1)  ersten  Coefficienten  in  den  nach 
Potenzen  von  {x  —  a)  fortschreitenden  Entwickelungen  der  n  (als  ver- 
schieden vorausgesetzten)  Zweige  der  durch  die  Grleichung 

^"  +  ^n-i(p  —  «)^"~'  +        +  %i^  —  a)  =  0 
definirten  algebraischen  Function  w  von  a;;  seien  diese 

dann  sind  die  Ausdrücke 

S«  —  ^ 

jene  gesuchten  fundamentalen  determinirenden  Factoren 

Es  muss  nun,  wenn  r^  der  Differentialgleichung  (a)  genügen  soll, 
der  Ausdruck  iy  mit  einem  dieser  fundamentalen  determinirenden  Fac- 
toren übereinstimmen;  wir  haben  also 

und  für  die  Coefficienten  «g,  «g,  •  ■  •  «^  eine  endliche  Anzahl  (<  Vb) 
von  Möglichkeiten 

Um  auch  noch  für  «^  eine  Bestimmung  zu  erhalten,  haben  wir 
ebenfalls  nach  der  a  a  0.  gegebenen  Vorschrift  die  zu  den  Factoren 
%^  gehörigen  Exponenten  aufzusuchen.     Wir  bilden  also 

^i==\x'^^hß~'  ^      •  +  «.,/ 
und  bestimmen  in  dem  Ausdrucke 

71     I  n  —  1     1  I 
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in  welchem  zufolge  der  für  die  Coefficienten  von  v^  gegebenen  Defini- 
tion die  ;c  -f-  1  höchsten  Potenzen  von  |  wegfallen,  den  Coefficienten 
jBj  der  [(«  —  1)«  +  1]*^''  Potenz  von  t  Dann  ist  der  gesuchte  Ex- 
ponent Q  (wenn  wir  der  Einfachheit  wegen  immer  die  Annahme  machen, 
dass  die  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung  von  einander  ver- 
schieden sind)  durch  die  Grleichung 

{nc;-'  +  (^  ~  1)^„_,C'  +        +  ^i)?  +  -B;  +  K-iA'  =  0 

bestimmt.  Der  Coefficient  a^  ist  dann  gleich  diesem  q  zu  nehmen, 
wenn  das  zu.  x  =  a  gehörige  rj  mit  ^^   übereinstimmt. 

Verfahren  wir  auf  diese  Weise  für  alle  im  Endlichen  gelegenen 
singülären  Stellen  a^,  a^,  -  •    a„,  so  erhalten  wir  also  für  den  Factor 

fj(x  -  a)-"% 

von  ri  eine  endliche  Anzahl  von  MögKchkeiten  In  ähnlicher  Weise 
finden  wir  durch  die  zu  ic  =  oo  gehörigen  determinirenden  Factoren 
der  Differentialgleichung  und  durch  die  zu  denselben  gehörigen  Ex- 
ponenten eine  endliche  Anzahl  von  Möglichkeiten  für  den  Factor 

von  rj,  so  dass  wir  also  vermöge  der  Gleichung  (7)  auch  eine  obere 
Grenze  für  die  ganze  positive  Zahl 

Oa+i  +  +9s 

erhalten.    Es  muss  nunmehr  rj  m  der  Form 

a 

4  =  1 

darstellbar  sein,  wo  G(x)  eme  ganze  rationale  Function  bedeutet,  für 
deren  Grad  wir  eine  obere  Grenze  g  kennen. 

Substituiren  wu-  nun  in  die  Differentialgleichung  (a)   für  y  den 
Ausdnick 

a 

indem  wir  für  den  Factor  von  s  die  sämmtHehen  als  möglich  erkannten 
Werthe  nehmen,  so  muss,  wenn  (a)  eme  Lösung  von  der  Fonn  ?; 
haben  soll,  eine  der  sich  so  für  g  ergebenden  homogenen  hnearen 
Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coefficienten  durch  eine  ganze 
rationale  I\inction  Cr(x)  vom  Grade  g  befriedigt  werden  können.  Es 
handelt  sich  also  nui-  noch  dämm,  zu  entscheiden,  ob  dies  möglich  ist. 
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Soll  eine  vorgelegte  homogene  lineare  DifFerentialgleichimg  mit 
rationalen  Coefficienteu  clurcli  eine  ganze  rationale  Function  vom  g^^^ 
Grade  befriedigt  -werden,  so  muss  zunächst  offenbar  —  g  eine  Wurzel 
der  zu  a;  =  oo  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung  sein 
Wenn  dies  der  Fall  ist  und  wir  setzen  in  die  Differentialgleichung  für 
die  abhängige  Vanable  den  Ausdrack 

^{<'o+-'>|-  +  '=.^+ ■••  +  <=,  ^} 

ein,  so  ergiebt  sich  für  die  c^,  c^,  •  •  c  ein  System  linearer  Grleichungen 
(die  zu  ic  =  oo  gehörige  Recursionsformel).  Je  nachdem  dieses  Glei- 
chungssystem  eine  Auflösung  gestattet  oder  nicht,  kann  die  vorgelegte 
Differentialgleichung  durch  eine  ganze  rationale  Function  g^^  Grades 
befriedigt  werden  oder  nicht. 

Man  kann  also  in  der  That  durch  eine  endliche  Anzahl 
rein  algebraischer  Operationen  entscheiden,  ob  eine  ge- 
gebene lineare  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coeffi- 
cienteu durch  eine  Function,  deren  logarithmische  Ableitung 
rational  ist,  befriedigt  werden  kann,  und  wenn  dies  der  Fall 
ist,  die  betreffende  Function  wirklich  berstellen. 

178.    Besondere  Behandlung  der  Fnolis 'sehen  Olasse. 
Satz  von  Heffter  über  das  Auftreten  ganzer  rationaler  Integrale. 

Wir  heben  noch  besonders  den  Fall  hervor,  wo  die  vorgelegte 
Differentialgleichung  (a)  der  Fuchs 'sehen  Classe  angehört. 

Die  rationale  Function  r(oü)  in  dem  Ausdrucke  (3)  muss  dann  so 
beschaffen  sein,  dass 

—  fr(x)da) 
71  =  6     ' 

keine  TJnbestimmtheitssteUen  darbietet.  Dazu  ist  nothwendig  und  hin- 
reichend, dass  in  der  Zerlegungsfoi-mel  von  r(x)  in  Pai-tialbrüche 

g(x)  =  Q,     A=l        (t=i,2,     *) 
sei.     Es  hat  also  iq  in  diesem  Falle  die  Gestalt 


V=^G{^)fj{x-a;) 


-«f  1  ^ 


(  =  1 


d  h.  1?  ist,  wie  wir  uns  ausdrücken  woUen,  ein  Product  von  Po- 
tenzen rationaler  Functionen.  Die  Zahl  —  «^^  muss  dann  einfach 
eine  Wurzel  der  zu  x  =  a^  gehörigen  (t  =  1,  2,  •  •  •  <y),  die  Zahl 

—  T  =  —  ö'  +  «11  +  «21  +  +  «al 
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eine  Wui'zel  der  zu  j;  =  oo  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichung sein.  Mau  hat  also  wieder  füi"  die  a^^  ('  =  1,2,  0)  eine  end- 
liehe Anzahl  von  Möglichkeiten  und  für  den  Grad  g  der  ganzen  ratio- 
nalen Function  Gix)  eine  obere  Grenze  Die  Differentialgleichungen 
für  gy  die  aus  der  gegebenen  durch  die  Substitutionen 

>=1 
hervorgehen,  wo  für  die  a  ^  irgend  ein  System  der  als  möglich  er- 
kannten Zahlen  zu  setzen  ist,  gehören  dann  auch  sämmtlich  der  Fuchs- 
schen  Classe  an,  und  es  ist  also  füi-  eine  dieser  Classe  angehÖrigo 
Differentialgleichung  zu  entscheiden,  ob  sie  ein  ganzes  rationales  Integral 
besitzt  Hierftlr  läset  sich  aber  ein  sehi'  einfaches  Kriterium  in  ex 
pliciter  Form  angeben. 

Denken  wir  uns  nämlich  die  der  Fuchs 'sehen  Classe  angehörigo 
Differentialgleichung  für  s  durch  Multiplication  mit  einer  ganzen  ratio- 
nalen Function  so  umgeformt,  dass  ihre  Coefftcienten  ganze  rationale 
Functionen  sind.  Sei  dann  der  Coefficient  der  ^^*''"  Ableitung  von  r: 
vom  Grade  ft,  so  ist,  da  (vergl.  Nr.  110,  Bd  I,  S.  394  oben)  die  Grade 
der  Coefficienten  der  Ableitungen  absteigender  Ordnung  von  s  ab- 
nehmen müssen,  jedenfalls  ^  nicht  kleiner  wie  n.     Setzen  wir  also 

so  stimmt  in  der  sich  für  g  ergebenden  Differentialgleichung 

iß)  F^X^)r  +  F,^,{x)^''-''  +  •  •    +  PoWt)  =  0 

der  Grad  des  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  mit  der  Ordnung 
der  Differentialgleichung  überein. 

Einer  ganzen  rationalen  Function  vom  Grade  g,  die  der  Diffe- 
rentialgleichung für  8  genügt,  entspricht  dann  eine  ganze  rationale 
Function  vom  Grade  y  -\-  yi,  —  n,  die  eine  Lösung  von  (ß)  ist,  und 
umgekehrt  entspricht  jeder  ganzen  rationalen  Function  von  höherem 
als  dem  (fi,  —  nj^"^  Grade,  die  die  Differentialgleichung  (j3)  befriedigt, 
ein  ganzes  rationales  Integral  der  Differentialgleichung  für  s.  Um  zu 
entscheiden,  ob  diese  letztere  Differentialgleichung  ein  ganzes  rationales 
Integral  vom  Grade  g  besitzt,  haben  wir  also  nur  festzustellen,  ob  die 
zu  a;  =  C50  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung  von  (/5)  die 
Wurzel  n  —  /w,  —  g  besitzt,  und  ob  zu  dieser  "Wurzel  ein  Integral  ge- 
hört, welches  eine  ganze  Function  {g  -^  ^  —  «,)*«"  Grades  ist. 

Zu  diesem  Ende  denken  wir  uns  (/3)  in  der  Normalform  ge- 
schrieben, also 


178,   Satz  von  Heffter  173 

wo  die  c^^  Constanten  bedeuten,  und  bilden  die  cbarakteristiscbe  Function 

y 

WO  also 

(*  =■  0,  1,  2,        /,) 

ist,  wahrend  alle  folgenden  f_f(<3)  identisch  verschwinden.  Setzen  wir 
in  (ß)  die  Reihe 

(9)  ^_^rjr^^(j,)^-v 

ein,  so  befriedigen  die  g^{y)  die  Recui-sionsformel 

(10)  ^/i_,(j'-%,W  =  0,    Q<v-X<n. 

Wenn  —  y  eine  ganze  nicht  positive  Zahl  ist,  die  der  determinirenden 
Fundamentalgleichung 

genügt,  und  es  soll  zu  dem  Exponenten  —  y  ein  Integral  gehören, 
welches  eine  ganze  rationale  Function  von  x  ist,  so  müssen  füi*  die 
Recursionsformel  (10)  zunächst  die  Bedingungen  erfüllt  sein,  die  die 
Existenz  eines  zu  —  y  gehörigen  und  m  Reihenform  dai-stellbaren 
Integrals  ermöglichen  (vergl  Nr.  52 ff.;  siehe  auch  den  Nachtrag  zu 
dieser  Nummer  am  Schlüsse  des  vorliegenden  Bandes).  Sind  diese 
Bedingungen  erfüllt,  so  können  wir  aus  den  Q-leichungeu  (10)  für 
V  =  0,  1,    •    y  die  Coefficienten 

der  Reihe  (9)  berechnen  Die  zur  Bestimmung  der  folgenden  Coeffi- 
cienten dienenden  Gleichungen  lauten  dann 

f /;(-  iX+Ar)  +  U{^)9y{v)  +  /•_,(%,_,(y)  +  ■  •  =  0, 

(11)  7„(-  %,+,(y)  +  /--x(-i)^,+iW+/L.(%.(y)  +  •  •  =0^ 
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Aus  der  Form  (8)   der  Functionen  f_^{6)  erliellt,    dass   in   don   Glei- 
chungen (11)  die  Coefficienten  der  Grössen 

sämmtlicli  verscli'wmden;  diese  Q-leichuugen  werden  folglich  ji-dcnliilK 
befriedigt,  wenn  wir  alle 

ffy+Sr)  =  ^         ('=i-,n,    ) 
nehmen     Daraus  folgt  der  von  HeiTu  Heffter  herrillnwidu  Hub/.: 

Wenn  zu  der  negativen  gauzzahligen  Wur/i'l  ~~y  der  zu 
a;==(X)  gehörigen  determinirenden  Fuudauiciitiilglnicliinig  von 
(/3)ein  m  Reihenform  darstellbares  Integral  gehört,  so  ln;sit/i 
diese  Differentialgleichung  ein  ganzes  rationales  Intt'gnil 

Dieser  Satz  gilt  auch,  wenn  (ß)  nicht  zur  Fuclis'sduMi  (üii.ssc 
gehört,  sondern  nur  so  beschaffen  ist,  dass  ic  =  no  v'mo  Stelle  der 
Bestimmtheit  ist  Wir  hätten  denselben  aus  dwTi  Satze  der  Nr.  117 
(Bd.  I,  S.  423)  über  die  Existenz  eines  Normalintegrals  filr  die  (iaselb.st 
betrachtete  Differentialgleichung,  welelies  eine  mit  dem  fiindumentaleii 
deteiminirendeu  Factor  e'""  multiplicirte  ganze  rationale  It'iiiieiinn  isl, 
erschÜessen  können,  haben  es  abei  vorgezogen,  einen  dinrteii  Beweis 
^  zu  liefern. 

Wenn  die  in  Bezug  auf  ihre  Reductibilität  bin  zu  uiitersiieliend»- 
Differentialgleichung  (A)  der  Fuchs'scheu  Chusso  nngeliört,  ho  gilt  das 
Gleiche  offenbar  auch  für  die  zu  (A)  a.ssociirten  Differentialgloieliimgen. 
In  diesem  Falle  hat  man  also  um  zu  entscheiden,  ob  (Aj  nuliieiiliel 
ist,  nur  für  Differentialgleichungen  der  Fuchs'schen  Classe  di(^jenigen 
Lösungen  aufzufinden,  die  sich  als  Producte  von  Potenzen  ratiomrier 
Functionen  darstellen  lassen,  und  dann  für  eine  endliche  Aiizulil  wohl- 
bestimmter  Unearer  Differentialgleichungen  festzustellen,  oh  si..  ihie 
sämmtKchen  Lösungen  mit  (A)  gemein  haben  oder  nielit. 


Fünftes  Kapitel. 

179.  Genauere  Betraolitung  der  Integralqnotienten.    Projeotive  Sub- 

stitutionen  und  Gruppen.     Isomorpliismus.     Beiziehungen  zwisolien 

homogenen,  unünoduLaren  und  projectiven  Gruppen. 

Wir  wollen  nun  dazu  übergelien,  die  durch  die  geometrische 
Deutung  der  Lösungen  y^j  y^,  y^  unserer  Differentialgleichung  (A) 
als  homogener  Punktcoordinaten  eines  {n — l)-fach  ausgedehnten  Raumes 
■^„_i  gewonnenen  prmcipiellen  Gesichtspunkte  auszunützen^  indem  wir 
iusbesoudeie  jene  Integralcm-ve  ß,  die  dui'ch  die  Gleichungen 

definirt  war,  in  den  Vordergiiiud  unserer  Betrachtungen  stellen. 

Es  wurde  schon  in  der  Nr.  172  (S.  145)  hervorgehoben,  dass  die 
Curve  ß  dieselbe  bleibt,  wenn  wir  die  yjx)  mit  einem  allen  gemein- 
samen Factor  multiphciren,  d  h.  also,  dass  jeder  Differentialgleichung, 
die  aus  (A)  durch  die  Transformation 

(1)  y  =  X8 

hervorgeht,  dieselbe  Cui-ve  6  zugeordnet  ist.  Dies  führte  uns  dazu, 
die  Integralquotienten  ri^,ri^,  •'jy„_j  zu  untersuchen,  durch  welche 
vermöge  der  Gleichungen  (vergl.  S   149) 

rpv  { conat 1  w 

(3)  K^\%-x  ("  =  2''-      »^ 

das  Fundamentalsystem 

der  Differentialgleichung  (^)  bestimmt  war  Jede  Uneare  Differential- 
gleichung mit  in  x  rationalen  Coefficienten,  deren  Integralquotienten 
''In  %)  '      "^  —X  ^^'^^j  gßlit  dann  aus  (21)  durch  die  Transformation 

hervor,  wo  r(a')  eine  rationale  Function  von  x  bedeutet. 
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Wir  hatten  das  Quotientensystem  ifjj^,  %,  •  ^„-1  ^"^  Fuiidti- 
mentalsystem  von  Integralquotienten  genannt.  lu  der  That  lilsHt 
sich  der  Quotient  irgend  zweier  Integrale  ^j,  y^, 

i/i 
durch  die  t]^,  t]^j  ' ' '  V  —i  ^  einfacher  Weise  darstellen.     Sei  nämlich 

h  =  Kyx  +  \y^+     -^K~iy,r 

so  ist  offenbar 

d  h  jeder  Integralquotient  ist  eine  gebrochene  lineare  Fnnc 
tion  der  Elemente  eines   Fundamentalsystems  von  liilü^j-jil- 
quotienten 

Bedeutet  y^,  y^,    •    y^  ein  zweites  Fundameiitalsjstem   won  Int«'- 
gralen  der  Differentialgleichung  (A)  und 

_  y 

das  entsprechende  System  von  Quotienten,  so  ist,  wenn  wir 

-  -J'pi  d  X 

1}^  =  ^"        y^       ("=1,2,    M) 

setzen,   \,\)^j    •  •  g^   das   entsprechende  Fundamentalsyntem    von  (%) 
und  folglich  ' 

n 

wo  die  a^^  Constanten  bedeuten,  für  welche 

(^)  l'^x.l  =   1  (^'  =  1,2,        7.) 

ist.    Also  haben  wir 

(6)  f  _">'l  +  "x2^1+         +«x.^i.-l 

"-'       «n+«ia'?i+       +'^:„^nJi         *"  =  ''"•      "^• 
d.   h     die    Elemente    irgend    eines    Fundamontalsystcms    v<,n 
Integralquotienten    stellen    sich    durch    7;     »;      .     .  ,,  ,,u 

lineare  gebrochene  Functionen  mit  demselbcMrN.nuer.lar 
Die  Beziehung  zwischen  den  beiden  Functions«ystouieii 

^i>   %'  •     •  ^«-1; 
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die  durch  GHeichungen  von  der  Form  (6)  mit  der  Bedingung  (5)  fest- 
gelegt wird,  wollen  wir,  im  Anschlüsse  an  die  geometrische  Bedeutung 
der  linearen  homogenen  Transformation  (4)  als  Collineation,  so  be- 
zeichnen, dass  wir  sagen,  das  System  vj^,  rj^,  •  •  •  ^^_j^  gehe  aus 
Vij  Vi)  ' '  '  Vn—i  <^^rch  Ausübung  einer  projectiven  Transforma- 
tion oder  Substitution  hervor.  Von  dieser  Art  der  Beziehung  ist 
zunächst  evident,  dass  sie  eine  gegenseitige  ist,  denn  die  Gleichungen 
(6)  lassen  sich  nach  den  Vn  %}  ' ' '  Vn—i  ^  eindeutiger  Weise  auf- 
lösen; dabei  ist  es  aber  wesentlich,  dass  die  linear  gebrochenen  Sub- 
stitutionen (6)  denselben  Nenner  haben.    Wir  sagen  demnach: 

Jedes  Fundamentalsystem  von  Integralquotienten  der 
Differentialgleichung  (A)  geht  aus  jedem  andern  durch  Aus- 
übung einer  projectiven  Transformation  hervor. 

Auf  diese  Weise  entspricht  also  jeder  linearen  homogenen 
Transformation  der  Vi,  V^f  • ' '  y„  eine  projective  Transformation  der 
Vi}  Vi)  ' '  '  Vn—i  ^'^^  folglich  auch  jeder  Gruppe  von  linearen  homo- 
genen Transformationen  der  y^,  y^,  •  •  «/„  eine  Gruppe  von  projectiven 
Transformationen  oder  kurz  eine  projective  Gruppe  der 

Vx)   V2)"-  Vn-v 

Insbesondere  wird  also  die  Gesammtheit  aller  projectiven  Trans- 
formationen der  Vi)  Vi)  ' ' '  Vn~i  ^^^^  Gruppe  bilden,  die  wir  die  all- 
gemeine projective  Gruppe  A  nennen  wollen;  wir  stellen  uns  die 
Aufgabe,  die  Beziehungen  dieser  Gruppe  J[  zu  der  allgemeinen  homo- 
genen linearen  Gruppe  L  der  y^,  y^,  '  •  y  und  zu  der  speciellen  L 
genauer  zu  ergründen 

Wir  fuhren  zu  dem  Ende  einen  wichtigen  gruppentheoretischen 
Begriff  ein. 

Wenn  die  Operationen  zweier  Gruppen  G  und  F  einander 
so  zugeordnet  sind,  dass  der  aus  zwei  Operationen  der  einen 
Gruppe  componirten  Operation  die  aus  den  beiden  entspre- 
chenden Operationen  der  andern  Gruppe  componirte  Opera- 
tion entspricht,  so  sagt  man,  die  beiden  Gruppen  seien 
isomorph. 

Entspricht  in  zwei  isomorphen  Gruppen  G  und  F  jeder  Operation 
der  einen  Gruppe  eine  und  nur  eine  wohlbestimmte  Operation  der 
andern,  so  nennt  man  den  Isomorphismus  einen  holoedrischen  oder 
einstufigen,  wenn  dagegen  die  Zuordnung  keine  gegenseitig  ein- 
deutige ist,  so  heissen  die  Gruppen  meriedrisch  oder  mehrstufig 
isomorph. 

Suhleilnger,  DUtarentlalglulohuugea    U  12 
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Aus  der  Definition  des  Isomorpliisniiis  folgt,  dass  denjenigen 
Operationen  der  einen  Gruppe,  die  eine  Untergruppe  constituiren, 
Opei-ationen  der  andern  Gruppe  entsprechen,  die  ebenfalls  eine  Unter- 
gruppe ausmachen.  Wir  werden  also  von  einander  entsprechenden 
Untergruppen  isomorpher  Gruppen  reden  können.  Einer  ausgezeich- 
neten Untergruppe  der  einen  Gruppe  entspricht  dann  offenbar  auch 
eine  ausgezeichnete  Untergruppe  der  andern.  Also  entspricht  ins- 
besondere der  identischen  Operation  der  einen  Gruppe  eine 
ausgezeichnete  Untergruppe  der  andern. 

Möge  der  identischen  Operation  1  von  F  die  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe E  von  Cr  entsprechen.  Sei  femer  jS^  irgend  eine  Operation 
von  G,  die  der  Operation  U  von  F  entspricht,  dann  sind  die  sämmt- 
lichen  Operationen  von  G,  die  der  Operation  2  von  F  entsprechen,  in 
der  Form 

eS    oder     Se 

enthalten,  wo  e  irgend  eine  Operation  von  E  bedeutet.  Wenn  die 
Gmppen  G  und  F  holoedrisch  isomoi-ph  sind,  so  besteht  E  einfach 
aus  der  identischen  Operation  1  allein. 

Unter  Benutzung  dieser  Terminologie  können  wir  also  jedenfalls 
sagen: 

Die  projective  Gruppe  A  von  (n — 1)  Variabein  ist  der 
speciellen  linearen  homogenen  Gruppe  L  von  n  Variabein 
und  beide  sind  der  allgemeinen  linearen  homogenen  Gruppe 
L  isomorph 

Fragen  wir  nun  nach  denjenigen  Operationen  von  L  und  L,  die  der 
identischen  Operation  von  A  entsprechen. 
SoU  die  lineare  Substitution 

n 

x=l 

der  Gruppe  L  der  identischen  Substitution  von  A  entsprechen,  so  muss 

sein.     Daraus   folgt,   da   diese   Gleichungen   identisch,   d.  h    für   alle 
Werthesysteme  der  \y  %j  -      'ri^_^  bestehen  mtiasen, 


a  ^  =  0,    ftü-    1 4=  =« 
und  femer 


^ 
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wo  t  einen  noch  wilUdirlicli  zn  wäHenden  Parameter  bedeutet  Also 
entspricht  der  identischen  Operation  von  A  die  aus  der  infinitesimalen 
Transformation 

erzeugte  eingliedrige  continuirliche  Gruppe  E 

(10)  y^^^Vx        ("=1.2.     «). 

■wo  t  einen  willkürlichen  Parameter  bedeutet  Diese  ist  also  in  L  als 
ausgezeichnete  Untergruppe  enthalten. 

Bedeutet  (8)  eine  unimodulare  Substitution,  d.  h.  ist 

|a^^|  =  l  (f,x  =  l,2,        n), 

so  unterliegt  der  Factor  t  noch  der  Bedingung 

d  h  der  identischen  Operation  von  A  entspricht  die  endliche  Unter- 
gruppe 

(11)  9x  =  «^x        ("  =  1.».     «) 

der  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe  i,  wo  s  eine  n^  Einheits- 
wurzel bedeutet. 

Wenn  der  identischen  Operation  einer  öi-uppe  F  die  ausgezeich- 
nete Untergi'uppe  E  einer  isomorphen  Gruppe  G  entspricht,  und  es 
entspricht  der  Untergruppe  y  von  F  die  Untergruppe  g  von  G,  so  sind 
auch  y  und  g  isomorph,  und  der  identischen  Operation  von  y  entspricht 
eine  Untergruppe  e  von  E,  die  in  g  ausgezeichnet  enthalten  ist 

Wir  schüessen  hieraus,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen 
der  Gruppen  A  und  L  einander  gegenseitig  eindeutig  entsprechen  müssen, 
dass  aber  die  Gruppe  L  nicht  von  infinitesimalen  Transformationen 
ei-zeugt,  also  keine  continuirliche  Gruppe  ist  Da  L  von  w^  —  1 
Parametern  abhängt,  so  enthält  diese  Gruppe  genau  v^  —  1  von  ein- 
ander unabhängige  infinitesimale  Transformationen     Es  smd  dies 

df  df  df 

V      Q-^>  y„  -Q-^ Vi    ö-^  («,«=1,2,.        M,   i  +  x) 

Um  die  entsprechenden  infinitesimalen  Transformationen  von  A  zu  bilden, 
berechnen  wir  die  entsprechenden  Variationen  der  %,%,-•    \_i'i  da 

SV.-^  =  S[-J  = ~ (x  =  M,      «), 

80  finden  wir 

12* 
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Aus  diesen  infinitesimalen  Transformationen  ist  die  allgemeine  projective 
Qnippe  A  erzeugt.  Der  Umstand,  dass  A  aus  infinitesimalen  Trans- 
formationen erzeugt  ist,  L  aber  mcht,  bewirkt,  dass  es  für  viele 
Betrachtungen  zweckmässiger  ist,  mit  der  projectiveu  Gruppe  statt  mit 
der  unimodularen  homogenen  Gruppe  zu  operiren. 

180   Dilferentialgleiohxing  für  die  Integralquotienten.    Transformation 

der  unabMngigen  Variabela.     Differentialgleiolrnngen  zweiter 

Ordnung.    Die  Schwarz 'sehe  Ableitung. 

Auf  Grund  der  in  der  vorigen  Nummer  gemachten  Bemerkungen 
können  wir  uns  nxmmehr  die  Bedeutung  der  Integralquotienten 
7j  7j  ■  •  •  rj  _  für  die  Integration  der  vorgelegten  Differentialglei- 
chung (A)  vollständig  klar  machen 

Was  zunächst  die  Transformationsgruppe  anlangt,  so  sei  H 
diese  Gruppe  für  die  Differentialgleichung  (A).  Die  der  Untergrappe 
S  von  L  entsprechende  Untergruppe  H  von  L  ist  die  Transfoirmations- 
gruppe  von  (Ä).  Statt  dieser  betrachten  wir  die  dieser  unimodularen 
Gruppe  isomorphe  Untergruppe  ®  der  projectiveu  Gruppe  A.  Der 
identischen  Transformation  von  ©  entspricht  dann  eine  ausgezeichnete 
Untergruppe  von  H,  die  in  der  Gruppe  (10)  und  eine  ebensolche 
Untergruppe  von  jff,  die  m  der  Gruppe  (11)  enthalten  sein  muss. 
Eine  rationale  Differentialfunction  der  y^,  y^,  •  •  y^,  die  hei  der  Gruppe 
(10)  ungeändert  bleibt,  ist  eine  homogene  Function  nuUten  Grades 
der  y^,  y^,  '  '  y^  und  ihrer  Ableitungen;  so  weit  also  solche  Diff'e- 
rentialfunctionen  der  y^,y^,'  -y  in  Betracht  kommen,  kann  man  sich 
auf  das  Studium  der  Integralquotienten  und  der  zugehörigen  projec- 
tiveu Gruppe  beschränken.  Dies  ist  femer  zulässig,  wenn  es  sich  um 
homogene  Gleichungen  behebigen  Grades  zwischen  den  y^,y^,  "  y„ 
und  deren  Ableitungen  handelt,  da  diese  offenbar  bei  Transformationen 
der  Gruppe  (10)  erhalten  bleiben. 

In  Bezug  auf  die  Monodromiegruppe  h  von  (A)  gelten  die  ana- 
logen_Bemerkungen  Bedeute  h  die  dem  h  entsprechende  Untergruppe 
von  i,  d.  h.  die  Monodromiegruppe  von  (Sl)  und  -ö-  die  zu  h  isomorphe 
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projective  örappe,  so  entspricht  der  identischen  Transformation  Yon  0^ 
eine  in  (10)  beziehungsweise  (11)  enthaltene  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe von  h  beziehungsweise  h.    Wir  haben  also  den  Satz: 

Wenn  die  Integralquotienten  ly^,  t}^,  •  %—x  ^^i  einem 
Umlaufe  der  unabhängigen  Variabein  x  ungeändert  bleiben, 
so  multipliciren  sich  die  Integrale  i/^,  y^,  '  ■ '  Vn  ^^^  C-^)  ™i* 
einer  Constanten,  die  Integrale  ^j,  tjj,  •  •  •  9^  von  (Sl)  mit  einer 
^ten  Einheitswurzel. 

Wenn  wir  einen  Integralquotienten;  z.  B. 

^^  =  ^ 
als  eine  rationale  Di£Ferentialfanction  der  y^,  y^,  -  ■  y„  auffassen,  so 
können  wir  nach  der  dieser  Fimction  entsprechenden  Resolvente  der 
Differentialgleichung  (A)  fragen,  d.  h,  (vergl.  Nr.  147,  S.  58  ff.)  nach  der 
algebraischen  Differentialgleichung  niedrigster  Ordnung,  der  i^^  genügt. 
Wir  beschränken  uns  vorerst  auf  die  Betrachtung  des  „allgemeinen" 
Falles,  wo  die  Transformationsgruppe  der  Differentialgleichung  (A)  die 
allgemeine  lineare  homogene  Gruppe  L  ist  Dann  haben  wir  also  nach 
den  in  der  Nr.  143  (S.  48)  angegebenen  Vorschriften  zunächst  in  den 
Ausdruck  von  ly^  füi-  y^,  y^j  •  •  •  y„  die  aus  diesen  Grossen  durch  die 
allgemeinste  Transformation  von  L 

n 

hervorgehenden  Grössen  zu  setzen;  der  so  entstehende  Ausdruck 
^«2iyi  +  ga2y2+     +"2ny« 

'^        «11 2/j  + «13  2/8+       +«i»3/» 
hängt  von  2n  —  1  wesentlichen  Parametern  ab  und  stellt  (vergl.  Nr.  179, 
S.  176)  den  allgemeinsten  Integralquotienten  dar 

Es  wird  also,  nach  den  Sätzen  der  Nr.  144  (S.  50),  die 
Function  rj  bei  genau  n^  —  2w  +  1  infinitesimalen  Transfor- 
mationen von  L  ungeändert  bleiben  und  einer  algebraischen 
Differentialgleichung  (2w — 1)*"  Ordnung  mit  in  x  rationalen 
Coefficienten  genügen.  Diese  Differentialgleichung  ist  so  be- 
schaffen, dass  ihr  allgemeines  Integral  i^  sich  als  gebrochene 
lineare  Function  mit  willkürlichen  Coefficienten  (die  nichts 
anderes  sind  wie  die  Integrationsconstanten)  von  n  —  1  par- 
ticularen  Integralen  rj^,  tj^,  •      \^i  darstellen  lässt. 

Ein  Fundamentalsystem  von  Integralquotienten  spielt  also  für 
diese  Differentialgleichung  (2n — l)**"^  Ordnung  eine  ähnliche  Rolle,  wie 
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das  Fundamentalsystem  von  Integralen  y^,  y^,  •  •  •  y^  für  die  lineare 
Dijfferentialgleichung  (A).  Wenn  die  Transfonnationsgnippe  von  (A) 
nicht  gerade  die  allgemeine  iioniogene  bneare  Gruppe  L  ist,  so  können 
wir  den  folgenden  Satz  ausspreclien: 

Für  die  Differentialgleiclmng  (2m  —  1)*"  Ordnung^  der  die 
Integralquotienten  t]  der  Differentialgleichung  (A)  Genüge 
leisten,  haben  die  projectiven  Gruppen  0  und  -Ö-,  die  der 
Transformationsgruppe  B"  beziehungsweise  der  Monodromie- 
gruppe  7i  von  (A)  isomorph  sind,  dieselbe  Bedeutung,  wie  die 
Gruppen  H  und  h  für  die  Differentialgleichung  (A)  selbst. 
Die  Gruppe  &  ist  natürlich  stets  eine  abzählbare,  während 
die  Gruppe  ®,  sofern  sie  keine  endliche  ist,  stets  continuir- 
liche  Schaaren  von  Transformationen  enthält. 

Wir  werden  im  Folgenden  oft  die  Gruppe  ©  die  Transformatious- 
gruppe,  &  die  Monodi-omiegruppe  der  Integralquotienten  der  Difie- 
rentialgleichung  (A)  nennen. 

Die  Form  der  Differentialgleichung  (2w— 1)*«  Ordnung  für  t;  ist 
im  Allgemeinen  eine  sehr  complicirte,  wir  werden  dieselbe  sehr  bald 
für  den  eiufachsten  Fall  w  =  2  aufstellen.  Jedenfalls  ist  von  vornherein 
Mar,  dass  die  Differentialgleichung  füi-  tj  nur  von  den  Coefficienten  der 
Differentialgleichung  (SI)  abhängen  kann,  da  sie  ja  ungeändert  bleiben 
muss,  wenn  wir  von  der  Differentialgleichung  (A)  durch  die  Trans- 
formation 

y  =  ^s 
zu  einer  andern  Differentialgleichung  übergehen. 

Die  Betrachtung  der  Integralcurve  (£,  die  dm-ch  die  Gleichungen 

dargesteUt  wird,  veranlasst  uns  jetzt  noch  einen  weiteren  Schritt  zu 
machen. 

Wir  hatten  die  Curve  (£  dargesteUt,  indem  wir  die  homogenen 
Coordmaten  ihrer  Punkte  als  Functionen  eines  Parameters  x  anffassten; 
lür  die  JSfatm-  der  Curve  ist  aber  die  besondere  Wail  dieses  Para- 
meters offenbar  unwesentlich.  Wir  können  zu  einem  andeni  Para- 
meter übergehen,  indem  wir  x  gleich  einer  Function  9,(1)  einer  neuen 
Vanababi  |  setzen 

(1)  *  =  9(e, 

dadurch  wi-d  die  ursprimgUohe  DifferentiaJgleiehmig  (A)  in  eine  Diffo- 
lenMgtoclnng  ^i  der  vmabhtogigen  Ymabdn  |  tasfomirt,  für 
welche  ieCnrve  g  dieselbe  Bedentang  hat  wie  fär  (A).  Combi^iren 
wir  diese  Transformation  mit  der  Tranrfomation 
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(2)  2/  =  A^, 

wo  A  irgend  eine  Function  von  x  bedeutet,  so  erhalten  wir  also  die 
allgemeiüste  Differentialgleichung  für  ^  als  Function  von  |,  zu  del- 
dieselbe  Integralcurve  (£  gehört  wie  zu  (A) 

Für  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

verliert  die  Curve  (5  insofern  ihre  Bedeutung,  als  wir  in  diesem  Falle, 
wenn  wir  die  Elemente  y^,  y^  eines  Fundamentalsystems  als  homogene 
Coordinaten  eines  Punktes  auf  einer  geraden  Linie  deuten,  ein  Con- 
tinuum  von  Punkten  erhalten,  welches  mit  dieser  Greraden  von  der- 
selben Dimension  ist  Wir  schüessen  hieraus,  dass  diese  Gerade  selbst 
m  gewissem  Sinne  die  Rolle  der  Integralcurve  spielt,  so  dass  also  aUe 
linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in  diesem  Sinne  die- 
selbe Integi*alcurve  haben. 

Dies  bestätigt  sich  dadurch,  dass  jede  lineare  homogene 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  jede  andere  durch 
Transformationen  von  der  Form  (1)  und  (2)  übergeführt 
werden  kann. 

Sei  nämlich 

irgend  eine  andere  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  Setzen  wir 
dann 

(3)  y  =  e  ^       t),    s  =  e  ^       j, 

so  erhalten  wir  füi-  \)  und  g  die  Differentialgleichungen 

W  5  +  (2.-!ri'(l)-2i')ä  =  o, 

wo  wir,  wie  auch  stets  im  Folgenden,  durch 

f'\t) 

die  y}-^  Ableitung  einer  Function  f  nach  dem  beigeschriebenen  Argu- 
mente t  bezeichnen 
Seien 

die  Quotienten  der  Elemente  eines  Fundamentalsystems  von  (Stg)  be- 
ziehungsweise (SSg),  dann  ist  (Nr.  179,  S.  175,  Gleich  (2)) 
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wo  c  ,  Cg  Constanten  bedeuten     Bilden  wir  nun  die  Ausdrücke 

so  ist 

(4)  ^ö=V  +  K(^)-i'8. 

und  dies  ist  nichts  anderes  wie  die  Differentialgleicliimg  dritter  Ordnung 
(2  m  — 1  =  3  für  w  =  2),  der  die  Integi-alquotienten  Yon  (Ag)  genügen 
Ebenso  haben  wir 

(5)  ^  ([)  =  ?,'  +  (?;(!) -!Z,. 

Für  den  Differentialausdrudk  ^  (    j,  der  gewöhnlich  als  die  Schwarz 's  che 

Ableitung  bezeichnet  wird,  gelten  nun  die  leicht  zu  verificirenden 
GHeichungen 

(a)  ■  jQä.'=^-jQd^\ 

(b)  JQä.'=J(f)di^+JQd^\ 

wir  haben  folglich  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (4) 

(6)  ^(^)=v+i';w-i'.-^©(|iy- 

Wenn  wir  nunmehr  |  als  Function  von  x  durch  die  Grleichung 

(7)  ^w  =  m 

definiren,  so  ist  also 

(8)  jQ  =i,.»  +i,/(.)  -i,,  -  (g/  +  s.'(i)  -  S.)  (Hy 

eine  Differentialgleichung  für  diese  Function  |,  deren  Coefficienten  Yon 
den  Coefficienten  der  Differentialgleichungen  (A^),  (Bg)  in  einfachster 
Weise  abhängen.  Wir  haben  dann  noch  zwischen  y  und  0  die  aus 
den  Gleichungen  (3)  und  (7)  folgende  Beziehung 

— /in  da; -f  yVi  <j| -l /da 
y  =  e 

wodurch  unsere  Behauptung  bewiesen  ist 
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Nimmt  man  apeciell 

so  wird  die  Gleichung  (8)  mit  (4)  identisch;  also  ist  in  diesem  Falle 
I  selbst  ein  Integralquotient  von  (Aj);  d.  h.  durch  Einführung  von  v} 
als  unabhängiger  Variabein  und  durch  die  Transformation 

y  =  e 


verwandelt  sich  (Ag)  in  die  Differentialgleichung 

4=0. 

Wir  werden  sehr  bald  eine  Verallgemeiuerung  dieses  Ergebnisses  auf 
den  Fall  einer  Differentialgleichung  m^^  Ordnung  kennen  lernen 
(Nr.  185,  S  205). 

Die  linke  Seite  der  Differentialgleichung  (4)  ist,  da  sie  sich  rational 
durch  die  Coefficienten  von  (Ag)  und  deren  Ableitungen  darstellen  lässt, 
als  Function  von  v}  aufgefasst,  eine  Differentialinvariante  der  allgememen 
projectiven  Gruppe  in  ly,  d.  h.  der  Gruppe 

wir  haben  also 


(e)  ^!    =4"  +  *    ,     uS-ßy=U 


und  dadurch  ist  die  Thatsache,  dass  das  allgemeine  Integral  von  (4) 
als  linear  gebrochene  Function  einer  particularen  Lösung  rj  dargestellt 
werden  kann,  in  Evidenz  gesetzt. 

181.    ALLgemeines  über  Invarianten.     Algebraisohe  Formen. 

Aeqnivalenz  linearer  Differentialgleiohiingen  von  hölierer  als  der 

zweiten  Ordnung.     Invarianten  dieser  Aequivalenz.     Gewicht. 

Wenn  die  Ordnungszahl  n  der  Differentialgleichung  (A)  grösser 
ist  wie  zwei,  so  kann  (A)  nicht  in  jede  lineare  Differentialgleichung 
derselben  Ordnung 

(B)  ^^qj£lll^    ..^q8=.0 

durch  die  beiden  Transformationen  (1)  und  (2)  übergeführt  werden, 
sondern  es  müssen,  wenn  eine  solche  Ueberführung  möglich  sein  soll, 
zwischen  den  Coefficienten  der  Gleichungen  (A),  (B)  gewisse  Beziehungen 
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bestehen.  Üeber  die  Natiir  dieser  Beziehungen  können  wir  uns  von 
vornherein  durch  einige  allgenieine  Bemerkungen  orientiren. 

Wenn  man  eine  ganze  rationale  homogene  Function  w*«"  Grades 
der  n  Unbestimmten  x^,  x^,  ■  ■    x^,  eine  sogenannte  Form, 

f=S^a,        ,  X,  X.     •    X    , 

(»1)  ^2i       »m) 

WO  die  Summation  sich  auf  alle  Combinationen  der  Zahlen  1,  2,  •  -n 
zu  je  m  mit  unbedingter  Wiederholung  bezieht,  durch  die  lineare 
homogene  Substitution 

(I)  00^=  ^aj^,     |«,|=H0        ('•''=^-^'     ")' 

transformii-t,  so  verwandelt  sie  sich  in  eine  ebenso  beschaffene  Form 
der  li,  k>  •      k 

(»li«3i       'nj) 

Wenn  w  =  2,  m  =  2  ist,  d.  h.  für  binäre  quadratische  Formen,  weiss 
man,  dass  sich  jede  solche  Form  in  jede  audere  durch  eine  lineare 
homogene  Substitution  transformiren  lässt;  für  Fonnen  höheren  Grades 
und  mit  mehr  als  zwei  Unbestimmten  ist  es  dagegen  im  Allgemeinen 
nicht  möglich,  eine  lineare  Substitution  von  der  Gestalt  (I)  anziigeben, 
die  eine  gegebene  Form  f  in  eine  ebenfalls  gegebene  Foi-m  gj  überführt. 
Damit  eine  solche  Ueberfiihrung  möglich  sei,  müssen  zwischen  den 
Coefdcienten  der  beiden  Fonnen  /'  und  (p  gewisse  Beziehungen  be- 
stehen. Man  erhält  diese  Beziehungen,  wenn  man  sich  in  /'  die  Sub- 
stitution (1)  wirkhch  ausgeführt,  dann  die  Coefficienten  h^  ^^  ^  der  so 
entstehenden   Form    als   Functionen    der    a  imd   der   cc  „    hiii- 

'1»2       'irt  _    "« 

geschrieben  denkt  und  zwischen  den  so  entstehenden  Gleichungen, 
den  sogenannten  Transformationsrelationen,  die  a^^  elimimrt. 
Wie  in  der  Algebra  gezeigt  wird  (vergl  z  B.  Aronhold,  Ueber  eine 
fundamentale  Begründung  der  Invariantentheorie,  Crelle's  Journal,  Bd.  (5i?, 
S.  281  ff),  lässt  sich  das  Resultat  dieser  Elimination,  wenn  man  noch 
die  Gleichung 

hinzunimmt,  im  Allgemeinen  m  die  Fonn  setzen 

(U)  GAl.   .       ,  )  =  d''^aJa,  )        (-1  =  1.2,     ). 

wo  die  G^  ganze  rationale  homogene  Functionen  der  sämmtlichen 
Grössen  bedeuten,  die  aus  der  in  der  Parenthese  geschriebenen  Grösse 
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für  alle  in  Betracht  kommenden  Werthesysteme  der  i^,  \,  •  •  ■  i^  her- 
vorgehen, während  die  (i^  bestimmte  positive  ganze  Zahlen  sind. 

Man  nennt  zwei  Formen  /"und  9),  die  durch  eine  Transformation 
(I)  in  einander  übergeführt  werden  können,  (im  algebraischen  Sinne) 
aequivalent  und  hat  also  den  Satz: 

Damit  zwei  Formen  f  und  9  aequivalent  sind,  ist  noth- 
wendig  und  (im  Allgemeinen  auch)  hinreichend,  dass  gewisse 
homogene  Functionen,  gebildet  aus  den  Coefficienten  von  f, 
sich  -von  denselben  ganzen  homogenen  Functionen,  gebildet 
aus  den  Coefficienten  von  <p,  nur  durch  Factoren  unterschei- 
den, die  wohlbestimmte  Potenzen  einer  festen  Q-rösse  d  sind. 

Diese  ganzen  homogenen  Functionen  G^  haben  die  Eigenschaft,  sich 
nur  mit  einer  ganzen  Potenz  der  Substitutionsdeterminante  d  zu 
multipliciren,  wenn  man  von  der  Form  f  zu  der  aequivalenten  Form  y 
übergeht,  man  nennt  dieselben  die  Invarianten  der  Form  f  und  jene 
Potenz  ft^  das  Gewicht  der  Invariante  (r^.  Durch  Quotientenbildung 
aus  Potenzen  dieser  relativen  Invarianten  kann  man  zu  Ausdrücken 
gelangen,  die  beim  TJeb  ergange  von  einer  Form  zu  ihrer  aequivalenten 
absolut  ungeändert  bleiben,  und  man  hat  dann  als  Bedingung  für  die 
Aequivalenz  zweier  Formen  f  und  cp  die  Gleichheit  ihrer  so  gebildeten 
absoluten  Invarianten  anzusehen 

Die  Ausdrücke  der  Coefficienten  6  der  transformirten  Form  durch 
die  Coefficienten  a  der  ursprünglichen  und  die  a  ^  (die  Transformations- 
relationen) sind  in  den  a  linear,  man  kann  sie  also  auffassen  als  eme 
lineare  homogene  Transfoirmation  der  Grossen  a  in  die  Grössen  h.  Die 
Gesammtheit  dieser  Transformationen,  die  man  erhält,  wenn  man  die 
a     alle  möglichen  Werthe  annehmen  lässt,  die  durch  die  Ungleichung 

\a    I  =1=  0         (',»«=1, 3,  ..n) 

beschränkt  sind,  bildet  offenbar  eine  continuirUche  w^-güedrige  alge- 
braische lineare  homogene  Gruppe  in  den  Grössen  a.  Die  absoluten 
Invarianten  der  Form  /"  sind  dann  nichts  anderes  als  die  Invarianten 
dieser  Gruppe. 

Aehnlich  wie  bei  der  Aequivalenz  algebraischer  Formen  ist  es, 
wenn  man.  nach  den  Bedingungen  sucht,  die  erfüllt  sein  müssen,  damit 
irgendwelche  analytische  Gebilde  in  irgend  einem  wohldefinirten  Sinne 
aequivalent  sein  soUen  Die  Bedingungen  ergeben  sich  stets  in  der 
Form,  dass  gewisse  Invarianten  dieser  Aequivalenz  für  beide  Gebilde 
übereinstimmen  müssen. 

Wir  nennen  zwei  hneare  Differentialgleichungen  (A),  (B)  einander 
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aequivalent^  sofern  die  eine  ans  der  andern  durek  eine  Transformation 
yon  der  Gestalt 

hervorgeht.  Wenn  wii'  dann  nach,  den  Bedingungen  fragen,  die  zwischen 
den  Coefficienten  von  (A)  nnd  (B)  bestehen  müssen,  damit  diese  Diffe- 
rentialgleichungen aeqnivaleut  seien,  so  erwarten  wir  nach  dem  eben 
dargelegten  Princip,  dass  sich  diese  Bedingungen  auch  in  der  Form 
darstellen  lassen  werden,  dass  gewisse  aus  den  Coefficienten  von  (A) 
gebildete  Ausdrücke  mit  denselben  Ausdrücken,  gebildet  aus  den 
Coefficienten  von  (B),  übereinstimmen. 

Dass  dies  in  der  That  der  Fall  ist,   wollen  wir  nunmehr  zeigen. 

Wir  wollen  der  Einfachheit  wegen  voraussetzen,  dass  in  den  beiden 
Differentialgleichungen  (A),  (B)  der  Coefficient  der  {n  —  1)*™  Ableitung 
verschwindet,  also 

i>i==0;     2i  =  0, 

und  überdies  möge  dem  Coefficienten  der  jt**"*  Ableitung  (;« ==  0, 1,  •  •  •  w — 2) 
der  numerische  Coefficient  (Binomialcoefficient) 

_n{n~l)       (»  — x  +  1) 
^* i~2      ^ 

als  Factor  vorgesetzt  werden  Wir  haben  also  dann  die  gegebenen 
Differentialgleichungen  in  der  Form 

(B)  0+M,g^+    ••  +  *,^  =  0. 


SoU 


nun 


sein,  so  folgt  zunächst  durch  Ausfülii-ung  der  Substitution 

y  =  XB 

in  (A)  für  B  als  Function  von  x  die  Differentialgleichung  (vergl. 
Nr.  172,  S.  145) 

Führen  wir  m  dieser  Differentialgleichung  an  die  Stelle  von  x  die 
neue  unabhängige  Variable  g  ein,  so  haben  wir  zunächst  die  Ablei- 
tungen von  B  nach  x  durch  die  Ableitungen  von  ss  nach  |  darzustellen. 
Man  findet 
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dz  dz  «,/ r  V 

dx~dl^  W; 

allgemein  ist  nach  einer  von  Herrn  Schlömilcli  gegebenen  Formel 
— ;;  =   y  — ; (m=.i,  2, 3.   ), 

x=l 

wo  A^^^  als  ganze  Function  der  Ableitungen  von 
durch  die  Gleichungen 

definirt  werden  kann.    Es  ist  also  z.  B. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  (A)  ein,  so  muss  die  so  entstehende 
Differentialgleichung  für  5(  als  Function  von  |  mit  (B)  übereinstimmen. 
Man  findet  nach  Herrn  Forsyth  allgemein  durch  Coefficientenverglei- 
chung: 

wo  ^jj  =  Ij  p^  =  0   ZU  nehmen  ist.    Da   q^  =  0  sein  sollte,   ergiebt 
sich  für  %  =  n  —  1 

^     ^  X  2       r(a:)  ' 

dadm-ch  ist  also  in  diesem  Falle  der  Factor  k  festgelegt;  berücksichtigt 

man  diesen  Werth  von  k  und  setzt 


i'¥) 


=  Z, 


so  hat  man 

(11)  jj'(*)'=i',H-^(i2'-2'W), 

(12)  ä,r  W  =  i>.  -  3ft/  +  ^  (Z"W  -  %Z\x)Z  +  2% 


u   s.  w. 


Der  Process   der  Herstellung   von   Bedingungen   dafür,    dass   die 
Transformation  der  GHeichungen  (A),  (B)  in  einander  möglich  sei,  be- 


190  X    Specielle  Probleme  der  Gruppentheorie.    Kapitel  5. 

steht  nun  darin,  dass  man  aus  den  „Transformatiousrelationen"  (9)  und 
den  aioli  daraus  durcL  Differentiation  ergebenden  Bezieliungen  zwischen 
den  Ableitungen  der  Coefficienten  ^  und  q^  die  Ableitungen  von  l 
und  5  nach,  x  zu  eliminireu  sucht. 

Diese  Elimination  kann  nun  so  bewirkt  werden,  dass  die 
Resultate  derselben  in  der  eigenthümlichen  separirten  Form 
erscheinen: 

WO  die  G^  ganze  Functionen  der  Coefficienten  q^  und  ihrer  Ableitungen 
beziehungsweise  der  p  und  ihrer  Ableitungen  bedeuten. 

Z  B.  ergiebt  sich,  wemi  man  die  Gleichung  (11)  differentiirt: 

und  nach  (12)  ist  folghch 

(IS)  V^B-Yd^jiC^)  =i'a-Y-^; 

man  nennt  den  Ausdruck 

der  sich  also  von  dem  entsprechenden  Ausdrucke  gebildet  aus  den 
Coefficienten  von  (B) 

^3-Y  d|-==^8® 

nur  durch  die  dritte  Potenz  der  Grösse  l'{x)  als  Factor  unterscheidet, 
eine  Invariante  vom  Gewichte  drei. 

Betrachtet  man  die  Gleichungen  (9),  imter  Berücksichtigung  von 
(10),  fOi- 

K  =  n  —  2f    n  —  3,  •  •  •  w  —  Vj 

differentiirt  die  erste  (v  —  2)-mal,  die  zweite  (v  —  3)-mal  u.  s.  f ,  die 
vorletzte  einmal,  so  kann  man  eine  ganze  Function  der 


finden,  wir  bezeichnen  dieselbe  durch 

die  so  beschaffen  ist,  dass,  wenn  man  sie  mit  der  v*«^  Potenz  von  ^'(x) 
multiplicirt  und  für  die  Grössen  (14)  ihre  Ausdi-ücke  durch  die  p^  und 
deren  Ableitungen  emsetzt,  sieh  dieselbe  ganze  Function 
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der  Grössen 

ergiebt.     Es  ist  also 

(15)  i'(xyui)  =  &x^), 

und  man  nennt  &    eine  Invariante  vom  Gewichte  v. 
Auf  diese  Weise  erhalten  -wir  filr 

V  =  3,  4,  •  •  w 
im  Ganzen  n — 2  solche  Invarianten,  und  die  Gleichungen  (15)  stellen 
im  Allgemeinen,  wenn  man  noch  |'(^)  ^^^  ^^'^^  unbestimmte  Grösse 
ansieht,  das  Resultat  der  Elimination  aus  den  Transformationsrela- 
tionen (9)  dar;  sie  üefem  also  die  noth wendigen  und  (im  Allgemeinen 
auch)  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dass  die  Gleichungen  (9)  be- 
stehen, oder  was  dasselbe  heisst,  dafür,  dass  die  Gleichungen  (A),  (B) 
durch  die  Transformation 

wo  k  durch  die  Gleichung  (10)  bestimmt  ist  und  9j(|)  durch 


'°®=/m 


gegeben  wird,  in  einander  übergehen. 

Betrachtet  man  die  Gleichungen  (9)  —  immer  unter  Berücksich- 
tigung von  (10)  —  als  Definitionsgleichungen  einer  gewissen  Trans- 
formation der  Coefficienten  p^,  ■  •  ■  P„  m  die  gt^,  "  %}  ^°  ^^*  ^^'f 
dass  die  Gesammtheit  dieser  Transformationen,  die  für  aUe  möglichen 
Wahlen  der  Function  x  =  cp(^)  zum  Vorschein  kommen,  eine  con- 
tmuirliche  Gruppe  bilden.  Die  Invarianten  -Ö-^  stellen  dann  für 
v  =  3  4  . .  w  ein  System  von  relativen  Differentialinvarianten 
dieser  Gruppe  dar,  von  welchem  man  durch  Potenzii-en  mid  Quotienten- 
bildung  zu  einem  Systeme  von  w  — 3  absoluten  DifferentiaKnvarianten 
übergehen  kann. 

182    Bestiininung  der  Form  der  Invarianten.     Inflnitesimale  Trans- 
formation einer  Differentialgleichung  m  eine  aequivalente. 

Wir  wollen  nunmehr  einige  Sätze  kennen  lernen,  die  Herr  Forsyth 
für  solche  Invarianten  aufgestellt  hat,  und  die  uns  auch  dazu  dienen 
werden,  die  erphciten  Ausdrücke  für  dieselben  zu  finden. 

Es  möge  zunächst  jedem  Coefficienten  der  Differentialgleichung 
w*"  Ordnung  (A)  eine  gewisse  Dimension  beigelegt  werden;  p^  möge 
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die  Dimension  —  x  haben.  Ebenso  könnten  wir  z.  B.  der  abhängigen 
Variabein  y  eine  gewisse  Dimension  beilegen,  die  im  Uebngen  ganz 
willkürlich  angenommen  werden  kann^  wir  wollen  sagen  m.  Dann 
setzen  wir  fest,  dass  sich  die  Dimension  einer  Function  von  x  durch 
jede  Dii9Eerentiation  nach  os  um  ei;ie  Einheit  erniedrigt,  so  dass  also 
y^^^a;)  die  Dimension  m  —  x,  und  p^^(x)  die  Dimension  —x~i  erhält 
Die  Dimension  des  GHiedes 

der  linken  Seite  von  (A)  ist  gleich  der  Summe  der  Dimensionen  der 
beiden  Factoren,  d.  h. 

m  —  (w  —  %)  —  «  ==  »*  —  w, 

somit  für  jeden  Term  von  (A)  dieselbe     ö-anz  ebenso  verfahi-en  wir 
mit  der  Differentialgleichung  (B),  wir  legen  also  dem  gj.'^(|)  die  Dimen- 
sion —  X  —  i  und  8^*\^  die  Dimension  m  —  v  bei. 
Betrachten  wir  nun  eine  GHeichung 

(16)  i\xf®{l)^®{x), 

wo  ®{x)  eine  ganze  Function  der  p^  und  ihrer  Ableitungen  nach  x, 
@(|)  dieselbe  Function  der  q^  und  ihrer  Ableitungen  nach  |  bedeutet, 
so  ergeben  sich  aus  der  Q-estalt  der  Relationen  (9)  und  der  aus  den- 
selben durch  Differentiation  heiworgehenden  Gleichungen  ohne  weiteres 
die  beiden  Sätze: 

Auf  jeder  Seite  der  Gleichung  (16)  haben  alle  auftreten- 
den Terme  dieselbe  Dimension^  und 

beide  Seiten  dieser  Gleichung  haben  dieselbe  Dimension 
sowohl  m  Bezug  auf  x  als  auch  in  Bezug  auf  |. 

Sei  —  ff  die  Zahl,  welche  die  Dimension  von  ®{x)  in  Bezug  auf 
X  angiebt,  so  ist  also  auch  @(|)  von  der  Dimension  —  <y  in  Bezug 
auf  |.  Der  Grösse  |'(j;)  muss  in  Bezug  auf  |  die  Dimension  +1",  in 
Bezug  auf  x  die  Dimension  —  1  beigelegt  werden;  also  ist  fi  —  ff  die 
Dimension  von  |'(a;)^@(|)  m  Bezug  auf  l  und  —  ft  die  Dimension 
derselben  Grösse  m  Bezug  auf  x,  da  0(|)  in  Bezug  auf  x  als  von  der 
Dimension  Null  anzusehen  ist  Dagegen  ist  ®(x)  in  Bezug  auf  ^  von 
der  Dimension  Null,  in  Bezug  auf  x  von  der  Dimension  —  ff  Wir 
haben  folglich 

fi_ff  =  0,     _|a  =  —  ff, 

es  muss  also,  wenn  0  eine  Function  von  der  Dimension  —  ff  ist,  die 
Zahl  lt.,  d.  h.  das  Gewicht  der  Invariante  @,  gleich  ff  sein. 

Auf  Grund  dieses  Ergebnisses  sind  wir  sofort  im  Stande, 
die  Form  einer  Invariante  ®„  vom  Gewichte  v  hinzuschreiben 
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Da  z.  B.  für  v  =  3  p^  und  p^'(oc)  die  einzigen  in  Betracht  kom- 
menden Grössen  von  der  Dimension  —  3  smd,  so  muss 

sem,  wo  a,  h  numerische  Constanten  bedeuten  (vergl.  den  Ausdi-uck  für 
&^(x)  auf  S.  190)     Ebenso  ist  für  v  =  4 

(17)  0,W  =  ap^  +  hp,'(x)  +  cp^"(x)  +  dp,\ 
und  für  v  =  5 

(18)  @,(x)  =  ap,  +  hp^ix)  +  cpfix)  +  dpf(x)  -\-  ep^p,^  +  fp^p;(x) 

u.  s.  w. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  bekanntlich  m  der  Invarianten- 
theorie der  algebraischen  Fonnen  die  Gestalt  einer  Invariante  von 
vorgeschriebenem  gewichte  angeben;  für  die  Bestimmung  der  constanten 
(numerischen)  Factoren  bedient  man  sich  dann  gewisser  partieller 
Differentialgleichungen,  denen  jede  Invariante  genügen  muss  und  die 
mchts  anderes  besagen,  als  dass  die  Invariante  bei  den  infinitesimalen 
Transformationen  der  durch  die  Transformationsrelatiouen  dar- 
gestellten Gruppe  (vergl.  Nr.  181,  S  187),  abgesehen  von  einer  Potenz 
der  Substitutionsdeterminante,  ungeändert  bleibt. 

Genau  ebenso  lassen  sich  nun  auch  die  in  den  Ausdi-ücken  der  ©^ 
auftretenden  Constanten  bestimmen,  wenn  man  die  Unveränderlichkeit 
(abgesehen  von  dem  Factor  ^'{xf)  dieser  Invarianten  bei  der  „infini- 
tesimalen Transformation"  der  durch  die  Gleichungen  (9)  dar- 
gestellten Gruppe  von  Transformationen  der  p^ ,  ^jg ,  •  p^  in  Evidenz 
setzt  Was  man  in  diesem  Falle  unter  der  infinitesimalen  Transfonna- 
tion  zu  verstehen  hat,  ist  leicht  zu  erkennen. 

Eine  Transformation  der  Gmppe  (9)  wird  bestimmt  durch  Fixi- 
mng  der  Function 

g  =  9'(i»), 

da  ja  die  Function  l  durch  die  Gleichung  (10)  festgelegt  ist,  wenn 
man  cp{x)  kennt  Nehmen  wir  also  für  q>{x)  eine  Function,  die  sich 
unendlich  wenig  von  x  unterscheidet,  d  h.  setzen  wir 

(19)  ^=x^Bx{x), 

wo  E  eine  unendlich  kleine  von  x  unabhängige  Grösse,  %(x)  eine  will- 
kürliche Function  von  x  bedeutet,  so  stellen  die  dieser  Wahl  von  (p{x) 
entsprechenden  Gleichungen  (9)  jene  infinitesimale  Transformation  dar. 
Die  Function  A  bestimmt  sich  dann  nach  (10)  durch  die  Gleichung 

l  =  const.  (^'{x))    '  , 

Sohleaiuger,  DlfTerentlalgleicbnngen    U  13 
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■wenn  wir  also  die  Oonstante  der  Integration  gleich.  Eins  wäMen,  so 
haben  wir 

Entwickeln  wir  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  nach 
Potenzen  der  unendlich  kleinen  Grösse  e  und  vernachlässigen  die  zweite 
und  die  höheren  Potenzen  derselben,  so  kommt 

und  hiernach 

Führen  wir  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  (9)  ein,  so  ergiebt 
sich,  wenn  die  höheren  Potenzen  von  e  immer  vernachlässigt  werden 
und  X  an  Stelle  von  n  —  x  gesetzt  wird, 

(20)     g  =P.(l-«e;t'W)-|-.  ^«/"+  ",'■_-'."/'  +  ''pj'-^\cc); 

1=0 

dies  ist  die  gesuchte  infinitesimale  Ti-ansformation.  Dieselbe  muss  nun 
durch  Differentiation  „erweitert"  werden;  man  findet 

Setzt  man  die  sich  aus  (20),  (21)  ergebenden  Werthe  der  q  und 
ihi-er  Ableitungen  in  den,  abgesehen  von  den  conatanten  (numerischen) 
Coefficienten,  aufgestellten  Ausdruck  einer  Invariante  @  (|)  ein,  so  muss 

r«0,(l)  =  0,(a;), 
also,  da  nach  (19) 

zu  nehmen  ist, 

sein,  und  diese  Gleichung  muss  identisch  bestehen.  Dai-aus  ergeben 
sich  nun  die  erforderlichen  Bestimmungsgleichungen  für  die  noch  un- 
bekannten numerischen  Coefficienten  der  Invariante  ®  (x). 


183    Die  linearen  Invarianten.  195 

183   Explioite  Form  der  linearen.  Invarianten  vom  Grewichte  8, 4, 5, 6, 7 
und  des  linearen  Tkeiles  derselben  für  beliebiges  Gtewicht. 

Nehmen  wir,  da  für  v  =  3,  abgesehen  von  einem  constanten  Factor, 
keine  andere  Invanante  vrie  die  bereits  gefundene  Q-^(x)  existiren  kann, 
den  Fall  i/  =  4,  wo  also  ©^(l)  in  der  Fonn  (17)  darstellbar  sein  muss 
Nach  (20)  ist  für  :.«  =  2 

also,  immer  wieder  unter  Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen  von  s, 

und  für  j«  =  4 

(i^=PS^  —  Wi^))  —  ^n"{p)Pfi  —  ('»«  +  ^)^f\^)lh 

femer  hat  man  nach  (21) 

^-  =  f5  (1  -  in'm  -  ^n"{-)  ^  -  2./'Wi's  -  4^ '/'(-)  • 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Q-leichung 

ein,  so  kommt  nach  Division  durch  —  e 

«|6z"(^>j  +  ('*  +  5)/'(.;)2,,  +  A(^+l)/)(^)}  +  |g(^  +  l)/)(^)^,^ 


woraus  sich 

6 

also  für  a  =  1 

^                3   ÖwH-7 

5     n  + 1       ' 

©iW^^.W 

=  i'4 

-2ft'W  +  |<W-|^^i>; 

ergiebt.     Auf  ähnliche  Weise  findet  man  für  v  ^  5 

13* 
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10  7W+1S       „    .  V 

Wendet  man  das  gleiche  Verfahren  Kur  Bestimmung  der  Invariante 
vom  Gewichte  6  an,  so  bleibt  nicht  wie  bei  v  =  3,  4,  5  nur  ein 
Coefficient  (der  als  constanter  Factor  unwesentlich  ist),  sondern  es 
bleiben  zwei  Coefficienten  willkürlich.  Dies  hängt  mit  dem  Umstände 
zusammen,  dass  ja  offenbar  -^-^  eine  Invariante  vom  Gewichte  6  ist, 
so  dass  also,  wenn  0"^  eine  specielle  Livariante  dieses  Gewichts  be- 
deutet, auch 

eine  Invariante  vom  Gewichte  6,  und  zwar,  da  sie  zwei  willkürliche 
Constanten  a,  h  enthält,  die  allgemeinste  Invariante  dieses  Gewichtes 
sein  wird  In  der  That  zeigt  sich  auch,  dass  der  zweite  bei  Bestim- 
mung von  ®g  willküi-lich  bleibende  Coefficient  mit  ^-^  multiplicirt  ist 
Wir  werden  diejenige  Invariante  vom  Gewichte  6,  die  man  erhält,  wenn 
dieser  Coefficient  gleich  IfuU  gewählt  wird,  dui-ch  -9-^  bezeichnen.  Es 
ergiebt  sich 

14(M  H- 1)  r^a^s  ^^J       öi'a  W  j        7       "    (tT+I? -^2 

Da  für  V  =  7  das  Product  Q'^^^  eine  Invariante  vom  Gewichte  7  ist, 
so  werden  bei  Bestimmung  von  ©,  auch  zwei  Coefficienten  willkürlich 
bleiben,  von  denen  der  eine  ein  constanter  Factor,  der  andere  mit 
-ö-g-ö*^  multiphcirt  ist.  Die  bei  AnuUirung  des  letzteren  sich  ergebende 
Invariante  bezeichnen  wir  durch  0-^,  dieselbe  ist 

21  llw-1-13            ,   .          9    385*1^  -f  1728W  -|-  1919      %^  ,  . 
-11      «-hl      ^ii^öC^)  -  22   (^^1)2       P^  *3(^) 

Von  diesen  Ausdrücken,  die  wir  durch  das  an  den  Beispielen 
V  =  4,  5,  6,  7  dargelegte  und  allgemein  angedeutete  Verfahren  er- 
halten, wäre  a  posteriori  noch  nachzuweisen,  dass  es  auch  wirklich  In- 
varianten smd.  Man  kann  diesen  Nachweis  führen,  indem  man  zeigt, 
dass  ein  Ausdruck,  dessen  sämmtliche  Terme  in  dem  angegebenen 
Sinne  dieselbe  Dimension  haben  und  der  bei  der  infinitesimalen  Trans- 
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formation  (19)  die  Invarianteneigenscliaffc  besitzt,  auch,  für  die  beliebige, 
^=:(p(^x)  entsprechende  Transformation  (relativ)  invariant  bleiben  muss 
Man  hat  sich  hierbei  des  Pnncips  zu  bedienen,  wonach  eine  endliche 
Variation  durch  Superposition  infinitesimaler  Variationen  erzeugt  werden 
kann;  wir  gehen  auf  diesen  Nachweis  nicht  näher  ein. 

Die  so  bestunmten  Invarianten  haben,  wie  wir  an  den  ausgerech- 
neten Beispielen  sehen,  die  Eigenschaft,  aus  emem  in  den  Coefficienten 
der  Differentialgleichung  und  deren  Ableitungen  linearen  und  einem 
mit  p^  oder  einer  Ableitung  von  p^  multiplicirten  nicht  linearen  Theile 
zu  bestehen,  Herr  Forsyth  nennt  sie  aus  einem  sehr  bald  darzulegen- 
den Grunde  lineare  Invarianten. 

Für  den  linearen  Theil  einer  Invariante  vom  Gewichte  v  hat 
Heri'  Brioschi  die  folgende  Formel  aufgestellt 

^  ^v,[i3v-2fW         2(2»+l)(v  — l+l)^'— 2'-lWJ; 

woselbst 

_  .  ^         (n^-2^-2){v-2^-lf{v-2l)  , 

^.-0  —  -^?      ^r,<+l         4(i_j_i)(2j_|_i)(v  — i  — l)(2v  — 2i  — 3)'^'',» 

ZU  nehmen  ist.  Indem  mau  der  Invariante  ®^  mit  geeigneten  numeri- 
schen Factoren  multiplicirte  Producte  von  der  Form 

hinzufügt,  kann  man.  Wie  Herr  Forsyth  gezeigt  hat,  auch  für  v  >  7 
bewirken,  dass  die  nicht  linearen  Glieder  der  so  entstehenden  Invariante 
vom  Gewichte  v  entweder  p^  oder  eine  Ableitung  von  p^  als  Factoren 
enthalten.  Die  so  normirten  Invarianten  sind  dann  eindeutig  be- 
stimmt (abgesehen  von  einem  constanten  Factor),  wir  wollen  dieselben 
mit  %■  bezeichnen.  Zu  bemerken  ist  noch,  dass  die  linearen  Theüe 
der  Invarianten,  wie  aus  dem  Brioschi'schen  Ausdrucke  ersichtlich  ist, 
von  n  unabhängig  sind. 

Die  n  —  2  linearen  Invarianten  •9'g ,  'S'^ ;  •  •  'S",,  können  auf  eine 
besonders  einfache  Foi-m  gebracht  werden,  wenn  man  noch  m  geeigneter 
Weise  über  die  unabhängige  Variable  |  der  transformirten  linearen 
Differentialgleichung  verfügt  Bisher  war  nämKch  nur  durch  die  For- 
derung g'j  ==  0  der  Factor  l  festgelegt  (vergl.  Gleichung  (10)  S  189), 
während  ^  =  (p{x)  noch  ganz  willkürlich  gewählt  werden  konnte 
Fügen  wir  jetzt  noch  die  Forderung 

hinzu,  so  ergiebt  die  Gleichung  (11)  (S   189) 
2Z'(x)  =  Z'  +  ,^l-iP,-. 
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r.    a"(^) ?i:(?I 


setzen  wir  also 

TW)  ^       ^i^) 

so  genügt  die  so   definirte  Function  g  von  x  der  linearen  Differential 
gleichung  zweiter  Ordnung 

(22)  5?+^^'»^°°' 

und  es  ist 

(23)  A  =  r~s  rw  =  p- 

Die  aus  (A)  durch  die  Transformation 

^  =  ^    ''  ^"J  e 

hervorgehende  Differentialgleichung  (B)  ist  also  so  hescliaf- 
fen,  dass  in  derselben 

ist;  die  Reduction  von  (A)  auf  diese  canonische  Form  er- 
folgt durch  Integration  der  linearen  Differentialgleichung 
(22)  und  Ausübung  einer  Quadratur. 

YüY  n  =  2  liefert  dies  die  in  der  Nr.  181  (S.  185)  ausgcführlo 
Reduction  auf  die  Form 

tI  =  <>- 

Für  diese  canomsche  Form  reducireu  sich  also  die  Invarianten 
&  ,  &  ,  '  Q-  auf  ihre  in  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung 
und  deren  Ableitungen  linearen  Theile,  da  die  nicht  linearen  Theile 
entweder  mit  q^  oder  einer  Ableitung  von  g^  multiplicirt  sind;  in 
diesem  Falle  sind  jene  Invarianten  also  wirklich  linear,  und 
dies  ist  der  Grund  für  die  von  Herrn  Forsyth  gewählte  Bezeichnung 
derselben  als  lineare  Invarianten.  Wir  werden  im  Folgenden  von  dieser 
canonischen  Form  wenig  Gebrauch  machen,  weil  im  Allgemeinen  die 
Coefficienten  derselben  transcendente  Functionen  der  unabhängigen 
Variabein  |  sind,  auch  wenn  die  Coefficienten  der  ursprünglichen 
Differentialgleichung  (A)  rational  oder  algebraisch  vorausgesetzt  werden. 

Wir  hatten  vorausgesetzt,  dass  in  der  Differentialgleichung  (Aj  der 
Cofefficient  der  (n  —  1)*®^  Ableitung  von  y  gleich  Null  sei,  und  hatten 
ferner  die  Transformation,  durch  welche  (A)  in  (B)  übergeführt  wird, 
so  eingerichtet,  dass  auch  m  (B)  die  (n  —  1)**  Ableitung  von  s  nicht 
vorkommt.  Es  hat  nun  keine  Schwierigkeit,  sich  von  dieser  Voraus- 
setzung zu  befreien  und  die  Theorie  der  Aequivalenz  zweier  „voUstän- 
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diger"   linearer   Differentialgleiclmiigen   zii   entwickeln      In   der   That, 
wenn  die  beiden  vollständigen  Differentialgleichungen 

(B)  fl+,^fß  +  ...  +  ,^,^0 

durch  eine  Transformation  von  der  Form 

in  einander  übergehen,  so  gehen  die  Differentialgleichungen 

wo  (vergl.  Nr.  172,  S.  146) 

gesetzt  wurde,  durch  die  Transformation 

aus  einander  hervor,   d  h.  (A),  (B)  sind  dann  und  nur  dann  einander 
aequivalent,  wenn  (21),  (S9)  einander  aequivalent  sind. 

Wir  haben  also,  um  1$e  Bedmgungen  der  Aequivalenz  für  die 
vollständigen  Differentialgleichungen  (A),  (B)  aufzustellen,  nur  die 
Ausdrücke  der  Invarianten  -ö-^,  ^^,-''^n>  gebildet  aus  den  Coefficienten 
von  (31)  beziehungsweise  (S3),  darzustellen  durch  die  Coefficienten  von 
(A)  beziehungsweise  (B),  was  mit  Hülfe  der  Formeln  der  Nr.  172 
(S.  147)  leicht  geschehen  kann. 


Sechstes  Kapitel. 

184.    Quadrinvariauten.    Absolute  Invarianten.    Differentialgleiolixuig 
für  eine  aus  den  Integralen  der  gegebenen  G-leiolnuig  gebildete  Form. 

Aus  den  (n  —  2)  linearen  Invarianten  ö-g,  -S*^,  •  &^  kann  man 
durch,  mannigfaltige  Procease  andere  Invarianten  herleiten.  Besonders 
wichtig  sind  die  von  Herrn  Porsyth  sogenannten  Quadrinvarianten 
vom  Gewichte  zwei;  die  sich  auf  folgende  Weise  ergeben. 

Wemi  wir  die  Grieichung 

logarithmisch  dififerentiiren,  so  erhalten  wir 

VZ  ==   j jT — 

und  durch  abermalige  Differentiation 

Setzt  man  die  sich  hieraus  ergebenden  Werthe  von  Z'^,  ^'(ß)  iii  die 
Gleichung  (11)  (S.  189)  ein,  so  kommt 


wenn 


gesetzt  wird.  Diese  Ausdi'ücke  fiii-  v  =  3,  4,  •  •  n  sind  jene  Quadrin- 
varianten*, sie  reduciren  sich  für  die  canonische  Form  {q^  ==  0)  der 
Differentialgleichung  (B)  auf 

Die  Invariante  ©^  wird  offenbar  dann  und  nur  dann  illusorisch,  wenn 
die  Invariante  ^    identisch  verschwindet. 

V 

Mit  Hülfe  dieser  2w  —  4  Invarianten  ■9'^,,  ^^  (»'=3,4,     »o  können 
wir  nun  sofort  absolute  Invarianten,  d.  h.  solche  Ausdrücke  bilden, 
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die  vollständig  ungeändert  bleiben,  wenn  wir  in  denselben  die  Coeffi- 
cienten  p^,  p^,  ■  p^  von  (A)  durcli  die  Coefficienten  der  transformirten 
Differentialgleichung  (B)  ersetzen.    Solche  absolute  Invarianten  sind  z.  B. 

durch  logarithmiache  Differentiation  derselben  ergeben  sich  die  (rela- 
tiven) Invarianten  vom  Gewichte  Eins: 

V  fl  ft 

/*  -^^ V  -~  =  0      , 


(24) 


Für  die  explicite  Berechnung  der  linearen  Invarianten  hat  Herr 
Brioschi  noch  em  zweites  Verfahren  angegeben,  welches  wir  auch 
schon  aus  dem  Grunde  darlegen  wollen,  weil  sich  daran  folgenreiche 
Erwägungen  anknüpfen  lassen. 

Wir  schicken  die  folgende  einfache  Bemerkung  voraus 
Hat  man  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  w*°'  Ordnung 
(A)  mit  irgendwie  beschaffenen  Coefficienten,  für  welche  y^,  y^,  -  -  y„ 
ein  Fundamentalsystem  darstellt,  und  bildet  man  aus  den  Elementen 
dieses  Fundamentalsystems  eine  homogene  ganze  rationale  Function 
m^^  Grades  mit  unbestimmten  constanten  Coefficienten 

^  =  ^  c  ,        y,  y  '  •  y,  , 

(«1»2        i,n) 

so  enthält  dieselbe  soviel  Terme,  als  man  Combinationen  der  Zahlen 
1,  2,  ■      n  zu  je  m  mit  unbeschränkter  Wiederholung  bilden  kann,  d.  h. 

K,  __  n(n-\-l)(n-^2)       (w +  ?»  —  !)  _ 
'^  "~  1.2-1«  ' 

wir  bezeichnen  diese  Teime  in  irgend  einer  Reihenfolge  mit 

y.  y.  ' •  -y.  =^i      ('=1.2,    m) 

Wenn  dann  die  y.^,  y.^,    •  •  y^^  eine  lineare  Substitution  erfahren, 

n 
y^=^a^^y^  «=1,2..       n), 

x=l 

und  wir  bilden  aus  den  y  (»  =  i,  2,     «)  die  entsprechenden  Ausdrücke 

so  sind  die  Y  als  homogene  Hneare  Functionen  der  Y^  mit  constanten 
Coefficienten  darstellbar.  Bilden  wir  also  die  Differentialgleichung 
N*"  Ordnung  fth-  Y 


202  X    Specielle  Probleme  der  Gruppentlieorie    Kapitel  6 

(25)  I^{Y,Y„Y,,    •    r,)  =  0, 

so  sind  die  Coefificienten  der  Ableitungen  von  Yj  als  Punctioneu  der 
Vii  y%i  '  ' '  Vn  ^"^^  ilirer  Ableitungen  aufgefasst,  invariante  Functionen 
im  Sinne  der  Nr.  15  (Bd  I,  S  40)  für  die  Differentialgleichung  (A); 
dieselben  lassen  sieb  demnacb  auf  Grund  des  Appell'schen  Satzes 
(a.  a.  0.)  darstellen  als  ganze  rationale  Functionen  der  Coefficienten 
von  (A)  und  deren  Ableitungen  multiplicirt  mit  einer  bestimmten 
Potenz  von 

Wenn  vp-ir  die  G-leicbung  (25)  durcb  diese  Potenz  von  I)(y^,  y,^,  '  •  V  ) 
dividiren,  so  bat  dieselbe  Coefficienten,  die  in  den  Coefficienten  von 
(A)  und  deren  Ableitungen  ganz  und  rational  sind.    D.  b.: 

Die  Form  m^^  Grades  <&,  gebildet  aus  den  Elementen 
eines  Fundamentalsystems  der  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichung w*"  Ordnung  (A),  stellt  das  allgemeine  Inte- 
gral einer  ebenfalls  homogenen  linearen  Differentialgleichung 
dar,  deren  Coefficienten  sich  aus  denen  von  (A)  und  deren  Ab- 
leitungen ganz  und  rational  zusammensetzen  und  deren  Ord- 
nung höchstens  gleich 

N  =  n{n-\-l){H-\-2)   ■   (n  +  >n  — 1) 
1    '2       m 

ist.  Die  Ordnungszahl  N  wird  vp-irklich  erreicht,  wenn  zwi- 
schen den  y^,  y^,  '  y^  keine  homogene  ganze  algebraische 
Beziehung  mit  constanten  Coefficienten  vom  w*^''  Grade  be- 
steht. 

Wenn  die  Coefficienten  von  (A)  i-ationale  Functionen  von  x  sind, 
so  gilt  das  Gleiche  für  die  Coefficienten  von  (25).  Wenn  m  (A)  der 
Coefficient  der  (w  —  If'^  Ableitung  die  logarithmische  Ableitung  einer 
rationalen  Function  (der  Coefficient  von  y^"^  gleich  Ems  genommen), 
d  h.  wenn  die  Determinante  I>{y^,  y.^,  •  •  •  y^  i-ational  ist,  so  ist  auch 

nach  dem  Appell 'sehen  Satze  rational,  d.  h.  auch  in  der  Differential- 
gleichung (25)  ist  nach  Division  durch  den  Coefficienten  von 

der  Coefficient  der  (N  —  1)*«°  Ableitung  die  logarithmische  Ableitung 
einer  rationalen  Function  Man  kann  die  Differentialgleichung  (25) 
aus  (A)  in  einfacher  Weise  herleiten,  indem  man  setzt 

=  II    . 


185.    Biioschi'sche  Form  der  Invarianten.  203 

185.    Differentialgleichung,    der   eine    Form    (n  —  1)*^''    Grades    der 

Integrale  einer  Differentialgleichiang  zweiter  Ordnung  genügt.    Neue 

Gestalt  der  Invarianten.     Differentialgleichungen  mit 

verschwindenden  Invarianten. 

Sei  nun  ^^,  ^^  ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleicliimg  (22) 
(S.  198)  und  setzen  wir 

« = ^isr' + ^^r'^. + •  •  •  +  c_,&rs 

so  genügt  u  einer  linearen  Differentialgleichung  von  der  Ordnung 

2  3       n 

die  aus  (22)  durch  die  Substitution 

hervorgeht  und  die  Gestalt  hat 

(26)  u^"^  +  w/gt/"-'^  +  •  •    +  ru  =  0. 

Man  findet  durch  einfache  Rechnung 

r,=P„     r,  =  -p^  {x),    r^  = -^ p^  (x)  +  ^^^^  P2  , 

£.    (3)  /   N     ,     3  (5  M  +  7)  , ,  V 

rg  =  2it^\x)  +    \^^^  'p^p^  (aj),    II.  s  w. 
Bedeute  nun 

eine  Differentialgleichung,  die  aus  (B)  durch  die  Transformation 

v  =  Qgf    I  =  ^(0 
hervorgeht,  dann  ist  also 

die  Transformation,  welche  (A)  in  (C)  überführt.     Setzen  wir 

so  ist  wegen  q^  =  0  (vergl    die  Gleichungen  (22),  (23)  auf  S   198) 

und  der  Ausdruck 


(27) 


n— 1 


genügt  der  Differentialgleichung 
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(28)  ^  +  V,^+    -  +  ^„»  =  0, 

WO  die  tg,  Vg,  •  •  r„  aus  s^  ebenso  gebildet  sind,  wie  die  /-j,  rg,  •  •  •  r^ 
ans  j9g. 

Andererseits  ist  aber 

l 
u  =  —  w, 

d.  li.  die  Differentialgleichung  (28)  geht  aus  (27)  durch  dieselbe  Trans- 
formation hervor,  wie  (C)  aus  (A);  die  GHeichungen,  durch  welche  die 
Grössen 

als  Functionen  der  p^,  p^,  •  p^  dargestellt  werden,  bleiben  demnach 
bestehen,  wenn  man  in  denselben  an  die  Stelle  von  s  setzt  r„  und  an 
die  Stelle  der  i>j,i?g,-  ■  p„  die  r^,  r^,  ■  r^  Bilden  wir  also  die 
Differenzen 

l  =p  —  r  ,    m  =  s  —  r  , 

so  bestehen  die  Beziehungen 


v3 


m/{x)  =1^, 


v-l 


u.  s,  w.. 


den  linearen  Invarianten  -ö-g,  'O'^*  •  •  übereinstimmen  müssen    Man  hat  also 


woraus  sich  sofort  Invarianten  vom  Gewichte  3,  4,      •  ergeben,  die  mit 
den  I 

(29) 


^(^)  =  \,  \{^)  =  h- 2^;(^0; 


u.  s.  w. 

Aus  dieser  Form  der  Invarianten  %^  können  wir  einen  wichtigen 

Schluss  ziehen.    Nehmen  wir  nämlich  an,  die  Differentialgleichimg  (A) 

sei  so  beschaffen,  dass  ihre  sämmtlicheu  {ti  —  2)  linearen  Invarianten 

^ii^i.7"  '^n  identisch  verschwinden,  dann  folgt  aus  den  Formeln  (29), 


d.  h.  dass 

i^8  =  h>    i'd  =  '^v    P6  =  h:  ■  ■  ' 

ist.    In  diesem  Falle  stimmt  also  die  Differentialgleichung  (A)  mit  (26) 

überein,  und  wir  haben  den  von  Herrn  Brioschi  herrührenden  Satz: 

Wenn  die  sämmtlichen  linearen  Invarianten  einer  linearen 

Differentialgleichung  m**"  Ordnung  (A)  verschwinden,   so  ist 
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das  allgemeine  Integral  von  (A)  eine  binäre  Form  (n  —  1)**'' 
Grrades  mit  constanten  Coefficienten  aus  den  Elementen  g^^,  gg 
eines  Fundamentalsystems  der  linearen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  (22). 

Die  einfachste  Differentialgleichung  w**'  Ordnung,  für  welche  sämmt- 
liche  lineare  Invarianten  -ö-g,  &^^  ' ' '  ^„  verschwinden,  ist  offenbar 

(30)  —  ==  0. 

Auf  Grund  des  allgemeinen  Princips,  wonach  die  Uebereinstimmung 
der  Invarianten  (abgesehen  von  einer  Potenz  eines  bestimmten  Factors) 
für  zwei  Differentialgleichungen  nothwendig  und  hinreichend  dafür  ist, 
dass  sich  diese  Differentialgleichungen  durch  eine  Transformation  von 
der  Form 

(31)  y  =  ^g,    ^==^{^) 

in  einander  überführen  lassen,  schliessen  wir,  dass  sich  jede  Diffe- 
rentialgleichung (A),  deren  sämmtliche  lineare  Invarianten  identisch 
verschvdnden,  durch  die  Transformation  (31)  auf  die  Form  (30)  redu- 
ciren  lassen  muss.  Wir  können  dies  aber  auch  mit  wenigen  Worten 
direct  beweisen. 

Sei  nämlich  (31)   die  Transformation,    durch   welche  (A)    in    die 
canonische  Form  (B)  mit  ^3  =  0  übergeführt  wird,  so  folgt  aus 

^3(^)  =  r(^)^^3a)  =  o. 

dass  auch  q^  =  0,  dann  weiter  aus 

dass  auch  g^^  =  0  u  s.  w ,  endlich,  dass  auch  q^  =  0  sein  muss  Wir 
haben  also  den  Satz: 

Eine    Differentialgleichung    (A),     deren    sämmtliche    In- 
varianten verschwinden,  lässt  sich  durch  die  Transformation 

WO  §;  durch   die  Differentialgleichung    zweiter  Ordnung  (22) 

definirt  wird,  auf  die  Form 
reduciren. 
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Diese  Art  von  Differentialgleicliuiigen  w*^'^  Ordnung  stellt  also 
gleiclisam  die  directe  Yerallgemeiuerung  einer  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  dar;  der  vorhin  bewiesene  Satz,  dass  das  allgemeine 
Integral  einer  solchen  Differentialgleichung  n^^^  Ordnung«  als  binäre 
Form  (w  —  1)*™  Grades,  gebildet  ans  den  Elementen  eines  Fundamental- 
sjstems  von  (22),  darstellbar  ist,  lässt  diese  Verallgemeinerung  eben- 
falls hervortreten 

Die  Differentialgleichung  (30)  besitzt  das  Fundamentalsystem 

1,  ?,  I',  •  •  •  r-^ 

setzen  wir  also 

(32)  ^x^^""'         (''=^''     ")• 

so  befriedigen  die  Elemente  eines  Fundameutalsystems  von  (30)  die 
(n  —  2)  homogenen  Relationen  zweiten  Grades 

(D)  ^'  =  ^-1^+1        (''=2-3>     "-1) 

Diese  Relationen  sind  von  einander  unabhängig,  sie  definiren  also, 
wenn  wir  die  g^,  8^,  •  0^  als 'homogene  Coordinaten  eines  Punktes 
im  (w — l)-fach  ausgedehnten  Räume  ^^^_^  deuten,  eine  Curve,  und 
zwai-  eine  in-eductible  Cui-ve.  Diese  Curve  muss  die  durch  die  Glei- 
chungen (32)  definii-te  Integralcurve  der  Differentialgleichung  (30)  ent- 
halten, sie  ist  also  mit  derselben  identisch. 

Die  Differentialgleichung  (A)  mit  verschwindenden  Invarianten 
besitzt,  da  sie  mit  (30)  durch  die  Transformationen  (31)  verknüpft  ist, 
falls  wir  das  Fundamentalsystem 

y^=  ^0^        (»«  =  1,2,     «) 

zu  Grunde  legen,  dieselbe  Integralcurve  (£  wie  (31),  also  bestehen  die 
Relationen  (D)  auch  zwischen  den  y^,  y^,      ■  y  .     D  h: 

Die  Elemente  eines  Fundamentalsystems  einer  Diffe- 
rentialgleichung »*"  Ordnung  mit  verschwindenden  Invarian- 
ten befriedigen  die  homogenen  quadratischen  Relationen  (D). 

Dieser  Satz  lässt  eine  Umkehrung  zu  Wenn  wir  dieselbe  be- 
weisen woUen,  so  werden  wir  veranlasst,  uns  überhaupt  genauer  mit 
solchen  linearen  Differentialgleichungen  zu  beschäftigen,  zwischen  deren 
Integralen  homogene  Relationen  bestehen. 
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186.    Homogene  Belationeu  zwischen  den  Integralen.     Algebraisolie 
Integrale.     Speoielle  Belationen  zweiten  Grrades. 

Wir  hatten  schon  im  neunten  Abschnitte  (Nr.  157,  S.  95)  die 
Bedeutung  der  algebraischen  Relationen,  die  durch  die  Elemente  eines 
Fundamentalsystems  einer  gegebenen  Differentialgleichung  befriedigt 
werden,  für  das  Problem  der  Integration  hervorgehoben  und  hatten 
auch  schon  auf  den  nahen  Zusammenhang  hingewiesen,  der  zwischen 
Differentialgleichungen,  deren  Lösungen  solche  Relationen  erfüllen,  und 
Differentialgleichungen,  deren  Lösungen  algebraische  Functionen  sind, 
besteht.  Weim  wir  jetzt  speciell  nach  homogenen  Relationen  zwischen 
den  Elementen  y^,  y^f  •  •  y^  eines  Fundamentalsystems  fragen,  so  ent- 
spricht dies  der  Auffassung  der  y^jy^,  •  •  y^  als  homogener  Coordinaten 
eines  Punktes  im  ■B^_i,  oder  der  damit  unmittelbar  zusammenhängenden, 
wonach  an  Stelle  der  Integrale  selbst  ein  System  von  Integral- 
quotienten 7}^,  7]^,  ■  •  •  '>?„_!  zum  Gegenstaude  der  Untersuchung  ge- 
macht wird. 

Irgend  eine  homogene  Relation  zwischen  den  Integralen  y^,  y,^,  •  y^ 
einer  Differentialgleichung  (A)  wird  auch  befriedigt  durch  die  ent- 
sprechenden Integrale  der  aus  (A)  dm-ch  die  Transformation 

y  =  Xz 

hervorgehenden  Differentialgleichung.  Gehen  wir,  um  uns  ganz  dem 
in  den  letzten  Kapiteln  innegehaltenen  Gedankengange  anzupassen,  noch 
einen  Schritt  weiter,  indem  wir  uns  auf  die  Betrachtung  homogener 
Relationen  mit  constanten  Coefficienten  beschiänken,  so  bleiben 
solche  Relationen  auch  bestehen,  wenn  wir  nicht  allein  eine  neue 
abhängige  Variable  durch  die  Gleichung 

sondern  auch  noch  eine  neue  unabhängige  Variable 

einführen,  d.  h.  wenn  wir  von  (A)  zur  Differentialgleichung  (B)  über- 
gehen. 

Wir  schliessen  daraus,  dass  ein  enger  Zusammenhang  bestehen 
muss  zwischen  solchen  homogenen  Relationen  mit  constanten  Coeffi- 
cienten und  den  Invarianten  einer  Differentialgleichung,  eine  Veiinuthung, 
die  sich  ja  in  dem  Falle  der  Relationen  (D)  durch  den  am  Schlüsse 
der  vorigen  Nummer  (S  206)  ausgesprochenen  Satz  bestätigt  Dass 
es  aber  lineare  Differentialgleichungen  jeder  Ordnung  giebt,  zwischen 
deren  Integralen  homogene  Beziehungen  mit  constanten  Coefficienten 
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Lestelieii  und  für  welche  nicht  sämmtliclie  Invarianten  verscliwinden, 
können  wir  dnrcli  eine  einfache  Ueberlegung  sofort  einsehen 

Bedeuten  ^^j  2/3,  •  y^  irgendwelche  algebraische  Functionen  von  x, 
zwischen  denen  kerne  homogene  lineare  Beziehung  mit  constanten 
Coefficienten  besteht,  so  bilden  dieselben  offenbar  ein  Fundamental- 
system der  linearen  homogenen  Differentialgleichung  w**'  Ordnung 

(1)  ^(y,yi,y2>  •  -2^«)  =  o, 

deren  Coefficienten  ebenfalls  algebraische  Functionen  sind     Die  Curve 

ist  dann  eine  algebraische  Curve  des  -R„_j,  aie  muss  sich  folglich  durch 
eine  gewisse  Anzahl  von  unabhängigen  homogenen  GHeichungen  zwischen 
den  2/,,  2/2,  •  •  •  2/„ 

(2)  ffyi,  2/a,     ••?/J  =  0         (.=1,3,3,    ) 

definiren  lassen,  wo  die  /|  ganze  rationale  homogene  Functionen  mit 
constanten  Coefficienten  ihi-er  Argumente  bedeuten  Die  Anzahl  dieser 
GHeichungen  ist  jedenfalls  mcht  kleiner  wie  n  —  2  Nach  einem  Satze 
von  Kronecker  (Grrundzüge  einer  arithmetischen  Theorie  der  alge- 
braischen Grössen,  Festschrift  etc.,  Berlin  1882,  S.  30)  reichen  im 
Allgemeinen  stets  n  solcher  Q-leichungen  zur  Defimtion  einer  alge- 
braischen Curve  des  -R„_i  aus,  für  w  =  3,  d.  h.  für  eine  ebene  Curve, 
genügt  stets  eine  Gleichung. 

Die  algebraisch  integrirbaren  Differentialgleichungen  n^^^  Ordnung 
bieten  also  eia  Beispiel  von  Differentialgleichungen  dar,  zwischen 
deren  Integralen  ein  System  von  homogenen  Relationen  mit  constanten 
Coefficienten  besteht,  welches  im  (w  —  l)-fach  ausgedehnten  Räume 
itl^_j  ein  Gebilde  (n  —  2)*"  Stufe,  d.  h.  eine  Curve  darstellt 

Dabei  wurde  stülschweigend  w  >  2  vorausgesetzt,  da  für  w  =  2 
offenbar  keine  homogene  Beziehung  mit  von  x  unabhängigen 
Coefficienten  zwischen  den  Elementen  eines  Fundamentalsystems 
bestehen  kann.  Diese  Voraussetzung  ist  dann  auch  im  Folgenden 
festzuhalten. 

Gehen  wir  von  der  Differentialgleichung  (1)  durch  die  Trans- 
formation 

(3)  '  2/  =  ^^,     %  =  cp{x) 
zu  einer  Differentialgleichung 

(4)  \-  nq, T  4-  •  ■  •  4-  q  8  =  0 

über,  so  bestehen  zwischen  den  Elementen  des  Fundamentalsystems 
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dieselben  Relationen  (2),  d.  li   es  ist  auch 

(5)  /i(^i,  ^2»  •••^J  =  0         (f=i,a.8,     ) 

Wenn  insbesondere  cp{oc)  als  algebraische  Function  unii  A  als  eine 
Function  gewählt  wird,  deren  logarithmische  Ableitung  algebraisch 
von  X  abhängt,  so  sind  (vergl.  Nr.  172,  S.  145,  Gleichungen  (2),  (4)) 
auch  die  Coefficienten  von  (4)  algebraische  Functionen  von  |  Falls 
auch  X  selbst  eine  algebraische  Function  von  x  beziehungsweise  |  ist, 
so  ist  die  Differentialgleichung  (4)  algebraisch  mtegrirbar;  wenn  k 
keine  algebraische  Function  ist,  so  sind  nui*  die  Integralquotienten 

-^=— ^=K  C«  =  l,3,        n-l) 

algebraische  Functionen  von  oc. 

Sei   nun   ^i,  ^a»  •  ■  •  ^„    irgend    ein    System    von   Functionen    einer 
Variabeln  r,  welches  die  Helationen 

(6)  ffi(i,,t,,-    -0  =  0         (.=1.2,3,     ) 

befriedigt,  wo  die  g^  ganze  rationale  homogene  Functionen  ihrer 
Argumente  bedeuten,  und  mögen  die  Gleichungen  (6),  wenn  wir  die 
fp  t^,  ■  i^  als  homogene  Coordinaten  eines  Punktes  der  (n — l)-facheii 
ebenen  Mannigfaltigkeit  J2„_i  auffassen,  ein  Gebilde  (n  —  2)*^"  Stufe 
im  -R^j_i  definiren,  und  zwar  möge  dieses  Gebilde  eine  „möglichst  ge- 
krümmte" Curve  sein  (vergl.  Nr.  169,  S.  133),  so  dass  also  zwischen 
den  tj^,  t^,  •  ■  t^  keine  homogene  lineare  Relation  mit  von  r  unab- 
hängigen Coefficienten  bestehen  kann  Dann  lassen  sich  aus  den  Glei- 
chungen (6)  die  Quotienten 

■^  =  L        ("  =  1.2.  •  «-1) 

als  algebraische  Functionen  etwa  von  g^  berechnen, 

t^  =  A^(Q         (x=a,8,  .  «-!) 

Bedeutet  y^,  ?/.,,    •  •  y^  irgend  ein  Functionssystem  von  a?,  welches 
dieselben  Relationen 

0)  5'X2/l.   ?/2,    •••2/J  =  0  ('  =  1,2.3.        ) 

befriedigt,  so  ist  auch 

wo  Tj^  gleich  —  gesetzt  wurde 

Sohlaelnger,  DlfTorentiuIglslchuugun     II  14 
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Statiiiren  wir  mm  zwischen  t  und  x  eine  Bezdetung,  indem  wir 
setzen 

(8)  \{^)  =  U^), 
woraus  sich  etwa 

ergehen  möge,  und  bezeichnen  den  Quotienten 

als  Function  von  x  aufgefasst  durch  liix),  so  ist  demnach 

(9)  t^ii'ix))  =  %{x)  (>r=l,2,      «-1), 

(10)  ll{x)  t^{i)  ix))  =  yJ^X)  (y  =  1, 2,        n) , 

die  y  (f=i,  2,  »)  sind  also  auch  linear  unabhängig  von  einander,  und 
die  lineare  Differentialgleichung 

(11)  [I>{y^,y„^  'y„)T'^(y>yi>y,>  ■  y,)  =  ^> 

für  welche  y^,  y^,  •  ■  y„  eiu  Fundamentalsystem  constituiren,  geht  aus 
der  Differentialgleichung 

(12)  [D{t^,t„    ■t:)Y'm,tvh,  ••ü  =  o 

mit  dem  Fundamentalsysteme  t^,  t^,  •  ■  •  t^  durch  die  Transformation 

(13)  y=(^(sc)t,     r  =  i^ix) 

hervor  Also  unterscheiden  sich  die  Invarianten  &  für  die  beiden 
Differentialgleichungen  (11),  (13)  nm-  durch  die  v**  Potenz  von  ip'ix) 
als  Factor  (v  =  3,  4,  •  ■  •  n).    Wir  haben  also  den  Satz: 

Zwei  lineare  homogene  Differentialgleichungen  m*"  Ord- 
nung, die  bei  geeigneter  Wahl  der  Fundamentalsysteme  die- 
selbe algebraische  Integralcurve  besitzen,  sind  im  Sinne  der 
N"r.  181  (S.  187,  188)  einander  aequivalent. 

Daraus  ergiebt  sich  sofort  die  TJmkehruug  des  in  der  Nr  185 
(S  206)  bewiesenen  Satzes,  d.  h   wir  können  sagen: 

Wenn  die  Elemente  eines  Fundamentalsystems  einer 
linearen  homogenen  Differentialgleichung  w*"  Ordnung  den 
n  —  2  Relationen  (D)  (S.  206)  Q-enüge  leisten,  so  verschwin- 
den die  sämmtlichen  Invarianten  &  (>'=3, 4,  «)  dieser  Diffe- 
rentialgleichung,  und  ihr  allgemeines  Integral  ist  folglich 
als  binare  Form  (w  —  1)*""  Grades  der  Elemente  eines  Funda- 
mentalsystems einer  homogenen  linearen  Differentialglei- 
chung zweiter  Ordnung  darstellbar. 


187    Fall  einer  algebraischen  Integralcurve  211 

187.    Satz    über    lineare    DifferentialgleiolLtmgen    mit    algebraisohen 

Ooeffloienten   und    algebraischer  Integralcurve.     Monodromiegruppe 

im  Falle  algebraischer  Coeffioienten. 

Wir  können  aber  aus  dem  in  der  vorigen  Nummer   bewiesenen 
Satze  noch  eine  andere  interessante  Folgerang  ziehen. 
Sei  nämlich  eine  lineare  Differentialgleichung 

(A)  — ^  -j-  p, -7  4-  '      4-  p  y  =  0 

vorgelegt,  deren  Coeffioienten  algebraische  Functionen  sind, 
und  von  der  bekannt  sein  möge,  dass  die  Elemente  y^,  y^,  •  •  y  eines 
Fundamentalsystems  die  Relationen  (7)  erfüllen. 

Man  kann  dann  offenbar  einen  Parameter  t  so  einführen,  dass  die 
Quotienten 

— ;j—  =  m  (x  =  i,  2,       »0 

Vi  '*= 

dadurch,  dass  man  sie  gewissen  algebraischen  Functionen  von  x 

%  =  B^{t)         (*  =  i,2,      n-i) 

gleich  setzt,  die  Gleichungen 

identisch  befriedigen.    Nimmt  mau  dann  noch  irgend  eine  algebraische 

Function  von  t 

t,  =  J3(r) 

hinzu  und  setzt 

so  constituiren  die  t^,t^,---  t^^  ein  Fundamentalsystem  einer  algebraisch 
integi-irbaven  linearen  Differentialgleichung  m*"  Ordnung  (12),  deren 
Coefficienten  algebraische  Functionen  von  t  sind,  und  deren  Integral- 
curve durch  die  Gleichungen  (6)  dargestellt  wird.  Diese  Differential- 
gU'iehiing  ist  also  mit  (A)  aequivalent,  d.  h.  wir  haben 

Die  Function  ft  bestimmt  sich  dabei  in  folgender  Weise    Setzt  man 


dr 


=  s,{r), 


so    ist  s,  (r)    der   Coefficient    der   (n  —  1)'""   Ableitung   von   t   in    der 
Differentialgleichung  (12)     Die  beiden  Grössen 


ye  ,      te 
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sind  dann  zufolge  der  GHeichung  (10),  Nr.  181  (S.  189),  durch  die 
Beziehung  ^  ,.  ^ 

y  e  =  e  ^  * 

mit  einander  verknüpft,  so  dass  also 

li  =  [ip  (^)]  e  ö 

oder 

gefunden  wird. 

Beti-aeliten  wir  nunmelir  eine  der  absoluten  Invarianten    Qj^r.  184, 

S.  201) 

(14:)  ,        (v,  w'  =  3,4,       «,  r  +  Hi) 

Da  die  Coefficienten  von  (A)  zufolge  der  Voraussetzung  ebenso  wie 
die  von  (12)  algebraische  Functionen  sind,  so  ist  jede  dieser  absoluten 
Invarianten  sowohl  in  x  als  auch  in  t  algebraisch. 

Wenn  also  für  die  Differentialgleichung  (A)  nicht  alle 
diese  Invarianten  sich  auf  Constanten  reducireii  oder  illu- 
sorisch werden,  so  besteht  zwischen  x  und  t  eine  algebraische 
Beziehung,  d  h.  il){x)  ist  eine  algebraische  Function  von  x. 

In  diesem  Falle  ist  also  in  dem  Ausdrucke  für  ^  nur  der  Factor 

(15)  e    ""^ 

nicht  noth wendig  algebi-aisch,  d.  h.  die  Integi-ale  von  (A)  unterscheiden 
sich  nur  durch  den  allen  gemeinsamen  Factor  (15)  von  algebraischen 
Functionen,  und  wir  haben  den  Satz: 

Wenn  die  Integralcurve  einer  linearen  Differentialglei- 
chung (A)  mit  algebraischen  Coefficieuteu,  für  welche  nicht 
alle  absoluten  Invarianten  (14)  sich  auf  Constanten  reduciren 
oder  illusorisch  werden,  eine  algebraische  Curve  ist,  so  sind  die 
Integralquotienten  algebraischeFunctionen  der  unabhängigen 
Variabein,  und  die  Integrale  selbst  können  sich  von  alge- 
braischen Functionen  nur  durch  einen  allen  gemeinsamen 
Factor  unterscheiden,  dessen  logarithmische  Ableitung  selbst 
eine  algebraische  Function  ist.  Wenn  also  überdies  der 
Coefficient  der  (w-l)»«-  Ableitung  in  (A)  die  logarithmische 
Ableitung  einer  algebraischen  Function  ist,  so  ist  die  Diffe- 
rentialgleichung (A)  algebraisch  integrirbar. 
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Sollen  sich  für  (A)  alle  Invan'aiiten  (14)  auf  Constanten  reduoiren, 
so  müssen  die  logarithmisclien  Ableitungen  dieser  Invarianten,  d.  h.  die 
Invarianten  vom  G-ewiclite  Eins  (Nr.  184,  S,  201,  Grleichung  24), 

(16)  d,^^^^,       £^  (v,m  =  3,4,        n,   »=}="») 

identisch  verschwinden.  Dies  tritt  z.  B  stets  ein,  wenn  alle  Invarianten 
^3)  ^47  '  '  ^v  gleich  Nnll  sind,  wir  haben  dann  den  bereits  erledigten 
Fall  der  Relationen  (D). 

Es  giebt  aber  im  Allgemeinen  auch  noch  andere  Fälle,  wo  die 
Invarianten  (16)  verschwinden  oder  ihren  Sinn  verlieren.  Um  die 
Natur  dieser  Fälle  zu  ergründen,  woUen  wir  die  Monodromiegruppe 
der  Differentialgleichung  (A)    einer    näheren  Betrachtung  unteraieheu 

Wir  hatten  die  Coefficienteu  von  (A)  als  algebraische  Functionen 
von  X  vorausgesetzt.  Hat  man  eine  endliche  Anzahl  algebraischer 
Functionen  von  oc,  so  kann  man  nach  einem  bekannten  Satze  von 
Abel  stets  eine  algebraische  Function  von  x  finden,  durch  welche  sich 
die  gegebenen  algebraischen  Functionen  rational  mit  in  x  rationalen 
Coefficienteu  daretellen  lassen.  Wir  dürfen  also,  ohne  dadurch  die 
Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen,  voraussetzen,  dass  die  Coefficienteu 
der  vorgelegten  Differentialgleichung  (A)  rationale  Functionen  der 
beiden  durch  eine  irreductible  algebraische  Gleichung 
(I)  F(x,  s)  =  0 

verknüpften  Variabein  x  und  s  sind.  Dem  entsprechend  wollen 
wir  also  (vergl.  Nr.  61,  Bd.  I,  S  217)  die  Coefficienten  p^  von  (A) 
durch  p  (x,  s)  bezeichnen. 

Denken  wir  uns  über  der  a;-Ebene  die  mehrblättrige  Riemann'sche 
Fläche  F  ausgebreitet,  welche  die  Verzweigimg  der  durch  die  Gleichung 
(I)  definirten  algebraischen  Function  darstellt,  und  sei  q  die  von 
Riemann  mit  p  bezeichnete  Zahl  in  Bezug  auf  diese  Gleichung,  also 
nach  der  Bezeichnung  von  Herrn  Weierstrass  der  Rang  des  alge- 
braischen Gebildes  {x,s),  nach  Clebsch  die  Geschlechtszahl  der 
durch  die  Gleichung  (I)  dargestellten  algobi-aischen  ebenen  Curve 
Dann  ist  bekanntlich  die  Riemann'sche  Fläche  F  eine  (2^  -\-  l)-fach 
zusammenhängende-,  wir  denken  uns  dieselbe  nach  dem  Vorgange  von 
Riemann  durch  2()  Querschnitte 

«i;  &i;  «2>  hi  ■        %y   ^Q 

in  eine  einfach  zusammenhängende  F  zerschnitten,  indem  wir  z.  B  das 
System  dieser  Querachmtte  von  einem  Punkte  (x^,  s^)  der  Fläche  F 
ausgehen  lassen,  so  dass  beim  Durchlaufen  des  ganzen  Systems  erst  das 
eine  Ufer  des  Querschnittes  a  ,  dann  das  eine  Ufer  des  Quei-schnittes  b^ , 
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hierauf  das  andere  Ufer  von  a^,  dann  das  andere  Ufer  von  6  der 
Reilie  nach  für  x  =  1,  2,  •  •  q  passirt  wird  (vergl.  Fig  1,  wo  der  Fall 
9  =  4   schematisch    dargestellt   ist).     Den   so   gelegten   Quersdinitten 

entspricht  dann  ein 
System  von  Normal- 
perioden der  zu  dem 
algebraischen  Gebilde 
(Ij  gehörigen  Integrale 
erster  Gattung. 

Fixiren  wir  fenier  in 
der  einfach  zusammen- 
hängenden Fläche  F  die- 
jenigen  (endlichen  und 
unendlich  feraen)Stellen 

K.  ß,),  •  •  •  K,  ß„), 
an  denen  die  Coefficieu- 
Fiß  1,  ten  p^(x,  s)  der  Diffe- 

rentialgleichung (A)  un- 
endlich werden,  und  schliessen  diese  SteUen  durch  kleine  geschlossene 
Curven  aus  (eine  geschlossene  Curve  ist  dabei  so  zu  ziehen,  dass,  wenn 
der  Punkt  (a^,  /3j,  den  sie  umgiebt,  ein  Wmdungspunkt  von  F  ist, 
die  betreffende  Curve  zu  ihrem  Ausgangspunkte  im  selben  Blatte  von 
F  zurückkehrt),  so  ist  die  auf  diese  Weise  entstehende  Fläche  T  eine 
(tf  +  l)-fach  zusammenhängende.  Diese  denken  wir  uns  nun  wieder 
durch  die  0  Querschnitte  \,  l^,  ■  •  Z^,  welche  Pimkte  der  Ausschliessungs- 
curven  mit  Puniten  des  Querschnittssystems  (a,  l)  verbinden  und  weder 
sich  selbst,  noch  einander,  noch  die  Querschnitte  (a,  &)  durchkreuzen, 
in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  T' zerschnitten. 

Betrachten  wir  eine  Stelle  dieser  Fläche  f]  so  sind  die  Coefficienten 
p^ix,  s)  der  Differentialgleichung  in  der  Umgebung  derselben  nach 
positiven  ganzen  oder  gebrochenen  Potenzen  des  Increments  entwickelbar 
je  nachdem  die  betreffende  SteUe  eine  reguläre  SfceUe  oder  ein  Win' 
dungspunkt  der  algebraischen  Function  s  von  x  ist  Die  Integrale  von 
(A)  sind  dann  in  der  Umgebung  jener  SteUe  in  derselben  Weise  ent- 
wickelbar, wie  die  p^x,  s)  (vergl.  Nr.  60,  Bd  I,  S.  215);  wenn  wir  also 
em  Fundamentalsystem  y^,  y^,  . .  y^  yon  (A)  durch  seine  Anfangs- 
werthe  in  der  Umgebung  ii-gend  einer  SteUe  von  T  definiren,  so  ist 
dasselbe  innerhalb  T  eindeutig  festgelegt. 

Wenn  die  unabhängige  Variable  x  geschlossene  Wege  innerhalb 
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der  Riemann'scheu  Fläche  beschreibt,  die  gewisse  der  Querschnitte 
a,  &,  l  überschreiten,  so  erfährt  das  Fundamentalsystem  y^^,  y^,  •  y^ 
lineare  homogene  Substitutionen,  und  diese  constituiren  die  Mono- 
dromiegruppe  h  von  (A).  Eine  Basis  dieser  Monodromiegnippe  (vergl. 
Nr.  132,  S.  6)  erhalten  wir,  wenn  wir  die  hnearen  Substitutionen 
der  y^,  y^f  •  •  ■  y^  betrachten,  welche  geschlossenen  Wegen  von  x  ent- 
sprechen, die  die  Querschnitte  a,  h,  l  einzeln  in  einer  bestimmten 
Richtung  überschreiten;  diese  Basis  besteht  also  im  Allgemeinen  aus 
2^  -f-  tf  Substitutionen. 


188.    Fall  einer  rationalen  und  einer  elliptischen  Integralourve. 
Die  Monodromiegruppe  ist  endlioh. 

Die  Integralcurve  C£  der  Differentialgleichung  (A)  ist,  wenn  die 
Vif  Vsf '  '  2^„  ^^^  Relationen  (7)  (Nr.  186,  S.  209)  erfüllen,  eine  alge- 
braische Curve  des  i2     ,,   dieselbe   muss  durch  die  Collineationen  des 

n  —  1' 

^n—v  "Solche  den  Substitutionen  der  Gruppe  h  entsprechen,  in  sich 
selbst  übergehen.  Im  Allgemeinen  kann  eine  algebraische  Curve  des 
B     ,  nur  durch  eine   endliche  Anzahl  von  Collineationen  in   sich 

n — 1 

selbst  transformirt  werden,  man  hat  nämlich  den  folgenden  Satz: 

Wenn  eine  algebraische  Curve  des  i2^_i  durch  unendlich  viele 
eindeutig  umkehrbare  rationale  Transformationen  in  sich  selbst  über- 
geführt wird,  so  sind  ihre  Coordinaten  entweder  als  rationale  oder  als 
eindeutige  doppeltperiodische  Functionen  eines  Parameters  darstellbar 
Man  sagt  bekanntlich  von  einer  CuiTe,  deren  Coordinaten  sich  als 
rationale  Functionen  eines  Parameters  darstellen  lassen,  sie  sei  vom 
G-eschlechte  Null  oder  eine  rationale  Curve,  von  einer  Curve 
deren  Coordinaten  sich  als  eindeutige  doppeltperiodi«che  Functionen 
eines  Parameters,  also  als  rationale  Functionen  zweier  durch  eine  alge- 
braische Gleichung  vom  Range  Eins  verknüpften  Vanabeln  darstellet 
lassen,  sie  sei  vom  Geschlechte  Eins  oder  eine  elliptische  Curve. 
Der  erwähnte  Satz  lässt  sich  also  auch  in  der  Form  aussprechen:  Nur 
eine  rationale  oder  eine  elliptische  Curve  des  -B„_i  kann  unendlich 
viele  eindeutig  umkehrbare  rationale  Transformationen  in  sich  selbst 
gestatten. 

Was  den  Beweis  dieses  Satzes  anlangt,  so  bemerken  wir,  dass  sich 
derselbe  sehr  leicht  auf  den  Beweis  desselben  Satzes  für  den  Fall 
ebener  algebraischer  Curven  (n  =  3)  zurückführen  lässt  Für  diesen 
Fall  muss  man  zeigen,  dass  eine  ebene  Curve,  die  keine  rationale  und 
keine  elliptische  ist,  nicht  nur  keine  continuirliche  Schaar,  sondern 
auch  keine  unendliche  Anzahl  disc reter  eindeutig  umkehrbarer  ratio- 
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nfller  Transformationeii  in  sich  selbst  gestatten  kann;  wir  verweisen 
in  Bezug  Meranf  auf  die  Arbeiten  von  Herrn  Pomcare  (Acta  Mathe- 
matica  Bd.  VE,  S.  16)  und  von  Herrn  Weierstrass  (Gesammelte 
Werke  Bd  ü,  S.  235). 

Seien  t^^,  tj^,  •  •  Vn—i  ^^  (nicht  homogenen)  Coordinaten  eines 
Punktes  einer  rationalen  Curve,  so  lässt  sich  ein  Parameter  t  so 
finden,  dass 

\  =  <P^ii)        («  =  1.2.     «-!) 

ist,  wo  die  g?  rationale  Functionen  bedeuten  und  t  selbst  als  rationale 
Function  der  durch  die  Gleichungen  der  Cui've  verknüpften  Grössen 
Vif  Vi)  * "  ■  Vn—i  darstellbar  ist.  Die  eindeutig  umkehrbaren  rationalen 
Transformationen,  die  diese  Curve  in  sieh  selbst  überführen,  entsprechen 
dann  den  projectiven  Transformationen 

TTm'  «*-^y  =  l, 
von  tj  es  giebt  also  dann  stets  eine  von  drei  continuirlich  veränder- 
lichen Parametern  abhängige  Schaar,  oder  wie  man  kurz  sagt,  es  giebt 
stets  cx)  solcher  Transformationen.  Unter  diesen  kann  es  unendlich 
viele  Collineationen  geben,  es  kann  sogai*  vorkommen,  dass  aUe  oo^ 
Transformationen  Collineationen  sind.  Dies  ist  der  Fall  für  die  von 
Herrn  Klein  sogenannte  rationale  Normalcurve  des  J2„_i,  die 
sich  für  homogene  Coordinaten  y^,  y^,    >  •  y^m  der  Form 

darstellen  lässt,  wo  die  a^^  Constanten  bedeuten  Dies  entspricht  also 
in  unserer  Theorie  dem  Falle,  wo  alle  Invarianten  Q-^,  %•.,  -  %■  der 
Differentialgleichung  (A)  identisch  verschwinden,  d.  h.  dem  Falle  der 
Relationen  (D);  wir  sehen  also  den  Satz  der  Nr.  185  (S  204,  205) 
hier  in  einem  neuen  Lichte. 

Eine  elliptische  Curve  lässt  sich  in  der  Form 

'^x  =  9',s(0  («  =  1.2,      »-1) 

darstellen,  wo  die  tp^,  gj^,  •  <3D^_i  doppeltperiodische  Functionen  mit 
denselben  Perioden  a^,  ©g  sind.  Den  eindeutig  umkehrbaren  rationalen 
Transformationen  dieser  Curve  in  sich  selbst  können  im  Allgemeinen, 
d  h.  mit  Ausschluss  gewisser  specieller  Werthe  -des  Periodenquotienten 

— ,  nur  die  Transformationen  von  t  in 
"'s 

entsprechen,  d.  h.  wir  haben  in  diesem  Falle  eine  von  einem  continuir- 
lich veränderlichen  Parameter  abhängige  Schaar  oder  kurz  oo^  solcher 
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Transformationen.  Aus  der  Theorie  der  elliptisclien  Functionen  scliliesst 
man  leicht,  dass  unter  diesen  Transformationen  der  -jy^,  rj^,  •  •  'r},^_^ 
stets  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Collineationen  enthalten 
sein  kann.     Also  können  wir  sagen: 

Nur  wenn  die  Integralcurye  G  der  Differentialgleichung 
(A)  eine  rationale  Curve  ist,  kann  die  Anzahl  der  Collinea- 
tionen des  i2„_i,  die  der  Monodromiegruppe  Ji  von  (A)  ent- 
sprechen, eine  unendliche  sein. 

Wir  wollen  die  Fällb,  wo  die  Integralem- ve  G  eine  unendliche 
Anzahl  von  Collineationen  in  sich  zulässt,  als  „Ausnahmefalle"  be- 
zeichnen und  vorläufig  nur  den  „allgemeinen"  Fall  in's  Auge  fassen, 
wo  die  Anzahl  dieser  Collineationen  eine  endliche  ist. 

Wenn  wir  dann  von  der  Differentialgleichung  (A)  durch  die  Sub- 
stitution 

zu  einer  Differentialgleichung  (A)  übergehen,  in  welcher  der  Coefficient 
der  (n  —  1)*^"  Ableitung  von  e  die  logarithmische  Ableitung  einer 
rationalen  Function  von  x  und  5  ist,  so  haben  wir  A  gleich  einem 
Ausdrucke  von  der  Form 

fr{i,x)dx 

X  =  e  , 

wo  r(s,  X)  eine  rationale  Function  von  s  und  x  bedeutet,  und  für  die 
Differentialgleichung  (A)  sind  die  Transformationsgmppe  und  Mono- 
dromiegruppe unimodular,  also  jedenfalls  endlich,  wenn  die  entsprechen- 
den Gruppen  der  Integralquotienten  endlich  sind.  Beide  Gri-uppen  müssen 
(Nr  157,  S.  95)  in  der  Gruppe  der  Collineationen,  die  S  in  sich  selbst 
transformiren,  enthalten  sein,  also  besteht  für  die  Differentialgleichung 
(A)  die  Transformationsgruppe  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Opera- 
tionen, sie  ist  folglich  mit  der  Monodromiegruppe  identisch  und  die 
Differentialgleichung  (A)  ist,  nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  158 
(S.  08),  algebraisch  integrirbar. 

Die  Integrale  von  (A)  unterscheiden  sich  demzufolge  von 
algebraischen  Functionen  nur  durch  einen  Factor  A,  dessen 
logarithmische  Ableitung  eine  rationale  Function  von  x 
und  s  ist 

Unter  diesen  „allgemeinen"  Fall  subsumiren  sich  also  diejenigen 
Fälle,  wo  für  die  Differentialgleichung  (A)  nicht  alle  Invarianten  (16) 
identisch  verschwinden  Es  werden  die  säm Tntlichen  Invarianten  (16) 
also  nur  dann  gleich  NuU  sein  können,  wenn  die  Curve  ©  eine  ratio- 
nale ist;  dies  findet  sich  im  Falle  des  Verschwindens  aller  Invarianten 
ö-g,  '^■j,  •      d"^  bestätigt.    Wir  gehen  jetzt  an  die  Erörterung  der  allge- 
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meinen  Frage  nach  dem  Verschwinden  der  Invarianten  (16)  nnd 
schliessen  uns  dabei  an  Herrn  Wallenherg  an,  der  diese  Frage  zuerst 
in  voller  Allgemeinheit  erledigt  hat. 


189.    Differentialgleiohujigen,  für  welohe  gewisse  Invarianten 
versohwinden.     Ausnahmefälle. 

Es  mögen  also  alle  Invarianten  (16)  verschwinden  oder  ihr§n  Sinn 
verHeren,  während  einige  der  ^q,  ^^j  •  '  ■  ^„  von  Null  verschieden  sind 
Sei  9-  die  lineare  Invariante  vom  kleinsten  Gewichte,  die  nicht  identisch 
verschwindet,  dann  setzen  wir 

wo  a  eine  von  Null  verschiedene,  sonst  aber  willkürliche  Constante, 
ri)(x)  eine  zu  bestimmende  Function  von  x  bedeutet.  Wir  setzen  in 
(A)  wieder  ^^  ==  0  voraus  und  transformiren  nun  (A)  durch  Einfüh- 
rung der  neuen  unabhängigen  Variabein 

t  =  jp(pc) 
in  eine  Differentialgleichung 

wo  also 

y  =  li(x)t 

und  (i(x)  eine  bestimmte  Function  von  x  ist.  Da  die  d^,^  ('4=")  gleich 
Null  oder  illusorisch  sind,  so  sind  die  Quotienten 

== ,     ^  (r)  =  a  , 

V(^)        VW  " 

Constanten,  und  zwar  sind  dieselben  gleich  Null  oder  von  NuU  ver- 
schieden, je  nachdem  ^^(oc)  verschwindet  oder  nicht. 

Für  die  Differentialgleichung  (C)  sind  also  alle  Invarian- 
ten ^^(t)  (für  V  =  3,  4,        n)  Constanten. 

Wir  haben  nun  zu  unterscheiden,  ob  die  Invariante  (Nr.  184, 
S.  200) 


von  Null  verschieden  ist  oder  nicht. 

Wenn  ^J^x)  verschwindet,  so  ist  auch  ^^(r)  gleich  NuU,  also  da 
Q'^it)  =  «^  eine  Constante  ist,  auch  s^  gleich  Null.  Aus  der  Form 
der  linearen  Invarianten  %'^{t)  ergiebt  sich  dann,  dass  in  (C)  auch  alle 
übrigen  Coefficienten  constant  sind,  und  zwar  ist  s  gleich  Null  oder 
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von  Null  verscliieden,  je  nachdem  die  Invariante  -9"^  ver- 
schwindet oder  nicht. 

Wenn  ^^(x)  von  Null  verschieden  ist,  so  folgt  aus  dem  "Ver- 
schwinden der  Invarianten  e^,  dass  auch  die  Quotienten 

V 
X 

Constanteu  sein  müssen.  Es  sind  also  für  die  Differentialgleichung  (C) 
nicht  nur  alle  '9'^(r),  sondern  auch  aUe  0^(t)  (für  v  =  B,  4,  •  •  ■  n) 
constant.    Ferner  ist 

eine  von  Null  verschiedene  Constante,  und  ebenso  sind  die  übrigen 
Coefficieuten  von  (C)  constant.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Wenn  für  die  Differentialgleichung  (A)  die  sämmtlichen 
Invarianten  (16)  verschwinden  oder  illusorisch  werden,  so  lässt 
sich  diese  Differentialgleichung  durch  die  Transformation 

y  =  }i{p)t^     t  =  t(}(x) 
auf  eine  Differentialgleichung  mit  constanten  Coefficieuten 
zurückführen. 

Bei  dem  Beweise  dieses  Satzes  ist  von  dem  "Vorhandensein  der 
homogenen  Relationen  zwischen  den  Integralen  von  (A)  kein  Gebrauch 
gemacht  worden  Wenn  nun  das  Bestehen  dieser  Relationen  noch  in 
Betracht  gezogen  wird,  so  kann  man  die  Beschaffenheit  der  Diffe- 
rentialgleichung mit  constanten  Coefficieuten  (C)  noch  genauer  fixiren. 

Aus  der  bekannten  Form  der  Lösungen  einer  Differentialgleichung 
mit  constanten  Coefficieuten  (Nr.  69,  Bd.  I,  S.  245)  folgt  nämlich 
(vergl.  Wallenberg,  CreUe's  Journal,  Band  113,  S.  22),  dass  diese 
Lösungen  dann  und  nur  dann  mehr  wie  n  —  3  von  einander  unab- 
hängige homogene  Gleichungen  mit  constanten  Coefficieuten  befriedigen 
können,  wenn  entweder  alle  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung 
(Nr  69,  Bd.  I,  S"  245)  von  einander  verschieden  sind  und  in  i-ationalen 
Verhältnisseu  zu  einander  stehen,  oder  wenn  diese  Gleichung  eine 
?i- fache  Wurzel  besitzt  Der  letztere  Fall  entspricht  offenbar  dem 
Falle  der  Relationen  (D). 

Wir  begnügen  uns  damit  zu  zeigen,  dass,  wenn  die  Verhältnisse 
der  Wurzeln 

der  charakteristischen  Gleichung  von  (C)  lational  und  diese  Wurzeln 
sämmtlich  von  einander  verschieden  sind,  m  der  That  n  —  2  von  ein- 
ander unabhängige  homogene  Relationen  zwischen  den  Integralen 
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bestehen  müssen,  die  eine  rationale  Curve  darstellen. 

Aus  der  Yoraussetzung  folgt,  dass  sich  eine  Zahl  y  so  angeben 
lässt,  dass 

P;«  =  y^x  ('«  =  1.2,        «) 

ist  wo  die  Q  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  bedeuten.  Es 
ist  also 

(17)  i^  =  (ß^^f''         (''  =  ^>^'     «^' 

d  h.  die  Integrale  lassen  sich  als  rationale  Functionen  des 
Parameters 

darstellen. 

Die  Gleichungen  der  durch  die  Formeln  (17)  dargestellten  ratio- 
nalen Curve  ergeben  sich,  wenn  man 

Q,>Q,>-    •>?, 
voraussetzt  in  der  Form 

(18)  iJx+"x_^V25^jx  (,^3,4,        „), 

worin 

f^x  ^  gl  —  g2  ^  9i  —  Pa 

"x  ^  Pa  —  9x  ~~  92  —  ?x 
zu  nehmen  ist. 

In  diesem  Falle  ist  es  also  möglich,  dass  die  Transformations- 
gruppe der  Differentialgleichung  (A)  keine  endliche  ist.  Um  die  Re- 
sultate in  übersichtlicher  Form  zu  erhalten,  wollen  wir  im  Folgenden 
voraussetzen,  dass  die  vorgelegte  Differentialgleichung  (Ä.)  der  Fuchs- 
schen  Classe  angehört,  auch  halten  wir  die  Annahme  ^^^  =  0  fest. 

Seien  dann 

h'   JiJ  '  '  '  3m 
die  nicht  identisch  verschwindenden  unter  den  Invarianten 

Qr         O  (v  =  8,4,        n), 

und  möge  g^  das  Gewicht  von  j^  bedeuten.  Wenn  dann  die  ganzen 
Zahlen  g^,  g^,  •  g^^  keinen  gemeinsamen  Theiler  besitzen,  so  lassen 
sich  ganze  Zahlen  h^,  h^,  ■      h^  so  bestimmen, 

X=il 

ist.     Die  Invariante 
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ist  also  in  diesem  Falle  vom  ö-ewichte  Eins.  Es  ist  dann  j(t)  eine 
Constante  und 

also  if'{x)  eine  rationale  Function  von  x,  da  die  Differential- 
gleichung (A)  der  Puchs'schen  Classe  angehören,  also  rationale  Coeffi- 
cienten  besitzen  sollte. 

Wenn  wir  in  die  Differentialgleichung  (C)  die  unabhängige  Variable 
X  einführen,  so  verwandelt  sich  dieselbe  in 

(Ä)  ^+^^!Zi*-l_      -|_^  *  =  o, 

wo  die  ip^f  '  •  •  p^  leicht  zu  bildende  Functionen  von  x  bedeuten;  diese 
Differentialgleichung  geht  aus  (A)  durch  die  Substitution 

hervor,  wo  nach  einer  oft  benutzten  Formel 


ist.    Nun  ist  aber 

(19)    -  \ 

wir  haben  also 


—  fp^dx 

li{x)  =  e 


—  1 


d  h  [fi(xyf  ist  eine  rationale  Function  von  x.  Daraus  folgt,  dass  auch 
die  Differentialgleichung  (A)  zur  Fuchs 'sehen  Classe  gehört,  so  dass 
insbesondere  (vergl.  Nr.  62,  Bd.  I,  S.  220,  Gleichung  (F)) 

ist,  wo  F,  Q  ganze  rationale  Functionen  von  x  bedeuten,  deren  Grad 
durch  den  Iudex  gegeben  wird,  und 

Qa  =  (^  —  S)  (^  —  ^ä)        (^  —  ^a) 
ist,  wenn  a^,  a.,,    ■  -  a    die  smgulären  Punkte  der  Differentialgleichung 
(A)  darstellen      Die  letzte  der  Gleichungen  (19)  liefert 

es  muss  folglich,  da  t'i^)  rational,  s,^  constant  ist,  J^„f^_i)  die  w** 
Potenz  einer  ganzen  Function  (a  —  1)**''  Grades  von  x  sein  Durch 
Zerlegung  in  Pai-tialbrüche  finden  wir  demnaqji 
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x=l 

also  durch  Integi*ation 

a 

x  =  l 

■wo  die  c    Constanten  bedeuten. 

Die  Integrale  von  (G)  sind  (vergl    S.  220) 

wir  haben  folglich  für  (A)  das  Fundamentalsysiem 

«—1 


190.   Die  ■Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichungen  sind 

rationale  Zahlen.    Allgemeiner  Satz  über  Differentialgleichungen  mit 

algebraischer  Integralourve. 

Wir  fügen  jetzt  den  über  die  Differentialgleichung  (A)  gemachten 
Voraussetzungen  noch  die  Annahme  hinzu,  dass  die  Wurzeln  ihrej 
determinirenden  Fundamentalgleichungen  rationale  Zahlen 
seien. 

Die  ZM  x  =  a  gehörige  determiiiirende  Fundamentalgleichung  von 
(A)  hat  die  Wurzeln 

n  —  1    , 

dieselben  sind  also  von  einander  verschieden,  wenn  die  ^^  ('  =  1,2,  " 
von  einander  verschieden  sind,  und  dies  war  (S.  219)  eine  Folge  dm 
Annahme,  dass  die  Integralcurve  (S  von  (A)  eine  algebraische  sein  sollte 
Umgekehrt  folgt,  wenn  wir  voraussetzen,  dass  (A)  so  beschauen  sein 
soll,  dass  die  sämmtlichen  determimrenden  Fundamentalgleichungen  von 
einander  verschiedene  rationale  Wurzeln  haben,  dass  die  q^,  q,,,  •  q^_ 
von  einander  verschieden  und  ihre  Verhältnisse  rational  sind. 

Da  die  Producte  c^q^  rationale  Zahlen  sein  sollten,  so  sind  jetzt 
die  y^,  y^,  '  ■  2/„  Potenzen  mit  rationalen  Exponenten  von  ratioiiulun 
Functionen,  oder,  wie  wir  kurz  sagen,  Wui-zeln  aus  rationalen  J^^lllc■ 
tionen,  d.  h.  die  Differentialgleichung  ist  algebraisch  integrirbar.  Wii 
haben  somit  den  Satz: 

Wenn  die  Integralcurve  ©  der  zur  Fuchs'schen  Classt 
gehörigen    Differentialgleichung    (A)    eine    algebraische    ist 
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und  die  Invarianten  (16)  sind  sämmtlieh  gleich  Null  oder 
illusoriscli,  so  ist  ®  notliwendig  eine  rationale  Curve  Sind 
die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichungen 
von  (A)  rationale  Zahlen,  und  besitzen  die  Gewichte  der  nicht 
verschwindenden  Invarianten  &•  ,  0  keinen  gemeinsamen 
Theiler,  so  ist  (A)  algebraisch  integrirbar. 

Sehen  wir  von  der  Voraussetzung,  dass  S  eine  algebraische  CuiTe 
sein  soll,  ab,  so  haben  wir  den  Satz: 

Wenn  für  die  Differentialgleichung  (A)  der  Fuchs'schen 
Classe,  deren  determinirende  GHeichungen  von  einander  ver- 
schiedene rationale  Wurzeln  haben,  alle  Invarianten  (16)  ver- 
schwinden oder  illusorisch  werden,  und  die  Grewichte  der  nicht 
verschwindenden  unter  den  Invarianten  &  ,  0  keinen  aremein- 
samen  Theiler  haben,  so  ist  (A)  algebraisch  integrirbar;  die 
Integralcurve  S  ist  also  jedenfalls  eine  algebraische. 

Es  bleibt  noch  der  Fall  zu  erledigen,  wo  die  Gewichte  g^,g^,'  -y 
der  nicht    verschwindenden   unter    den    Invarianten   Q-^^    ^^    den    von 
(Null  und)  Ems  verschiedenen  gemeinsamen  Theiler  y  besitzen.    Dann 
ist  ip'{x)  nicht  mehr  rational,  sondern  die  g^°  Wurzel  aus  einer  ratio- 
nalen Function  Rix),  und  die  Integrale  von  (A)  haben  die  Gestalt 

y,  =  [B{x)'\     2"  e^./V^t-)'^-         (/  =  i,g,     „), 

dieselben  sind  also  im  allgemeinen  nicht  algebmisch. 

Wenn  ^  >  2  ist,  so  sind  die  Invarianten  0^  sämmtlich  gleich 
Null,  und  die  Gewichte  der  nicht  verschwindenden  -Ö-  genügen  der 
Bedingung 

V  ^0  (mod  g) . 

Dann  können,  wie  wir  in  der  Nr.  189  (S.  218)  gezeigt  haben,  in  der 
Differentialgleichung  (C)  nur  diejenigen  Coefficienten  s  von  Null  ver- 
schieden sein,  deren  Index  ein  Vielfaches  von  g  ist.     Wenn  nun 

n  =  xg  -{-  n 

ist,  so  lautet  die  charakteristische  Gleichung  von  (C) 

(20)  9"  +  sy-"  +  s,y-"  +  ■■■  +  ,v,(.^  =  0, 

dieselbe  würde  also,  wenn  «>1  wäre,  eine  mehrfache  Wurzel  besitzen, 
und  dies  widerstreitet  der  Voraussetzung,  dass  (C)  eine  algebraische 
Integralcurve  ß  besitzen  sollte  (vergl  Nr.  189,  S.  219).  Es  muss  also 
n  gleich  Null  oder  Eins  sein.  Wenn  wir  im  letzteren  Falle  die 
Wurzel  ^  =  0  absondern,  so   zerfallen  die  übrigen  Wurzeln  von  (20) 
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in  Gruppen  zu  je  g,  und  wenn  q^  eine  Wurzel  einer  solclien  Q-rup])« 
ist,  so  sind  die  übrigen  durch  die  Ausdrücke 

8  (7  —  1 

gegeben,  wo 

gesetzt  wurde.  Soll  die  Integralcurve  S  eine  algebraische  Curve  sein, 
so  müssen  (Nr,  189,  S.  219)  die  Verhältnisse  der  Wurzeln  von  (20) 
rationale  Zahlen  sein,  dies  ist  nur  möglich,  wenn  g  =  2  ist 

In  diesem  FaUe  müssen  alle  Invarianten  &  ,  deren  Gewicht  oino 
ungerade  Zahl  ist,  identisch  verschwinden  Wenn  für  eine  Diftereiitiiil 
gleichung  (A)  die  -Ö-g,  -ö-^,  a-^,  •  •  sämmtlich  gleich  NuU  sind,  so  müssen, 
wie  leicht  einzusehen  ist,  auch  die  linearen  Theile  dieser  Invnrianieii 
gleich  Null  sein.  Hieraus  und  aus  dem  in  der  Nr.  183  (S.  197)  an- 
gegebenen Ausdrucke  des  linearen  Theiles  der  Invarianten  a-,,  schliessi 
Herr  Brioschi: 

dass  eine  Differentialgleichung  (A),  für  welche  die  in 
Varianten  d-^  mit  ungeradem  Index  v  verschwinden,  die  Eigen 
Schaft  hat,  mit  ihrer  Adjungirten  identisch  zu  sein 

Wir  gehen  auf  einen  Beweis  dieses  Satzes  nicht  ein,  .soiidoru  be- 
gnügen   uns    damit,    aus    der   Annahme  g  =  2    die   für   unsere  UittV 
rentialgleichung  (A)  der  Fuchs 'sehen  Classe  mit  rationalen  Wurzeln 
der  detei-minirenden   Fundamentalgleichungen   und   algebraischer  Intti 
gralcurve  sich  ergebenden  Folgerungen  zu  ziehen. 

Für  die  Differentialgleichung  (C)  folgt  aus  der  Form  der  liiiciiron 
Theile  der  Invarianten  ö-^,  dass  die  Coefficieuteu  s^,  deren  Index  eint- 
ungerade  Zahl  ist,  verschwinden  müssen.     Je  nachdem  nun 

n  =  2m    oder    n  =  2ni  -f-  1 

ist,  lautet  demgemäss  die  charakteristische  Gleichung 

beziehungsweise 

Im  letzteren  Falle  gehörig  zu  der  Wurzel  9  =  0  das  Integral 

von  (A),    dieses   ist   die  Wurzel   aus   einer   rationalen  Function     wir 

NT^R   rZ  l"^'"^\T'l  '^r^^^+l    -*.   ^-^^    dem  Verfahren   der 
Nr.  18   (Bd.  I,  S  47)   die   Differentialgleichung   (A)    durch   Kenntuiss 
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dieses  Integrals  auf  eine  Differentialgleichung  2m^"  Ordnung  reducirt 
denken,  die  offenbar  aucli  wieder  zur  Fuchs 'sehen  Classe  gehören  wird 
und  auch  sonst  dieselben  Eigenschaften  besitzt  wie  (A\     Wir  setzen 
darum  gleich  von  Tornherein  n  ==2,in  voraus 
Dami  ist  also  , 

und  die  Integrale  von  (A)  lauten 

_«— 1  

2/.  =  [^W]         '     6^''^>'^^"^'^*  (.  =  1,2.       im), 

die  Q^f  Q^j  •    •  Q^m  ^^^^  dabei  paarweise  einander  gleich  und  entgegen- 
gesetzt, sei  etwa 

Qsi-i  =  —  Qit        ('=^'*'     '"^' 
also 

In— 1 

Daraus  folgt,  dasa  je  zwei  der  Integrale  von  (A),  nämlich  yg,_j 
und  t/g^,  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
mit  rationalen  Coefficienten 


1    B'ix)  dv 


Q^Rix)v  =  0 


dajä  2    R{x)   dx 

befriedigen,  so  dass  also  in  diesem  Falle  die  Differentialgleichung  (A) 
reductibel  ist. 

Da   die   Verhältnisse    der   q^,  Pg;  *  •  *  ?2m   i'^-^ional    sein    müssen, 
können  wir  setzen 

wo  y  eine  Constante,   die  h   ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler 
bedeuten;  wir  haben  demnach 


2/2,-1  =  [-^W] 


4         1,1 
(D  * 


n—1 
4 


(0 


('  =  !,: 


m). 


WO 


gesetzt  wurde;  d,  h.  die  Verhältnisse  der  y^,  y^,  •  •  ^/„^^  sind  rationale 
Functionen  des  Parameters  co,  und  die  Gleichungen  der  so  dargestellten 
rationalen  Cnrve  lauten  füi'  n  =  2m 


2/12/2=2/32/4  =  -         ^y^rn-iy^rn 


(21) 

Sohlealnger,  DifTerentialgleiobniigen    U 


15 
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zu  denen  für  n  =  2m  -\- 1  nocli  die  GHeicliimg 

(22)  2/„'  =  2/i2/a 

hinznitritt. 

Die   Integrale  y^,  y^,  •  •    2/2 m   ^^^  ^^   diesem  Falle    algebraisch, 

wenn  die  

algebraisch   sind     Die  Bedingungen   hierfür  ergeben  sich   aus    einem 
Satze  von  Abel  (Cr  eile 's  Journal  Bd  I,  S.  221),  der  wie  folgt  lautet: 
„Wenn  eia  Integral  von  der  Form 

*f{x)  dx 


r- 


wo    f{oc),  q)(x)   ganze   rationale  Functionen  sind,    durch   Logarithmen 
ausdrückbar  ist,  so  lässt  es  sich  in  die  Form  setzen 

p  —  qYcp  ix) 
WO  A  eine  Constante,  p,  q  ganze  rationale  Functionen  von  x  sind." 

Wenn  also  die  Lösungen  y^,  y^,  y^^  unserer  Differentialglei- 
chung algebraische  Functionen  von  x  sind,  so  lassen  sie  sich  in  der 
Foi-m 

darstellen,  wo  p,  q  ganze  Functionen,  a  eine  rationale  Zahl  bedeutet. 

Es  brauchen  aber,  wie  sieh  an  einfachen  Beispielen  zeigen  liisst, 
die  ^j,  ^g,  •  •  •  2/2^  nicht  immer  algebraische  Functionen  zu  sein. 

Wenn  wir  voraussetzen,  dass  die  Differentialgleichung  (A)  irre- 
ductibel  ist,  so  können  wir  also  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

Wenn  die  Integralcurve  einer  zur  Fuchs'schen  Classe 
gehörigen  irreductiblen  linearen  Differentialgleichung  w*°' 
Ordnung,  deren  determinirende  Fundamentalgleichungen 
lauter  rationale  Wurzeln  haben,  eine  algebraische  Curve  ist, 
so  ist  diese  Differentialgleichung  algebraisch  integrirbar, 
ausgenommen  wenn  die  Gleichungen  jener  Curve  von  der 
Form  (D)  sind,  d.h.  wenn  dieselbe  die  rationale  Normalcurve 
des  (n  —  l)-fach  ausgedehnten  Raumes  ist. 

Dieser  Satz  wurde  für  den  einfachsten  der  hier  in  Betracht  kom- 
menden Fälle  «  =  3  zuerst  von  Herrn  Fuchs  aufgestellt.  Für  n  =  4 
hat  ihn  der  Verfasser,  für  allgemeines  n  Herr  Wallenberg  bewiesen. 


Elftor  Absclmiti. 
romialinni;;  niid  ull^o.niniiie  DisciiHsioii  dn  Umkeliri»ro]>UMii(^ 

Erstes  Kapital. 

l!)l     DifTorontialgloichungen  dritter  und  vierter  Ordnung  mit 

einor   homogonon  Bolation    zwischon    don  Intogralon.     Covariunton. 

Hoaae'sclio    Oovarianto.     "Wortho    der   unabhUngigon   Variablon    für 

einen  Punkt  der  Intogralcurvo. 

K(li-  ji  =^  l^  ist  ihn-  Kall  «Ics  BcNtrliciiH  (tincr  hdino^j'iii'U  l{i«luii(»u 
lui^p  couHtiuiitt'n  (Jocnicii'iitcu  y.wiHclu'u  den  Klt'iricjilt'ii  7/^,  7/.^,  i/^  ciiirs 
KiiiKlunK'JiiuIsyHicins  der  o'uv/.i^r  mt\^\u']u',  «l<'r  in  IJcIniclii,  komuicii  kann, 
<ii'r.s('lbi'  Ist,  uIho  ilun-li  den  am  HcIiIusnc  der  vorij^cn  NuiinutT  it- 
wähnii'ii   I<'im'Iin\s('1i('Ii  Satz  ('rl('di;jfl.. 

Kilr  n  -4  wäru  ludisl.  dem  Kall«*,  wo  dn«  lMnno^»'Hcii  Kclalioni'ii 
zwiHclicii  <l('n  vier  liitj'p^raltMi  //,,  if^,  ?/,,,  //,  cnic  algebraische  ('iirvr 
(N'liin'rcii,  noch  dur  Fall  ins  Aiigc  zu  l'a.ssi'ii,  wo  dicsrlhcn  nur  eine 
Kliiclu*  (<j('hildt'  ('i'.sl,('r  Stufe)  dai'st.ellcn,  d.  }i,  nacli  eiiieui  Iteri'il^ 
(Nr.  ISII,  S  2()S)  ci-wähMi.rii  Saty.e  von  K  rojiccker,  wo  <'ine  und  nur 
eine  irri'ductibh'  honit)}.(<'ne  (jloichnn^^  mit,  coM.staiden  (loeriicii-nfeii 

/\Msrhcn   di'u    Ijösunf^t'M    i/^,  y„,  y/.j,  //j    der    j^ej^eheiien    Dillerenliiil^lei 
i'JMUi^r  lAj]  liehtehl..      In  «litwni   Kiille  wiln-  alK(»  «lie   lnlet;raU'nr\e  (i 

lly-^H^i:'')         (*-     '.-.•■'.I» 
kenie   al^el)rais('ln',    .sondern    eine    t.ran.seendente    I?annuMave,    dio 
auf  einer  al^'«'hruischen    i'Mäeiie   lie^l. 

Wenn  tiie  Dillereidial^h'iehun^  (Aj)  al<^ehrai.selie  ('o«'l(iei«'nti'n 
hat,  so  kann  in  die>.ejn  Kalle  ihre  'J'ran.sl'orniations'^ruiipe  11  keine 
endhcdie  sein,  d.i  sonst  (AJ  alj^i'hraisrh  nitej^rirlmr  wäre.  Wenden  wir 
auf  du-  //, ,  V,,  .'/..  Vj  •'""'  'i'niiistorination  die.ser  iiriippe  7/  an,  .so  \er- 
wandell,  .siidi  /(.'/,,  //..,  '/,,  y^  in  eine  homogene  Kiinction  de.s.sidhen 
(inuies   fjcr    //  ,  //  ,  //  ,  V,.    die    i-hentalls    idenliseh    ver.seli\\iiidj'ii    niiiss 
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Zufolge  der  Voraussetzung,  dass  keine  von  (1)  verschiedene  homogene 
Beziehung  zwischen  den  y^,  y^,  y^,  y^  bestehen  soll,  ergiebt  sich  dem- 
nach, dass  sich  durch  Anwendung  einer  Transformation  von  S  die 
Form  f  nur  mit  emer  Constanten  multipliciren  kann  Wir  schliessen 
also  zuvörderst,  dass  die  Fläche  (1)  die  Eigenschaft  haben  muss,  durch 
eme  Gruppe  von  Collineationen,  die  aus  emer  oder  aus  mehreren  con- 
tinmrhchen  Schaaren  besteht,  in  sich  selbst  überzugehen 

Die  Gruppe  der  Collineationen,  durch  welche  eine  algehraischc 
Fläche  in  sich  selbst  transformirt  wird,  ist  jedenfalls  eine  nlgebrnischo 
und  muss  folghch  eine  algebraische  continuirliche  (aus  infinitesimalen 
Tiansformationen  erzeugte)  ausgezeichnete  Untergiiippe  enthalten.  Man 
kennt  aus  Untersuchungen  der  Herren  Kleiii,  Lie  u.  ix.  (vergl.  die 
Arbeiten  des  Herrn  Gino  Fano  in  den  Rendiconti  della  Accad.  dei 
Lincei  1895)  die  sämmthchen  algebi-aischen  Flächen,  welche  die  Jüigoii- 
schaffc  haben,  durch  continuirliche  Schaaren  von  Collineationen  in  nich 
selbst  überzugehen;  diese  sind  also  die  einzigen,  die  die  Integralciirvn 
unserer  Differentialgleichung  (A^)  enthalten  können  Es  bedarf  ahor 
noch  der  Untersuchung,  ob  die  Integralcurve  von  (A^),  wenn  sie  ani' 
einer  dieser  algebraischen  Flächen  Hegt,  auch  wirklich  tranacendent. 
sem  kann,  d.  h.  ob  nicht  schon  daraus,  dass  zwischen  den  Integralen 
Vx)  y^i  y^i  2^4  <^i6  öi'iö  Relation  (1)  besteht,  deren  linke  Seite  sich  hei 
Anwendung  irgend  einer  Transformation  der  Trausfonnationagruppo 
mit  einer  Constanten  multiphcii-t,  mit  Nothwendigkeit  die  algebraische 
Natur  der  hitegralcuiTe,  d.  h.  das  Bestehen  einer  zweiten  von  (1)  un- 
abhängigen ebenfalls  homogenen  Relation  erschlossen  werden  kann. 
Ohne  auf  die  Erörterung  dieser  Fi-age  genauer  eingehen  zu  wollen, 
begnügen  wir  uns  damit,  einige  Schlüsse  aus  dem  Bestehen  der  Dela- 
tion (1)  zu  ziehen,  wobei  wir  es  dahin  gestellt  lassen,  ob  uclien  (l) 
noch  eine  zweite  davon  unabhängige  Relation  besteht,  sondern  nur 
allein  die  Voraussetzung  festhalten,  dass  f{y^,  y.^,  y.^,  y,,)  sich  bei  An- 
wendung der  Transfoi-mationen  von  jff  mit  einer  Constanten  multi])lieirt. 

Denken  wir  uns  irgend  eine  Covariante  der  quateraären  Form 
f^Vi)  y^,  y%}  y^  gebildet,  d.  h.  eine  homogene  ganze  Function  von 
2/:;  2/2?  2/3;  2/4  Tind  den  Coefficienten  von  /)  die  die  Eigenschaft  besitzt, 
abgesehen  von  einem  constanten  Factor  ungeändei-t  zu  bleiben,  wenn 
wir  in  derselben  an  Stelle  von  y^^,  y^,  y^,  y    setzen 

4 

(^)  ^^i^y^    ('=1,2, 3, 4) 

x=l 

und  an  Stehe  der  Coefficienten  von  f{y^^  ^,,  2/3,  y,)  die  Coefficienten 
der  Form 
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(3)  ff^^i.y.,  ^sj.y  ^«3x^x;  ^^^^yX 

^      X  X  X  *  ' 

wobei 

(O  (f,x=l,2,3,4) 

irgend  eine  lineare  Substitution  mit  nicht  verschwindender  Deteiininante 
bedeutet.  Stellt  dann  (2)  eine  Transformation  der  Transformations 
gruppe  H.  unserer  Differentialgleicbung  (AJ  dar,  so  untei-sciieidet  sich 
die  transformirte  Form  (3)  von  /"(i/^,  2/3»  ^/gj  V^  ^^^  dui'ch  einen  con- 
stanten  Factor;  es  wird  folglich  jede  Co  Variante  von  /'(2/i>  2/2;  2/3?  Vi) 
auch  nur  mit  einem  constanten  Factor  multiplicii*t,  wenn  man  in  der- 
selben auf  die  t/^,  2/2;  Z/a;  2/4  ^i'^®  Transformation  von  JET  anwendet. 
Also  ist  die  logarithmische  Ableitung  einer  nicht  verschwindenden 
Covariante  von  /'(^/jj  2/3  >  2/35  2/4)  ^^C-'i  ^  ö^^ö  rationale  Differentialfunc- 
tiou  der  t/^,  2/2  j  2/g;  2/^?  ^^  ^^^  <^ö^  Transformationen  von  iZ"  uugeändert 
bleibt,  d  h.  sie  ist  nach  dem  Picard-Yessiot'schen  Satze  eine  alge- 
braische Function  von  x,  wenn,  wie  wir  voraussetzen,  (AJ  algebraische 
Coefficienten  hat.     Wir  erhalten  also  den  Satz: 

Eine  nicht  identisch  verschwindende  Covariante  von 
ffc;  2^s;  2/8?  2/J  i^*  ^^  ^^^  ^^^^ 

fr{x)dx 
C 

darstellbar,  wo  r{x)  eine  rationale  Function  desselben  alge- 
braischen Gebildes  bedeutet,  als  dessen  rationale  Functionen 
die  Coefficienten  von  (AJ  dargestellt  werden  können. 

Wenn  (AJ  insbesondere  zur  Fuchs 'sehen  Classe  gehört  und  die 
determmirenden  Fundamentalgleichungen  lauter  rationale  Wurzeln  haben, 
so  ist  jede  Covariante  von  /"(«/i,  j/g,  2/3?  2/4)  ^^  Wurzel  aus  einer 
rationalen  Function  von  x. 

Bilden  wir  die  sogenannte  Hesse'sche  Covariante  von  f\y-^,y^iy^,y^ 


{/,x  =  l,3,  3,4), 


so    ist    dieselbe    eine    homogene    Function    (4  m  —  8)*^    Grades    der 

2/1  j  2/2  j  2/3»  2/.1J  ^^^  *^  ^^^  ^^^^  ^°^  /'(2/1  j  ^2'  2/3, 2/4)  bedeutet    Dieselbe 
könnte 

1)  identisch  in  den  y^,  y^,  y^,  y^  verschwinden, 

2)  die  Form  f{y^,  y^,  y^,  y^  als  Factor  enthalten, 

3)  als  Function  von  x  verschwinden,  wenn  man  für  y^,  y^,  y^,  y^ 
die  Lösungen  von  (A^)  nimmt  und,  gleich  Null  gesetzt,  eine  von  (1) 
unabhängige  Relation  zwischen  den  Integralen  y^,  y^,  y^,  y^  darstellen 
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Im  letzteren  Falle  wäre  die  Integralcurve  von  (AJ  sicher  alge- 
braisch, so  dass  wir  also  auf  die  bereits  allgemein  erledigte  Frage 
zurückkämen  Im  Falle  2)  denken  wir  uns  die  Hesse 'sehe  Covariaiite 
durch  die  höchste  in  derselben  enthaltene  Potenz  von  f\y^,  ij»,  y.^,  !/^) 
dividirt  und  bezeichnen  den  Quotienten  durch 

-Pfc,  2/2^2/3;  2/4)- 

Dann  könnte  dieser  Quotient  eine  Constante  sein,  wenn 

2  a)  m  =  2, 

2b)  711  =  4  und  die  Hesse'sche  Covariante  das  Quadrat  der  Form 
selbst, 

2c)  m  =  8  und  die  Hesse'sche  Covariante  der  Cubua  von  /'  ist. 

Wenn  wir  von  diesen  Fällen  ebenso  wie  von  1)  vorläufig  absehen, 
so  ist  also 

■Pfc;  2/2,  2/3;  2/4)  =  «  =;KW; 

wo  r(x)  eme  nicht  verschwindende  algebraische  Function  bcdoutet. 

Sei  7c  der  Gi-ad  der  homogenen  Function  P^y^,  y^,  y^,  y^,  diinu 
ist  also 

(4)  ■P(2/i,  2/3,  2/3;  2/4)  =  y^niri^,  7]^,  T^g)  =  e-^'"''"^''*  =  <^(^.)^ 

woselbst 

gesetzt  wurde 

Denken  wir  uns  die  Integralcurve  S  von  (AJ  dargestellt,  indem 
^^  Vi)  Vi)  Vs  Jö^zt  etwa  als  gewöhnliche  Cartesius'scho  Coordinatoii 
emes  Punktes  im  Räume  deuten  und  dieselben  als  Functionen  von  ,c 
auffassen 

V^  =  V^(j^)  («=1.3,3), 

so  wird  im  Allgemeinen  zu  jedem  Punkte  der  Curve  eine  gcwi.sso 
Menge  von  a;-Werthen  gehören.  Diese  Werthe  haben  also  die  Eigen- 
schaft, dass,  wenn  wir  uns  die  ^1,1?,,  7},^  auf  geeigneten  Wegen  von  ./; 
aus  nach  einem  dieser  Werthe  hin  fortgesetzt  denken,  dieselben  Wcrtlio 
der  Functionen  rj^,  rj^,  rj^  zum  Vorschein  kommen,  wie  füi-  den  Aus- 
gangspunkt X.  Sei  iCj  irgend  em  solcher  mit- x  zusammengehöliger 
Werth,  dann  ist  also 

^x(^)  =  '?xW  (»«  =  1.2.3) 

und  folglich  nach  Grleichung  (4) 

^^  IW^l^  (-1.2,3.4). 
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Machen  wir  iu  die  Differentialgleichung 

die  Substitution 

7/  =  6  0, 

SO  verwandelt  sich  dieselbe  iu 

wo  (vergl.  Nr.  172,  S.  145)  die  p^(x)  rationale  Functionen  desselben 
algebraischen  Grebildos  darstellen,  als  dessen  rationale  Functionen  die 
j)^  ((  =  1, 2,3,  d)  vorausgesetzt  wurden,  und  die  Ausdriicke 

(6)  g^(x)  =  y^{x)e  (f=i,2,3,.i) 

stellen  ein  Fuudamentolsystem  von  (Ä^)  dar.  Ersetzen  wir  in  (AJ  die 
unabhängige  Variable  x  durch  x^,  so  besitzt  die  Diiferentialgleichimg 

die  Integrale  ^  {x^  für  i==  1,  2,  3,  4,  also,  da  zufolge  der  Gleichungen 

lÖ);    (6) 

■^i  C^l)  =  6        *         ^f  W  ('  =  1.2, 8, 4) 

ist,  wo  ff  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  auch  die  Integrale 

^li^),    <S3(^);    ^aW?     ^d(^)- 
Sei  nun 

X  =  <p(a:,) 

und  fiüireu  wir  in  die  Differentialgleichung  (7)  mittelst  dieser  Beziehung 
X  als  unabhängige  Variable  ein,  so  nauss  die  so  entstehende  Differential- 
gleichung mit  (A^)  identisch  sein.  D.  h.  es  geht  die  Differential- 
gleichung (7)  aus  (A^)  durch  die  Transformation 

--rjr(x)dx 

(8)  y  =  e  0,    x  =  (p{x^) 

hervor. 

Wenn  nun  für  die  Differentialgleichung  (AJ  nicht  alle  Invarianten 
(16)  (Nr.  187,  S  213)  identisch  verschwinden,  so  folgt,  wie  in  der 
Nr.  187  (S  212)  aus  der  Betrachtung  der  absoluten  Invarianten,  die 
ja  gemäss  den  Grleichungen  (8)  für  die  Differentialgleichungen  (7)  und 
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(AJ  icleutisch  sind,  dass  x^  eine  algebraisclie  Function  von  x  sein  muss. 
Sehen  "wir  also  von  dem  Falle  ab,  wo  die  Invarianten 

See 

identiscli  Null  sind  oder  illusorisch  werden,  ein  Fall,  in  welchem  sich 
(AJ  auf  eine  Differentialgleichung  mit  cousfcanteu  Coefficienten  zurück- 
führen lässt  (Nr.  189,  S.  219),  und  fassen  denselben  mit  den  Fällen 
1),  2),  3)  (S.  229)  unter  der  Bezeichnung  „Ausnahmefälle"  zusammen, 
so  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

Wenn  die  Integralcurve  ©  der  Differentialgleichung  (A^) 
mit  algebraischen  Coefficienten  auf  einer  algebraischen 
Fläche  liegt,  so  genügt,  von  den  wohlumgrenzten  Ausnahme- 
fällen abgesehen,  die  Gesammtheit  der  Werthe  der  unab- 
hängigen Variabein,  die  zu  einem  und  demselben  Punkte  der 
Curve  S  gehören,  als  Functionen  eines  dieser  Werthe  auf- 
gefasst,  einer  algebraischen  Gleichung  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten; die  Anzahl  dieser  Werthe  ist  also  jedenfalls  eine 
endliche 

Ein  analoger  Satz  gilt,  wie  aus  dem  Gange  des  Beweises  zu  über- 
sehen ist,  auch  für  eine  Differentialgleichung  w*«'  Ordnung  (A)  mit 
algebraischen  Coefficienten,  wenn  zwischen  den  Integralen  derselben 
eine  homogene  Relation  mit  constanten  Coefficienten  besteht,  deren 
linke  Seite  sich  bei  jeder  Transformation  der  Transformationsgruppe 
von  (A)  mit  einer  Constanten  multiplicirt  und  welche  eine  Covariante 
besitzt,  die  sich  nicht  auf  eine  Constante  reducirt.  Nur  bietet  für  ein 
beliebiges  n  >  4  die  Fixirung  der  Ausnahmefälle  grössere  Schwierig- 
keiten dar  wie  füi-  w  =  4,  deshalb  haben  wir  uns  auf  die  Betrachtung 
von  Differentialgleichungen  viei-ter  Ordnung  beschränkt.  Wir  wollen 
jetzt,  ehe  wir  an  den  eben  bewiesenen  Satz  weitere  Ueberlegungen 
knüpfen,  in  eine  Discussion  der  beiden  Ausnahmefälle  1),  2)  (S.  229) 
eintreten. 

192.  Erledigung  der  Ausnahmefälle.    TemSxe  Relation.    Quadratische 
Relation  mit  nioht  versohwindendei-  Disoriminante. 

Der  Fall  1),  dass  die  Hesse'sche  Covariante  der  quaternären 
Form  f(y^,  V^^  y^,  y^  identisch  verschwindet,  kann  nach  einem  von 
Hesse  aufgesteUten,  von  den  Herren  Gordan  und  Noether  berich- 
tigten Satze  nur  dann  eintreten,  wenn  sich  die  Form  f(y  y  y  y) 
durch_  eine  lineare  Traoisformation  der  Grössen  y^,  y^,  y^^y^  au/'eine 
ternare   redueiren  lässt.     Wir   können   also   von   vornherein   voraus- 
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setzen,  dass  das  Fundamentalsystem  y^,  y^,  y^,  y^  von  (AJ  so  gewäJüt 
sei,  dass  etwa  y^,  y^,  y^  die  von  y^  unabhängige  homogene  Relation 

(I)  /■(yi.2/2,  2/3)  =  ^ 

befriedigen,  deren  linke  Seite  sich  durch  jede  Substitution  der  Gruppe 
H  mit  emer  Constanten  multiplicii-t.     Sei 

'S, 

(II)  ^«x/2//        («  =  1.2.».*) 

eine  Substitution  S  von  £[,  dann  muss  fXVi,  V^}  2/3)  ^^^h  nach  Aus- 
übung der  Substitution  (11)  von  y^  unabhängig  sein,  d,  h  f{y^,y^j  y^ 
multiplicirt  sich  durch  Anwendung  der  Substitution 

«ii2/i  + «122/2 +  «132/3» 

«2i2/i  +  «222/2 +  «^8  2/3» 

«3i2/i  + «322/3 +  «882/3 
mit   einer  Consianten   k      Bilden  wir   nun    die  partiellen  Ableitungen 

CIID  ^  =  Y       ^=Y       1L=^Y 

^    ^  dy^        ^1'     dy^        -^3'     dy^  »' 

so  erfahren  diese  Ausdrücke  durch  Anwendung  der  Transformation  S 
auf  y^,  y^,  y^,  y^  die  Substitution 

Xß,,Y^  +  Kß,,Y,  +  kß,,Y,, 

Xß,,Y^  +  ^,,Y,  +  kß,,Y„ 

kß,,Y,-\-kß,,Y,-\-Kß^,Y,, 

wobei  gesetzt  wurde: 

(.,  «  =  1,S,8)  "^     i^ 

und  zwischen  den  Y^,  Y^,  Y^  besteht  die  sich  durch  Elimination  der 
2/1  j  2/2  j  2/3  ^'^^  <^6^  Gleichungen  (I)  und  (III)  ergebende  homogene 
Relation 

(IV)  i^(r;,  7„r„)  =  o, 

die,  wenn  wir  die  y^,  y^,  y^  als  homogene  Coordinaten  eines  Punktes 
einer  Ebene  deuten,  die  Gleichung  der  durch  (I)  definirten  Curve  in 
Liniencoordinaten  darstellt.  Die  Coefficienten  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichung di'itter  Ordnung 

W  J)iY„Y,,Y,)     -^' 

für  welche    Y^,  Y^,  Y^   ein  Fundamentalsystem  bilden,    sind   rationale 
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Differentialfanctionen  der  y^,  y^,  y^,  y^,  die  bei  den  Transfoiiaatioueii 
der  Gruppe  S  ungeändert  bleiben,  d.  h.  es  sind  algebraische  Functionen 
von  X. 

Wenn  die  Differentialgleichung  (AJ  zur  Fuchs 'sehen 
Classe  gehört,  so  gehört  auch  die  Differentialgleichung  (a)  zur 
Fuchs 'sehen  Classe  und  zwischen  den  Elementen  eines  Fimdamental- 
systems  besteht  die  Gleichung  (IV).  Der  in  der  Nr.  190  (S.  226)  auf- 
gestellte Satz  lehrt  also,  dass  die  Differentialgleichung  (a)  algebraisch 
integrirbar  ist,  wenn  nicht  die  Gleichung  (IV)  die  Form 

•*  2   '^  ^1  -^8 
hat     Im  letzteren   Falle  ist  die  Curve  (I)  ein  Kegelschnitt,  der  sich 
durch  eme  CoUineation,  d.  h.  bei  geeigneter  Wahl  des  Fundamental- 
systems y^,y^,y^,  y^y  m  der  Form 

dai-stellen   lässt.     Dieser   Fall  gehört    also    unter   den   Fall   2  a),    der 
nachher  zu  behajideln  sein  wird. 

Sehen  wir  von  demselben  ab,  so  siad  also  die  Y  Y„  Y.  und 
folglich  auch  die  y^,  y^,  y^,  algebraische  Functionen  von  x  Wenn  dann 
<^ie  «/i,  2/2,  2/3  nicht  einer  lineai-en  Differentialgleichung  di-ittor  Ordnung 
mit  rationalen  Coefficieuten  genügen,  so  ist  auch  y^^  nothwendig  algo- 
braisch.  Befriedigen  dagegen  die  y^,  y^,  y^  eine  lineare  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung  mit  rationalen  Coefficieuten 

so  ist  die  Differentialgleichung  (AJ  ia  der  Form 

JSÖ(2/)  =  0 
darsteUbar,  wo  B   einen  Differentialausdruck  erster  Ordnung  bedeutet 
Mit  Hiüfe  der  in  der  Nr.  26  (Bd  I,  S.  81)  gegebenen  Formeln  ergiebt 
sich  daim  y^  durch  blosse  Ausübung  von  Quadraturen. 

Wir  schreiten   zur  Behandlung  des  Ausnahmefalles  2n),   wo   also 
/  C^iJ  112}  y»}  yd  ^0^  zweiten  Grade 

fivi^  y„  y„  yd=^^^,yj,  =  o 

x=l  f=,i 

ist  und  machen  zunächst  die  Annahme,  dass  die  Hesse'sche  Covariante, 
d.  h.  m  diesem  FaUe  die  Discriminante  von  f, 

\^ix\  (•."  =  1.2,3,4), 

nicht  identisch  verschwindet. 
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Man  kann  dann  bekanntlich,  lineare  homogene  Pimctionen 

^1,    ^i,    ^3»    ^i 

der  2/i,  y^,  y^,  y^  so  einführen,  dass  /'  die  Gestalt: 

/.  3    I  3  s  a 

f      =      W^  +«ög  —W^  —10^ 

erhält.     Setzt  man 

W^  Wo  'JO-i  H-  lOa 

(-\[\  t  =  — -      t  = 

^       ^  ''1  tO^  MJg  '  '^  «ü^ «Jg  ' 

so  lässt  sich  leicht  einsehen,  dass  durch  eine  lineare  Transformation 
der  w^,  w^,  w^,  w^^,  die  die  Form  f  mit  einer  Constanten  multiplicirt, 
die  fj,  §2  sicli  entweder  in 

(  \  J  —  "i  ^1  +  <^i       ?  _  "a  ^2  +  h 

oder  in 

X,  V  ^  _  "i  &a  +  Pi       v  _  '^i  k  +  P2 

verwandeln  müssen,  wo  die  a,  |3,  y,  S  Constanten  bedeuten. 
Setzen  wir  also  (vergl.  Nr.  180,  S.  184) 


imd  beachten  die  durch  die  Grieichung  (c)  der  Nr.  180  (S  186)  dar- 
gestellte Eigenschaft  des  Differentialausdmckes  z/,  wonach  derselbe 
eine  Differentialinvai-iante  für  die  allgemeine  projective  Gruppe  von 
einer  Variabelu  ist,  so  erkennen  wir,  da^s  bei  einer  linearen  Trans- 
formation der  m;^,  iv^,  w^,  w^,  die  die  Form  /'  imgeändei-t  lässt,  die 
beiden  Ausdrücke  P^(oc),  F^x)  entweder  ungeändert  bleiben  oder  in 
einander  übergehen,  je  nacbdem  dieser  Transformation  die  Formeln 
(a)  oder  (b)  entsprechen.  Bezeichnen  wir  mit  H  die  Transformations- 
gnippo  von  [K^  bei  Zugrimdelegung  des  Fundamentalsystems 

W^,     tV^,     Wg,     w^, 

so  sind  demnach  die  Ausdrücke 

rationale  DifFerentialfunctionen  der  w^,  w^,  w^,  w^,  die  bei  den  Trans- 
formationen von  S  ungeändert  bleiben. 

Es  genügen  folglich  die  P^^oi)),  P^{x)  einer  quadratischen 
Gleichung,  deren  Coefficienten  sieb  aus  den  Coefficienten  der 
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Differentialgleichung  (AJ    und    deren    Ableitungen   rational 
zusammensetzen. 

Die  Grössen  &     t  können  als  die  Integi-alquotienten  zweier  linearer 
Differentialgleicliungen  zweiter  Ordnung 


(VI) 


dx 


aufgefasst  werden,  füi-  welche  (vergl  Nr.  180,  S.  184) 


beziehungsweise 


y  dx 
y  dx 


Fundamentalsysteme  darstellen. 

Denken  wir  uns  dann  das  Fundameutalsystem  f/^,  //„,  //.,,  y^  von 
(AJ  von  vornherein  so  gewählt,  dass 

w^  —  10^  =  y^,    w^  —  «öj,  =  y^,    w^  +  iü,,  =  y,^,    w^  +  w.^  =  //^ 

ist  und  setzen  wir 

so  ergeben  die  Gleichungen  (V) 

y^  =  ku^v^,    7/„  =  AygM^,     y^  =  kv^^u,^. 

Wenn  die  «ü^,  Wg,  t^g,  4«)^  eine  Transformation  von  H  erfahren,  so 
verwandeln  sich  die  beiden  Systeme  u^,  n^  imd  y^,  v,^  ontwodor  in 
lineare  homogene  Functionen  ihrer  selbst,  oder  u^,  u„  gehen  in  lineare 
homogene  Functionen  der  v^,  v^  über  und  umgekehrt.    Die  vier  Prodnetc 


Vii    Vi>    'Vi>    Vs 


verwandeln  sich  also  bei  jeder  Transformation  von  H  in  lineare  Jiomo 
gene  Functionen  ihrer  selbst  mit  constanten  Coefficienten.  Es  ainrl  dorn 
nach  die  Coefficienten  der  linearen  DijBForentialgleichung  vierter  Ordnung 

rationale  Differentialfunctionen  der  «ü^,  w^,  w^,  w>,^,  die  bei  den  Trans- 
formationen der  Gruppe  S  ungeändert  bleiben,  das  heiast,  sie  gehören 
demselben  Rationalitätsbereiche  an  wie  die  Coefficienten  von  (A  ).  Da 
die  Ausdrücke  ^ 
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Wi«i,     U^v^,     «2^1,     U^v, 

ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  (AJ  darstellen,  geht 
diese  Differentialgleichung  aus  (A^)  durch  die  Ti-ansformatiou 

hervor,  es  ist  demnach  (vergl.  Nr.  172,  S.  146)  q  in  der  Form 

Jr(!B)dx 

darstellbar,  wo  r{x)  eine  Function  bedeutet,  die  demselben  Rationalitäts- 
bereiche  angehört,  wie  die  Coefficienten  von  (A^). 

Ist  umgekehrt  ein  gewisser  Rationalitätsbereich  festgelegt  und 
bedeuten  P.^(p),  P^i^)  irgend  zwei  Functionen,  die  einer  quadratischen 
Gleichung  mit  diesem  Rationalitätsbereiche  angehörigen  Coefficienten 
genügen,  so  können  wir  die  Differentialgleichung  (A^)  büden,  indem 
wir  z.  B 

setzen  und  nach  viermaliger  Differentiation  diesei*  Gleichung  die  u,  v  und 
deren  Ableitungen  mit  Hülfe  der  Differentialgleichungen  (YI)  eliminiren. 
Die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (ÄJ  gehören  dann  dem 
Rationalitätsbereiche  an,  und  ihre  Integi-ale  befi-iedigen  eine  homogene 
quadratische  Relation  mit  nicht  verschwindender  Discriminante  Damit 
ist  also  der  FaU  2  a)  erledigt,  wenn  die  Discriminante  der  Form  f  von 
Nun  verschieden  ist 
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Ordnimg. 

Bedeutet  f  eine  quadratische  Form,  deren  Discriminante 

|a^^|=0  (f,x=l,3,8,4) 

ist,   so  lägst   sich  bekanntlich   diese  Form   bei    geeigneter  Wahl   des 
Fundamentalsystems  in  die  Gestalt  setzen 

/■  =  2/3'  — 2/i2/fi  =  0- 
(Der  Fall,  wo  die  quadratische  Form  f  ein  Product  von  zwei  linearen 
Factoren  ist,  kommt  für  uns  nicht  in  Betracht,   da   die  y^,  y^,  y^,  y^ 
ein  Fundamentalsystem  bilden  sollen.)     Der  Ausdruck   y^"  —  y^^y^   ist 
dann  die  Discriminante  der  quadratischen  binären  Form 

lind  bleibt  folglich  bis  auf  einen  Factor  ungeändei-t,  wenn  auf  die  t,  s 
sine  lineare  Substitution 
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at  +  ßs] 


ausgeübt  wird.  Einer  solchen  linearen  Substitution  der  t,  s  entspricht 
aber  eine  lineare  homogene  Substitution  der  y^,  y^,  2/3  lait  constanteu 
Coefficienten. 

Wenn  umgekehrt  die   y^,  y^,  y^,  y_^  eine  lineare  Substitution  er- 
fahren, welche  die  Form  f  mit  einem  constanten  Factor  multiplicirt, 

y^=^%iyi       ('«=1.2.3,4), 

so  verwandelt  sich  (vergl.  die  Erörterangen  im  Falle  1))  f  durch  die 
Substitution 

8 
^,=^«„2/,  ('«  =  1.2,3)         . 

t=l 

in  sich  selbst  multipHcirt  mit  einer  öonstanten.  Betrachten  wir  dann 
die  beiden  binären  Formen 

y/  4-  22/aJfs  +  y/, 

y^f  +  2ij^ts  +  y^s", 

so  unterscheiden  sich  die  Discriminanten  deraelben  nur  durch  einen 
constanten  Factor,  die  Formen  sind  also  im  Sinne  der  Invariaiiteii- 
theone  aequivalent  und  gehen  durch  eine  lineare  Iioraogeno  Snbwtitution 
at-}-ßs] 


deren  Coefficienten  von  den  y^^y^jy,^  unabhängig  sind,  in  einander  flbor. 
Wenn  also  auf  die  y^,y^,y^,  y^  eine  Transformation  der  Gl  nippe 
E  ausgeübt  wird,  so  ei-f  ähi-t  der  Quotient 

«=^ 

eine  gebrochene  lineare  Substitution,  und  es  ist  demnach 

eine  Function,   die  demselben  Rationalitätsbereiche  aiigeliürt,  wi»;  iVw 
Coefficienten  von  (A.) 

Die  Discriminante  y,^  ~  y^y^   der  Form  <p  ist   das   Resultat    der 
Elimination  aus  den  Gleichungen 


es  ist  demnach 


lf  =  o,    |?  =  0, 
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^  Vi  ^3  ■ 

Setzen  -wir  also 

V  dx 

so  sind  u^j  u^    die   Elemente   eines   Fundamentalsyatems    der   linearen 
Differentialgleiciiung  zweiter  Ordnung 


und  es  ist 


-j  =  :p{x)u, 


h  =  Q^if     2/3  =  <>WjMa,     y^  =  Qu^. 


Die  u^,  Uj_u^,  %  befriedigen  (vergl  Nr.  185,  S.  203)  eine  lineare 
Differentialgleichung  dritter  Ordnung  mit  dem  Rationalitätsbereiclie 
angehörigen  Coefficienten;  dieselbe  gebt  also  durch  Multiplication  der 
abhängigen  Variabeln  mit  q  in  eine  lineare  Differentialgleichung  dritter 
Ordnung  für  y^,  y^,  y^  über  Das  Integral  y^  ergiebt  sich  dann  nach 
dem  auch  im  Falle  1)  angedeuteten  Verfahren  dui-ch  Quadraturen. 

Wir  gehen  an  die  Erledigung  des  Eallea  2  b). 

Wenn  die  Hesse 'sehe  Covariante  einer  quatemären  Foi-m  m*"" 
Grades 

f{yt:  Vs,  Vi^y  yj  =  y^H^ii,  %,  %) 

mit  der  Form  gleichzeitig  verschwindet,  so  stellt  die  Gleichung 

A>i;2/3,  2/.S,  2/J  =  0 
eine  abwickelbare  Fläche  dar.     Die  Gleichung 

lässt  sich  nämlich  unter  Benutzung  der  Gleichung 
in  die  Form  setzen 

und  dies  ist  die  bekannte  partielle  Differentialgleichung,  die  zwischen 
den  Cartesius'schen  Coordinaten  einer  abwickelbai-en  Fläche  bestehen 
muss 

Wenn  insbesondere  m  =  4  und  die  Fläche 

/'(2/i;?/2;2/3j2/,i)  =  0 
eine  abwickelbare  ist,  so  ist,  wie  Cayley  gezeigt  hat,  die  Hesse'sche 


0  C«,  x  =  l,3,3,4) 
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Covariante  stets  das  Quadrat  der  Form  selbst,  und  f  lässt  sich  in  die 
Gestalt  setzen 

In  diesem  Falle  ist  also  f  nichts  anderes  als  die  Discriminante  der 
bmären  cubischen  Form 

g,  =  y/  +  ?,y^th  +  Zy^ts'  +  y/, 

und   daraus    erhellt   sofort,    dass    die   Form   f  keine   von   sich    selbst 
wesentlich  vei-schiedene  Covanante  besitzen  kann,  da  jede   Covariante 
von  f  eine  Invariante  von  qp  sein  müsste  und  bekanntlich   die  Discri- 
minante die  einzige  Invariante  emer  binären  cubischen  Form  ist. 
Transformirt  man  q)  durch  die  Substitution 

so  verwandelt  sich  diese  Form  in 

g>'=y,'t'  +  ^y.'t's  +  ^y,'ts'  +  y^'s\ 

wo  die  y^,  y^,  y^,  y^  mit  den  y^,  y^,  y^,  y,,  durch  die  Transforma- 
tionsrelationen (vergl.  Nr.  181,  S.  186) 

y,  =  ^'y;  +  3  a'yy;  +  3«y-2/;  +  yV/; 

y^  =  a'ßy;-\-  (2ßy  +  ccd)ay,'  +  (2ad  +  /3y)y2/;  -f  /dy^, 

y,  =  fli/SV;  +  {2ad  -\-  ßY)ßy;  +  {2ßy  +  ad)ö?/;  +  yö"?//, 

verknüpft  sind,  und  es  ist 

f{yi,  y^',  y^,  yj  =  (as  —  ßy)'f(y,,  y.„  y^,  ?/j 

Die  letztere  Gleichung  ist  die  Eliminationsresultante  der  Gleichungen 
(VIII),  somit  die  noth wendige  und  hinreichende  Bedingung  füj-  das 
Bestehen  derselben  D.  h.  wenn  sich  die  Form  f  durch  eine  lineare 
TransfoiTnation  der  y^  y^^,  y^,  y^  mit  einer  Constanten  c  multiplicirt,  so 
muss  diese  Transfonnation  die  Gestalt  (Vni)  haben,  wo  dann 

Q 

aö  —  /Sy  =  Yc  =  £ 
zu  nehmen  ist. 

Also  muss  in  unserem  Falle  die  Transformationsgruppe 
E  der  Differentialgleichung  eine  Untergruppe  der  vierglie- 
drigen  algebraischen,  durch  die  Gleichungen  (VIII)  darge- 
stellten Gruppe  sein. 


(TOI) 
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Wenden  wir  auf  die  y^,  y^,  y^,  y^  eine  Transfonnation  der  Gruppe 

H  an,  so  vei-wandeln  sicii  demnach,  t,  s  in.  lineare  homogene  Functionen 

ihrer  selbst,  und  zwar,  wenn  die  y^,  y^,  y^,  y^  die  Substitution  (VIII) 

erfahren,  in 

,, — 8t-\-  ßs         , yi  —  as 


(IX) 


£  =  ad  —  ßy . 


Die  GUeichung  f  =  0  ist  die  Eliminationsresultante  der  GHeichungen 

^^  _  n      ^ n 

'dt  ~  ^'      8s  ~  ^' 

aus  denselben  folgt: 


2/12/3—: 


B' 


2t£ 
„3 


y^y^—vi 


2  > 


wir  können  also  setzen 
u 


.3 


M„ 


1  — (>s  =2/i2/» 
1 


2/2% 


r  1 


$>S^=Y(2/2?/8—  2/i?/J, 

Nun  ist  aber  die  Hesse'sche  Covariante  der  Form  qp 

dieselbe  muas  sich,  wenn  t,  s  die  Substitution  (VII)  erfahren,  mit  ^ 
multipliciren.  Daraus  ergiebt  sich  leicht,  dass,  wenn  auf  die  f/^,  y^,  7/^,  y^ 
die  Transformation  (VIII)  der  Giiippe  JEL  ausgeübt  wird,  die  w^,  n^_^  u^ 
die  Substitution 

£ 

ei-fahren.  Die  w^.  Mg,  Mg  genügen  folglich  einer  linearen  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung 

D(Mi,Ma,Wa)    ~     ' 

leren  Coefficienteu  demselben  Rationalitätsbereiche  angehören,  wie  die 
joefflcieuten  von  (A^),  und  zwischen  den  u^,u,^,u^  besteht  die  Relation 

m  Sinuc  des  allgemeinen  Satzes  der  Nr.  18G  (S.  210)  ist  das  all- 
gemeine Integi-al  dieser  Differentialgleichung  drittel-  Ordnung  ab?  binäre 

Soll  luaingor,  DlfTuruiitialglHioliiingeu      11  1(3 
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Form  zweiten  Grades  der  t,  s  darstellbar,  welche  ihrerseits  wieder  einer 
linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  dem  Rationalitäts- 
bereiche angehörigen  Coefficienten  genügen,  wie  aus  den  Grieichungen 
(IX)  unmittelbar  zu  erkennen  ist. 

Man  findet  aus  den  entwickelten  Fonneln,  daas  q  den  Werth  Eins 
haben  muss,  es  ist  also  m  dem  betrachteten  Falle 


ViVü  —  Vi^'^'^     2 


l-iy^y^  —  yyyd^*^^  2/4^2  — 2//  =  ^% 


die  Integration  der  Differentialgleichung  (A^^)  ist  demnach  auf  dio 
Integration  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  und 
auf  Quadraturen  zurückgeföhit. 

Bemerken  wir  noch,  dass  die  Q-leichungen 
«j  ==  0 ,    tt^  =  0,    M^  =  0 

die  Wendekaute  der  abwickelbaien  Fläche  vierter  Ordnung  /*==<)  dai-- 
stellen. 

Der  FaU  2  c)  kann  unter  den  in  Bezug  auf  die  7/^,  y^,  1/,^,  y^  ft-st- 
zuhaltenden  "Voraussetzungen  mcht  eintreten 

Nachdem  auf  diese  Weise  die  „Ausnahmefälle"  erledigt  sind, 
faiüpfen  wir  an  die  in  der  Nummer  191  durchgeführten  Ujitci-.siu'hiin^fii 
an,  um  aus  denselben  einige  bemerkenswerthe  Folgtirungcai  /ii  ziulicn. 


Zweites  Kapitel. 

194.    Differentialgleichimgen,  deren  unabhäxigige  Variable  eine 
eindeutige  Function  des  Ortes  der  Integralourve  ist. 

Wenn  eine  lineare  Differentialgleicliung  w*^'  Ordnung  algebraisch 
üitegrirbar  ist,  oder  aucli  wenn  nur  die  Integralquotienten  rj^fif}^,  •  Vn—i 
algebmsclie  Functionen  der  unabhängigen  Variabein  x  sind,  so  ist 
jedenfalls  die  Anzahl  der  Wei-the  der  unabhängigen  Variabein,  für 
welche  auf  geeigneten  Wegen  fortgesetzt  die  ri^j  %,  ■  V^-i  dieselben 
Wei-the  annehmen  wie  für  x^  eme  endliche,  und  die  Gesammtheit 
dieser  Werthe  x^,  x^,  -  •  •  x^_^  genügt  einer  algebraischen  GHeichung 
mit  in  x  rationalen  Coefficienten. 

Der  in  der  Nr.  191  (S.  232)  für  die  Differentialgleichung  vierter 
Ordnung  (AJ  bewiesene  Satz  lenkt  unsere  Aufmerksamkeit  auf  den 
Umstand,  dass  es  auch  lineare  Differentialgleichungen  (A)  geben  kann, 
deren  Integralquotienten  von  x  nicht  algebraisch  abhängen,  und  für 
welche  dennoch  die  Q-esammtheit  der  Stellen  der  unabhängigen  Variabein, 
an  denen  auf  geeigneten  Wegen  fortgesetzt  die  Integralquotienten 
dieselben  Werthe  annehmen  wie  für  x,  einer  algebraischen  Gleichung 
mit  in  x  rationalen  Coefficienten  Genüge  leisten  Das  heisst  mit  an- 
deren Worten:  Wenn  wir  uns  die  lutegralcurve  S  der  Differential- 
gleichung (A)  in  der  Form 

dargestellt  denken,  und  wir  suchen  diejenigen  Werthe  des  Parameters  rc, 
für  welche  derselbe  Curvenpunkt  zum  Voi"scheni  kommt,  wie  für  den 
bestimmten  Werth  x  dieses  Parameters,  so  befriedigen  diese  Werthe 
x^,  x^,  •  X  eine  algebraische  Gleichung  mit  in  x  rationalen  Coeffi- 
cienten. Wir  verweilen  etwas  ausführlicher  bei  der  Betrachtung  dieser 
Art  von  Ditfereutialgleichuugeu ,  um  schon  hier  eine  Vorstellung  von 
der  fundamentalen  Wichtigkeit  derselben  für  unsere  Theorie  gewinnen 
äu  kömien 

Wir  setzen  voraus,  dass  die  betraclitete  Differentialgleichung 

1er  Fuchs'schen  Classe  angehört 

16* 
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Bilden  wir  nach,  dem  Vorgange  von  HeiTn  Fuchs,  unter  a  eine 
unbestimmte  Constante  verstehend,  den  Ausdmck 

(9)  t  =  {a-'X){a  —  Xj){a  —  x^)-'    {pc  — x^_^  =  tp{x,a), 

so  erleiden  wenn  x  irgend  einen  geschlossenen  Umlauf  vollzieht,  die 
X    X     •    •  X        nur  eine  Permutation,  und  da  überdies  diese  Grössen 

1'      3'  V — 1 

von  X  algebraisch  abhängen,  so  ist  t  eine  algebraische  Function  von  x, 
die  bei  allen  Umläufen  ungeändert  bleibt,  d  h.  t  oder  (p{Xf  a)  ist  eine 
rationale  Function  von  x. 

Betrachten  wir  die  x^  als  Functionen  von  x, 

so  können  sieb  die  Ausdi-ücke 

von  den  Grössen 

X,  x^,  x^,  •  -  ■  x^,_^ 

nur  durcb  die  Reihenfolge  unterscheiden,  da  zufolge  der  Deiinitioii 
der  x.f  ajg,  •  x^_^  nur  für  diese  Wertbe  der  unabhängigon  Varmbolii 
derselbe  Punkt  der  Curve  S  zum  Vorscbein  kommen  soUto  wie  füi-  .'/• 
Es  ist  folgücb 

(10)  (p{x,a)  =  (p{x^ya)         (x  =  i,a,     v-i) 

Berechnen  wir  aus  der  Gleichung  (9)  x  als  ]<\mction   von   t,   so 
gehören  zu  einem  willkürlichen  Wei-the  von  t  genau  die  Wei-tlio 

X,  x^,  x^,  ■  •  •  aJ,,_i, 

denn  füi*  einen  von  diesen  Werthen  verschiedenen  Wei-th  x'  Icann  di«' 
Gleichung 

(p(x,  a)  ==  (p{x',  a) 

wegen  der  Unbestimmtheit  von  a  nicht  erfüllt  werden.  Vollzioljt  uIh<j 
t  irgend  einen  geschlossenen  Umdauf  in  seiner  Ebene,  so  beschvuibi  a 
einen  Weg,  der  in  irgend  einem  der  Punkte 

X,  X^j  Xg,  •       %^i 
endet. 

Betrachten  wir  nun   die   Integralquotienten   '>?i,  ■»?<,,    •  •  "yj  __     ihr 
Differentialgleichung  (A)  als  Functionen  von  t. 

Wenn  t  geschlossene  Umläufe  vollzieht,   so  hat  x  Wege  zu  bo- 
schreiben, die  sich  aus  geschlossenen  Umläufen  von  x  und  aus  sokOiüii 
Wegen  zusammensetzen,   längs  denen  fortgesetzt  die  -y}^,  rj^,    ■•■}/_ 
dieselben  Werthe  annehmen  wie  für  x     Bezeichnen  wir  also  diircli  ^ 
die  GiTippe  der  projectiven  Substitutionen,  welche  die  ?/^,  t]^,    ■    tj  _ 
durch  alle  möglieben  Umläufe  von  x  erfalu-en,  so  erleiden  die  Intogml- 
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quotienten  rj^,  ly^,  •  •  •  '»7„_i  bei  einem  geschlossenen  Umlaufe  von  t  nui* 
eine  Substitution  dieser  Gruppe  •&.  XJeberdies  sind  die  y^,  t]^,  •  •  •»?,  _i 
als  Functionen  von  t  betrachtet  überall  bestimmt,  da  dieselben  als 
Functionen  von  x  keine  TJnbestimmtheitsstellen  besitzen  und  t  eine 
rationale  Function  von  x  ist 

Setzen  vsdr  nun  (vergl.  Nr.  179,  S   175,  Grieichimgen  (2),  (3)) 


(11) 


^   ^  / 1 1  " 

^1         [D(ri,',r],',-       <_,)]     ' 


^x=^l%-l 


{x  =  2,  3,        n), 


v?-o  i^J  die  Ableitung  von  ly^  nach  t  bedeutet  und 


IXjli,  %>    ■    <-i)  = 


tW 


(X,  t  =  l,2,     .»-1) 


ZU   nehmen   ist,   so   folgt  aus   der  Gleichung  (12)  der  Nr.  22  (Bd  I, 
S.  60),  dass 

=  l^r-D«;  >h>  •  ■    <_i)  =  1 


J5(9i,  ^Ja.  •••yj  = 


ist. 


«,x  =  l,2,        ») 

Sei  dann 

^    «XI  +  «^ä>]l  +  +  «X«^7.-l 


(X  =  2,3,        ») 


die  einem  Umlaufe  von  t  entsprechende  projective  Substitution  der 
Gruppe  d",  und  bezeichnen  wir  durch  ^^  dasjenige,  was  aus  ))^  wird, 
wenn  t  jenen  Umlauf  vollzieht,  so  ist  offenbar 

wo  M(t)  eine  noch  zu  bestimmende  Function  von  t  bedeutet.  Nun 
ist  aber  zufolge  der  bereits  oben  benutzten  Gleichung  (12)  der  Nr  22 
(Bd  I,  S  60) 

(i,  x  =  l,  2,        »), 

und  da  D(^i,  ^^f  '  ' '  ^n)  ^^^  Werth  bedeutet,  in  welchen  sich 
D(t)|,  Ijg,  •  t)J  dui'ch  den  in  Rede  stehenden  Umlauf  von  t  ver- 
wandelt, also  auch  constant  und  zwar  gleich  Eins  ist,  so  haben  wir 


M(t)^'\/JL-.  (.,x  =  l,2,        «), 


d   h.   die   durch   die  Gleichungen   (11)    definirten   Functionen 
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von  t  erleiden,  wenn  t  einen  geschlossenen  Umlauf  vollzieht, 
eine  nnimodulare,  lineare  homogene  Substitution.  Die  Ge- 
sammtheit  dieser,  allen  möglichen  Umläufen  von  t  entsprechenden  Sub- 
stitutionen bildet  eine  lineare  homogene  nnimodulare  Gruppe  0,  die 
mit  der  projectiven  Gruppe  %•  isomorph  ist. 

Femer  ist  sofort   einzusehen,  dass   die  Functionen   Ij^,  \)„,  •  •    \) 
von  t  keine  Unbestimmtheitsstellen  besitzen  können,  und  iliiruus  folgt 
endlich,  dass  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  «'"'"  Ordnung 

(12)   (- 1)    D(9„^„     ^  =  ^,n  +  ^.(0  ;^^.  +  •  ■  •  +  rsm  =  ^ 

für  welche  \)^,\,'-  ^^  ein  Fnndamentalsystem  darstellt,  eindeutige 
Functionen  von  t  sind,  die  sich  überall  bestimmt  vorhalten,  d.  h.  diese 
Coefficienten  sind  rationale  Functionen  von  t,  und  die  Diffe- 
rentialgleichung (12)  gehört  zur  Fuchs 'sehen  Claase.  Die 
GiTippe  0  ist  dann  im  allgemeinen  die  Monodromiegruppu  der  Dittu- 
rentialgleichung  (12). 

Da  che  Integralquotienten  von  (12)  mit  den  lutegralquotionton 
von  (A)  übereinstimmen,  gehen  diese  beiden  Differoiitiiilgloicluingen 
durch  die  Transformation 

(13)  y=^,     t  =  tp{x,a) 

aus  einander  hervor,  wo  (vergl.  Nr.  181,  S.  189,  Gleichung  (lOi) 

(14)  .=r»-^"^-(|ir"^'"~" 

\axl 
gefunden  wird.  Bemerkenswei-th  ist  der  Umstand,  dass  die  Difit-rontial- 
gleichung  mit  rationalen  Coefficienten  (A)  durch  eine  Transfornuition, 
m  welcher  die  unabhängige  Variable  x  nicht  rational  durcli  die-  nouJ 
unabhängige  Variable  t  darsteUbar  ist,  demioch  in  eine  DifiVrential- 
gleichung  (12)  mit  rationalen  Coefficienten  übergeführt  wird. 

Die  Differentialgleichung  (12)  erfi-eut  sich  nun  eincj-  nhnruus 
wichtigen  Eigenschaft 

Es  giebt  nämlich,  wenn  t  ein  willkürlicher  Worth  der 
unabhängigen  Variabein  ist,  keinen  davon  vorschicdoncMi 
Werth  t^,  für  welchen  derselbe  Punkt  der  Intogralcurve  CS 
zum  Vorschein   kommt,    d  h.  für  den  auf  geeigneten  Wogen 

Ar  : ne h"  ^''?"i^'°''^^^^^    '^.'^.■••^1    clieselben 
vvertüe  annehmen,  wie  für  t 

Werth  annelunen  wie  m  t,  „nd  bedeuten  x,  co^,  .      ..,.       'a;,  vVertlu 
Ton  X,  die  Termöge  der  Gleichung  -' 
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zu  t  gehören,  ebenso  x',  rc^',  x^',  ■  •  a;J_i  die  Werthe  von  x,  die  ver- 
möge derselben  Gleichung  zu  t^  gehören,  so  kann,  wenn  ^^  von  f 
verschieden  ist,  keines  der  ic',  Xj^,  •  •  x[,_^  mit  einem  der  x,  x^,  •  x^,_^ 
übereinstimmen,  weil  q){cCj  a)  eine  rationale,  also  eindeutige  Function 
von  X  ist.  Es  würde  demnach  für  die  2v  Werthe  x\  x'.  •  •  ■  x'  , 
und  X,  X-^,  •  •  •  x^_^  ein  und  derselbe  Punkt  der  Integralcurve  K  zum 
Vorschein  kommen  müssen,  was  der  Definition  von  t  widerstreitet. 

Fassen  wir  also  in  der  Differentialgleichung  (12)  die  un- 
abhängige Variable  t  als  Function  des  Ortes  der  Integral- 
curve S  auf,  so  ist  diese  Function  eine  ctndeutige,  und 
zwar  hat  dieselbe  die  Eigenschaft,  ungeändert  zu  bleiben, 
wenn  die  Integralcurve  durch  eine  GoUineation  der  Gruppe 
■9"  in  sich  selbst  transformirt  wird. 


195.    Algebraisoh  integrirbare  lineare  Differentialgleichungen. 
Satz  von  IFuclis. 

Um  die  in  der  vorhergehenden  Nummer  dargelegten  Verhältnisse 
an  einem  einfachen  Beispiele  zu  erläutern,  denken  wir  ims,  die  Diffe- 
rentialgleichung (A)  habe  algebraische  Integrale. 

Dann  ist  also  zufolge  der  Gleichungen  (13),  (14),  wo  jetzt  A  die 
Wui'zel  aus  einer  rationalen  Function  von  x  bedeutet,  auch  die  Diffe- 
rentialgleichung (12)  algebraisch  integrirbar,  und  die  in  diesem  Falle 
algebraische  Integralcurve  S  wird  in  homogenen  Coordinaten  dar- 
gestellt durch  die  zwischen  den  Integralen  t)^,  tjg,  \)^  bestehenden 
homogenen  Relationen  mit  constanten  Coeffioienten 

äeren  Anzahl  nicht  kleiner  ist  als  n  —  2.  Es  ist  dann  in  (12)  die 
mabhäugige  Variable  t  eine  eindeutige  Function  der  durch  die  Glei- 
chungen 

9X^^%^--    '7«-i)  =  ö         ('=^'''''    •) 

nit  einander  verknüpften  Grössen  i;^,  i^g,  •  ■  ''7„_i,  also  in  unserem 
■f^alle,  wo  diese  Grössen  von  t  algebraisch  abhängen,  eine  rationale 
^'unction  derselben.  Diese  rationale  Function  bleibt  ungeändert,  wenn 
buf  die  7^^,  T/g,  •  '*l,i_i  oiue  Substitution  der  (endlichen)  projectiven 
^fruppe  -9-  ausgeübt  wird,  die  mit  der  Monodromiegruppe  ®  von  (12) 
somorph  ist.  Wir  haben  also  zunächst  den  wichtigen,  im  Wesent- 
ichen  von  Herrn  Fuchs  heiTÜhrenden  Satz: 
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Wenn  eine  lineare  Differentialgleicliuug  (A)  mit  ratio- 
nalen Coefficienten  algebraisch  integrirbar  ist,  so  kann  mau 
von  derselben  durch  die  Transformation 

2/  =  At),  t  =  (p{x), 
■wo  A  die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function,  q)(x)  eine 
rationale  Function  bedeutet,  zu  einer  aequivalenten  Diffe- 
rentialgleichung für  l)  als  Function  von  t  libergehen,  in 
welcher  die  unabhängige  Variable  t  als  rationale  Function 
der  Integralquotienten  darstellbar  ist 

Die  rationale  Function  der  fj^,  "rj.^,  •  Vn—v  welche  gloicli  t  ist, 
braucht  im  allgemeinen  nicht  che  Eigenschaft  zu  haben,  bei  den  jiro- 
jectiven  Substitutionen  der  Gruppe  O"  formal,  d.  h.  ■wenn  mau  die 
Vi>  V2>  ' '  '  V„^i  ais  unabhängige  Variable  auffasst,  ungeändort  bloibuii. 
Man  kann  dieselbe,  indem  man  Zähler  und  Nenner  mit  oinor  geeigiiutL'ii 
Potenz  von  t)j  multiplicirt,  auf  die  Form  bringen 

^^g(^l.t)2  7  9») 

Ä(lJi,  1)2.  V 

■wo  g,  h  ganze  homogene  Functionen  desselben  Grades  der  t)i;  ^J»;      '  l) 
sind     Betrachten   -wir  dann  das  System  von  homogenen  Gleichnngoii 

und  denken  uns  in  demselben  auf  die  1)^,  •  •    t)^  eine  Substitution  der 
Gruppe  @  ausgeübt,  so  muss  dieses  Gleichungssystom  in  ein  iliin  völlig' 
aequivalentes  übergehen,  welches  ebenso  wie  (16)  die  Vi,  >k,  '    •  V 
als  Functionen  von  t  vollständig  defimi-t. 

Wir  wollen  die  linken  Seiten  des  Gleichungssystems  (Hi)  als 
Functionen  der  t)„  tj^,  tj^  betrachten  und  dieselben  als  die  Elomeuto 
eines  Modulsystems  M  im  Sinne  von  Kronocker  auffasRon.  Dir 
Variable  t  spielt  dami  die  Rolle  eines  Parameters,  und  das  M(«liil- 
system  M  oder  das  Gleichungssystem  (16)  ist  von  der  («  — l)t«"  SiulV. 
m  der  durch  die  rj^,  ^^,  ^  bestimmten  (w  -  l)-faclicMi  Maimijr 
faltigkeit  R^_^.  ^ 

Wir  denken  uns  nun  dieses  Modulsystem  31  nach  dem  von 
Kronecker  in  der  „Festschrift  etc"  dargelegten  auf  der  Theorie 
der  Elimination  beruhenden  Verfahren  in  seine  irreductiblen  Theiler 
zerlegt  Diese  Theüer  steUen,  gleich  NuU  gesetzt,  Gebilde  verschiedener 
Stufen  m  der  (w-l)-fachen  Mannigfaltigkeit  B^_^  dar;  die  Irreducti- 
bditat  eines  solchen  Theilers  (n  -  7c)'«  Stufe  giebt  sicli  darin  knnd 
dass  kern  Theil   des  durch  denselben   dargesteUten  Gebildes,   welcher 
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selbst  ein  Gebilde  (n  —  7^)'"  Stufe  ist,  durcb  ein  System  von  alge- 
braischen GUeicbungeu  definii-t  werden  kann. 

Für  uns  kommen  dann  nur  diejenigen  Tbeiler  in  Betracht,  welche 
G-ebilde  (w  —  1)^"  Stufe,  also  Systeme  isolirter  Punkte  darstellen. 

Einer  und  nur  einer  dieser  Theiler  P  verschwindet  identisch,  wenn 
wir  die  l)^,^,  ■  •  -  lj„  durch  die  gleichbezeichneten  Lösungen  der  DifFe- 
rentialgleichimg  (12)  ersetzen.  Wir  können  denselben,  wie  aus  dem 
Kroneck  er 'sehen  Verfahi*eu  für  seine  Herstellung  direct  zu  übei-seheu 
ist,  durch  ein  System  von  höchstens  n  homogenen  ganzen  Functionen 
vom  gleichen  Grade  der  t)^,  1)3,  •  •  •  i)^^  darstellen,  deren  Goefficienten 
den  Parameter  t  nur  lineai*  enthalten.  Diese  n  Functionen  bestimmen, 
gleich  Null  gesetzt,  ein  System  von  Pimkteu  rj^if),  %(f),  ■  ••  rj^^_^(t), 
welches  zufolge  der  IiTeductibilität  des  Theilei*s  P  so  beschaffen  ist, 
dass  kein  Theil  dieses  Punktesystems  durch  em  System  von  algebraischen 
Gleichungen  defimrt  werden  kann 

Wenden  wir  auf  die  t)^,  Ijg,  •  •  Ij^  eine  Substitution  der  Gruppe  ® 
an,  so  verwandelt  sich  der  ii-reductible  Theiler  P  des  Modulsystems  M 
in  einen  offenbar  ebenfalls  irreductiblen  Theiler  P'  desselben  Modul- 
systems, und  die  Elemente  von  P'  verschwinden  ebenfalls  identisch, 
wenn  die  t)^,  tjj;  ■  •  tj^  durch  die  gleichbezeichueten  Lösungen  von  (12) 
ersetzt  werden.  Daraus  folgt,  dass  P'  mit  P  aequivaleut  sein  muss; 
es  können  also  die  Elemente  von  P'  nur  lineare  homogene  Combina- 
tionen  mit  constanten  Goefficienten  von  den  Elementen  von  P  sein. 

Wir  haben  somit  n  homogene  ganze  Functionen  vom  gleichen 
Grade  der  t)^,  ^g,  ■  •  t)^,  die  den  Parameter  t  linear  enthalten  und  die 
in  lineare  homogene  Combinationen  ihrer  selbst  übergehen,  wenn  die 
9i;  ^2'  ■ ' '  9«  ®^^®  Substitution  der  Gruppe  ®  erfahren.  Wir  können 
alsdann  den  Theiler  P  auch  so  darstellen,  dass  nur  in  einer  der  homo- 
genen Functionen  der  Parameter  t  wirklich  aufti*itt,  und  erhalten 
also  schliesslich  ein  Gleichungssystem  von  der  Form 

welches  so  beschaffen  ist,  dass  sich  die  (n-\-l)  ganzen  homo- 
genen Functionen  f\,  f^f  -  fn+x  ^®^  jeder  Substitution  der 
Grruppe  0  in  lineare  homogene  Combinationen  ihrer  selbst 
verwandeln,  und  welches,  nach  den  ?/^,  ti^j  Vn—i  aufgelöst, 
jenau  die  Integralquotienten  der  Differentialgleichung  (12) 
ils  Functionen  von  t  und  nur  diese  ergiebt. 
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Da  die  Anzahl  der  Substitutionen  von  ®  eine  endlich.e  ist,  so  kann 
man  von  den  homogenen  Functionen  /"j,  /"g;  ■  •  •  fn—i  löi^^^  zu  solchen 
übergehen,  die  sich  bei  Anwendung  der  Substitutionen  von  ®  entweder 
gar  nicht  verändern  oder  nur  mit  constanten  Factor en  multipliciren  •, 
wir  nennen  dieselben  die  zur  Gruppe  ®  gehörigen  invarianten 
Formen.  Durch  Quotientenbüdung  ergeben  sich  aus  diesen  invarianten 
Formen  rationale  Functionen  der  "^i,  Va  ' ' '  Vn—it  ^^  ^®^  ^^^  Trans- 
formationen der  projectiven  Gruppe  &  formal  ungeändert  bleiben,  wir 
nennen  diese  invariante  Functionen.  Eine  dieser  rationalen  Func- 
tionen erhält,  wenn  man  darin  die  "»Ji;  '»?3,  •  •  ■  Vn—i  durch  die  gleich- 
bezeichneten Integi-alquotienten  der  Differentialgleichung  (12)  ersetzt, 
den  Werth  t,  die  übrigen  verschwinden  als  Functionen  von  t  identisch. 

Wenn  die  Differentialgleichung  (A)  nicht  algebraisch  integrirbar 
ist,  80  hat  es  seine  Schwierigkeit,  von  der  die  unabhängige  Variable  t 
der  Differentialgleichung  (12)  darstellenden  eindeutigen  Function  der 
Integralquotienten  t^^,  rj^,  •  •  i^^_-y,  die  sich  bei  den  Substitutionen 
der  projectiven  Gruppe  d-  nicht  verändert,  zu  einer  eindeutigen  Func- 
tion der  als  willkürliche  Variable  gedachten  \,  '^z,  •  •  •  Vn~i  ^^^er- 
zugeheu,  die  bei  den  Substitutionen  von  %•  (formal)  ungeändert  bleibt. 
Diepe  Schwierigkeit  fäUt  weg,  wenn  die  Differentialgleichung  (A)  von 
der  zweiten  Ordnung  ist,  und  dieser  Fall  ist  auch  der  einzige,  in 
welchem  bisher  concreto  Ergebnisse  in  der  hier  angedeuteten  Richtung 
erzielt  worden  sind.  Wir  wollen  uns  daher  im  Folgenden  zunächst 
mit  den  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  beschäftigen  und  dann 
nur  an  dem  Beispiele  der  hyperelliptischen  Functionen  die  Schwierig- 
keiten hervorzuheben  suchen,  die  sich  der  Behandlung  von  Differential- 
gleichungen höherer  Ordnung  entgegenstellen. 


196.    DifFerentialgleichungen  zweiter  Ordnung.    UmkelirungBfmioticn 

des  Integralquotienten.     Notli'wendige  Bedingungen  für  die 

Eindeutigkeit  der  UmkelirungBftuaction. 

Der  Ausgangspunkt,  den  wir  für  die  Foimulirung  der  Frage  nach 
Differentialgleichungen  von  der  in  der  letzten  Nummer  betrachteten 
Art  gewählt  hatten,  lässt  sich  für  den  FaU  w  ==  2  nicht  mehr  fest- 
halten, denn  die  Elemente  eines  Fundamentalsystems  einer  linearen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  können  keine  ganze  homogene 
Gleichung  mit  constanten  Coefficienten  befriedigen.  Auch  der  Begriff 
der  Integralcurve  verliert  füi-  n  =  2  im  Wesentlichen  seine  Bedeutung 
(vergl.  Nr.  180,  S.  183),  wir  formuliren  daher  die  Fi-age  direct  dahin: 
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Griebt  es  homogene  lineare  Differentialgleicliungen  zweiter  Ordnung 

der  Fuchs 'sehen  Classe,  für  welche  die  Anzahl  der  Werthe  der  un- 
abhängigen Vaiiablen,  in  denen  auf  geeigneten  Wegen  fortgesetzt  der 
Quotient  rj  der  Elemente  y^,  y^  eines  Fundamentalsystems  denselben 
Werth  annimmt  wie  für  x,  eine  endliche  ist,  und  für  welche  die  Ge- 
aammtheit  dieser  Werthe  einer  algebraischen  Grleichung  mit  in  x  ratio- 
nalen Coefficienten  Genüge  leistet? 

Die  Ergebnisse  der  Nr.  194  (S.  244  ff.)  lehren  uns,  dass,  wenn  die 
Differentialgleichung  (Ag)  die  geforderte  Eigenschaft  besitzt,  stets  eine 
Transformation 

2/  =  AI;,     t  =  <p{x) 

angegeben  werden  kann,  m  welcher  q}(x)  eine  rationale  Function  und 
(vergl.  Gleichung  (14),  Nr.  194,  S.  246) 

--^fpi^"  (dt\    ä 

ist,  und  durch  die  unsere  Differentialgleichung  (Ag)  in  eine  Differential- 
gleichung 

übergeht,  in  welcher  t  eine  eindeutige  Function  des  Quotienten  yi 
zweier  Fundamentalintegrale 

ist.  Wir  können  jetzt  ly  direct  als  eine  unabhängige  Variable  auffassen, 
indem  der  Werthevon-ath  der  Function  'ri{{)  von  t  ein  Continuum  von 
derselben  Dimension  bildet,  wie  das  der  unbeschränkt  veränderlichen 
Grösse  ri,  wir  können  aber  im  Allgemeinen  nicht  ri  als  unbeschränkt 
veränderlich  betrachten,  sondern  müssen,  wenn  wir  t  als  Fimction  von 
ri  studiren,  die  Variabilität  von  i?  eben  auf  jenes  Continuum  einschrän- 
ken, welches  durch  den  Werthevorrath  der  Function  riiß)  von  t  be- 
stimmt wird. 

Im  Sinne  der  für  die  Differentialgleichung  w***  Ordnung  bisher  fest- 
gehaltenen Vorstellungsweise,  vermöge  deren  die  Integrale  y^,  y^,  •  •  y^ 
als  homogene  Punktcoordinaten  einer  complexen  (n  —  l)-fachen  ebenen 
Mannigfaltigkeit  gedeutet  wurden,  müssten  wir  das  Gebiet  von  rj  als 
das  einer  geraden  Linie  ansehen.  Aber  ebenso  wie  es  in  der  Theorie 
der  algebraischen  Functionen  einer  complexen  Variabein  für  tiefer- 
gehende Untersuchungen  zweckmässiger  ist,  eine  algebraische  Gleichung 
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zwischen  zwei  complexen  Veränderliclieu  nicht  als  eine  ebene  Curve 
zu  deuten,  sondern  beide  Variable  als  complexe  Grössen  durch  reelle 
Punkte  einer  Ebene  darzustellen,  so  wird  es  auch  in  unserem  Falle 
vorzuziehen  sein,  den  Bereich  von  ly  als  die  Ebene  einer  complexen 
Variabein,  beziehungsweise  als  einen  Theil  dieser  Ebene  aufzufassen, 
je  nachdem  der  Wei-thevorrath  der  Function  vj^t)  von  t  alle  complexen 
Werthe  oder  nur  ein  beschränktes  Coutinuum  derselben  erftült. 

Denken  wir  uns  nun  jene  eindeutige  Function  von  rj,  welche  die 
unabhängige  Variable  t  darstellt, 

so  ei-scheiut  dieselbe  als  TJmkehrung  der  Function  'r](t).  Die  Ge- 
sammtheit  der  Wei-the  des  Integralquotienten  ij,  die  zu  einem  Werthe 
der  unabhängigen  Variabein  gehören,  geht  aus  einem  dieser  i? -Werthe 
hervor,  indem  man  auf  rj  die  Substitutionen  der  projectivon  Gruppe  9- 
anwendet,  die  mit  der  Monodromiegi-uppe  ®  der  Differentialgleichung 
(STg)  isomorph  ist,  mid  zwar  wissen  wir,  dass  der  identischen  Sub- 
stitution von  9-  nur  die  Substitutionen 

9;,  =  ±t;^        (»«=1,2) 
der  Gruppe  @  entsprechen  können  (Nr   180,  S.  17t)). 

Die  eindeutige  Function  (p(rf)  hat  also  die  Eigenschaft,  dass  sie 
denselben  Weith  annimmt,  wenn  auf  tj  eine  Substitution  der  projec- 
tiven  Gruppe  9  angewandt  wird,  und  dass  auch  umgekehrt,  wenn 

<p{v)  =  fCv) 

ist,  der  Werth  r;  aus  r]  nothwendig  durch  eine  Operation  der  Gruppe  9 
hervorgehen  muss  Wir  wollen  zunächst  einige  nothwendige  Beding- 
ungen dafür  aufzustellen  suchen,  dass  die  Differentialgleichung  (St^)  die 
Eigenschaft  habe,  dass  ihr  Integi-alquotient  'Y}{t)  zu  einer  eindeutigen 
TJmkehrungsfunction  Veranlassung  giebt. 

Sei  t  =  t^  eine  reguläre  Stelle  der  Differentialgleichung  (SI^),  dann 
ist  in  der  Umgebung  dieser  Stelle  das  Fundamentalsystem  tj^,  \.)^  in 
der  Form 

darstellbar,  und  es  können,  da  die  Determinante 

eine  von  Null  verschiedene  Constante  ist,  von  den  vier  Grössenpaaren 
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nicht  beide  Grössen  eines  Paares  gleichzeitig  verschwinden.  Es  ist 
folglich  allemal  eine  lineare  Function  von  rj 

in  der  Form 

darstellbar,  wo  y^  von  NiiU  verschieden  ist,  und  aus  dieser  Grleichiing 
ergiebt  sich,  dass 

sein  muss.  Also  ist  t  in  einer  gewissen  Umgebung  der  durch  die 
GHeichung 

yi}  -\~8 
bestimmten  Stelle  rj  eindeutig. 

Sei  ferner  t  =  a  eine  singulare  Stelle  von  (Slg),  und  seien  i\,  r^ 
die  der  Grösse  ihrer  realen  Theile  nach  geordneten  Wurzeln  der  zu  a 
gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung.    Möge  ferner 

U  =  (t-  «P ^,{t  I a)  +  Az,  log  (J  -  «), 

WO  ^^,  ^2  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  t — a  fortschreitende 
Reihen,  A  eine  Constante  bedeutet,  das  zu  t=a  gehörige  canoniache 
Fundamentalsystem  (Nr  54,  Bd.  I,  S.  193)  darstellen,  welches  mit  tj^,  Ij., 
durch  die  Beziehungen 

verknüpft  ist.  Da  in  der  Differentialgleichung  (91[g)  der  Coefficient  der 
ersten  Ableitung  gleich  Null  ist,  muss 

^•i  +  **3  =  1 
sein,    und    daraus   folgt    zunächst,    dass    die  Differentialgleichung  (Sl^) 
keinen  ausserwesenthch  smguläreu  Punkt  besitzen  kann 

Wenn  die  Differenz  r^  —  r^,  deren  realer  Theil  zufolge  der  Vor- 
aussetzung nicht  negativ  ist,  keine  ganze  Zahl  ist,  so  ist  die  Constante 
A  in  dem  Ausdmcke  für  8^  gleich  Null,  und  beide  Potenzreihen  ^j^,  ^^ 
haben  im  Punkte  t=  a  einen  nicht  verschwindenden  Wei-th  Wir 
haben  folglich 

e  =  -?-  =  (t-  «y^"'"^^  +  ^i^i  - «)  +  ^^2^^  -  ^'r  +    •); 
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wo  dy  von  Null  verschieden  ist,  und 


woselbst 


gesetzt  wurde.     Hieraus  ergiebt  sich  durch  Umkehrung 

1  3 

Da  zufolge  der  Gleichungen  (2) 

ist,  so  verhält  sich  t  in  der  Umgebung  der  durch  die  Gleichung 

(x  +  ßn  ^  Q 
y  -\-Sri 

bestimmten  Stelle  von  rj  dann  und  nur  dann  eindeutig,  wenn 

1 

eine  positive  ganze  Zahl  ist.  D  h  wenn  t  eine  eindeutige  Function 
von  7]  sein  soll,  so  muss  für  einen  singulären  Punkt  a,  wo  die  Diiferenz 
,•  —  r  nicht  ganzzahlig  ist,  der  reciproke  Werth  dieser  Differenz  eine 
ganze  Zahl  sein 

Wenn  r^  —  r^  eine  ganze  Zahl 

r^  —  rg  =  w 

ist,  so  kann  Ä  von  Null  verschieden  sein 

Sei  zunächst  w  =  0,  also 

J_ 

dann  ist  das  Auftreten  von  Logarithmen  unvermeidlich  (Nr.  50,  Bd.  I, 
S   174)  und  da  8^  zum  Exponenten  r^  gehören  soll,  ist 

^>|a)4=0,     X  +  0. 

Wir  erhalten  somit  die  Entwickelung 

i-^  =  d„  +  d^it-a)  +^^(t-af  +  .    .  +  log  (t-a), 

also,  wenn  wir  von  den  Logarithmen  zu  den  Numeris  übergehen, 
1 
/^^=  (^_  a){a,  +  afi-a)  +  ^,(t  -  af  +  -.•},     .,  +  0, 
woraus  sich 
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ergiebt,  wo  5|3   eine  gewöhnliche  Potenzreihe  andeutet.     Nun  ist  aber, 
wenn  ß  von  Null  verschieden  ist, 

ßy  (_J. j3^ 

a  atf  — ßy 

^  +  -5- 


(4)     h 

1 

"~  A 

a  +  ßv 

=  — 

Od 

wir  erhalten 

* 

also 

(5) 

t  — 

a  = 

? 

und  für  /S  = 

0 

«+/*'?! 


(5,.)  *-.  =  $G^ "+'"), 

d.  h.  t  als  Function  von  ?y  in  eindeutiger  Form  dargestellt. 

Wenn  m  >  0  ist,  so  könnte  A  verschwinden;  in  diesem  Falle 
wäre  der  Punkt  t  =  a  em  scheinbar  singulärer  Punkt  (Nr.  Öf), 
Bd  I,  S.  196)  und  wir  erhielten 

Hieraus  kann  sich  für  t  dann  und  nur  dann  eine  eindeutige  Entwicke- 
lung  nach  Potenzen  von  t,  ergeben,  wenn  m=  1  ist-,  dann  wäre  aber 
der  Punkt  a  eine  reguläre  Stelle  der  Differentialgleichung.  Soll  also  t 
eine  eindeutige  Function  von  rj  sein,  so  darf  die  Differeutialgleichuug 
(?(^)  keine  scheinbar  singulare  Stelle  besitzen 

Wenn  fiii-  w  >  0  ^  von  NuU  verschieden  ist,  so  muss,  da  e^  zum 
Exponenten  r^  gehören  soU,  nothwendig 

sein;  es  ist  also 

I  =  (t-a)-^\ö,  +  d^it  _  a)  +  ...)  +  ^log  (t-a),    d^  +  0, 

und  hieraus  kann  sich  offenbar  memals  eine  eindeutige  Entwickelung 
von  t  als  Function  von  g  beziehungsweise  71  ergeben. 

197     Neue  Auffassung  der  scheinbar  singiüären  Stellen. 
Das  FiioliB'sohe  Beispiel. 

Um  das  m  der  vorigen  Nummer  gewonnene  Ergebniss  m  eleganter 
Form  aussprechen  zu  können,  wollen  wir  eine  besondere  Auffassung 
1er  schembaren  singulären  Stellen  Platz  gi-eifen  lassen. 

Weim  t  =  a  eine  Stelle  ist,  in  deren  Umgebung  die  Entwicke- 
ungen  des  canonischen  Pundamentalsystems  keine  Logarithmen  ent- 
lalteii,  so  ist  dieselbe  eine  reguläre  Stelle,  wenn 

0'    —  v    ==  1 
'1        '2 
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ist,  sie  ist  eine  scheinbar  singulare  Stelle,  -wenn 

ist  Wir  sagen  im  letzteren  Falle,  t  =  a  sei  eine  (ni — l)-fache 
scheinbar  singulare  Stelle,  oder  m  t  ==  a  seien  (w?, —  1)  ein- 
fache scheinbar  singulare  Stellen  vereinigt.  Allgeineiu,  wenn  a 
eine  nicht  scheinbar  singulare  Stelle  und 

r^  —  r^  =  X  -j-  tu  —  1 

ist,  wo  A  eine  Zahl  bedeutet,  deren  realer  Theil  nicht  negativ  aber 
kleiner  wie  Eins  ist,  so  sagen  wir,  in  x  =  a  sei  eine  einfache 
singulare  Stelle  mit  m  —  1  scheinbar  singulären  Stellen 
vereinigt. 

Wenn  t  =  a  den  unendlich  fernen  Punkt  bedeutet,  so  bleiben  alle 
vorhin  dui-chgeführteu  Betrachtungen  bestehen,  wenn  man  nur  -^  an 
die  Stelle  von  t  —  a  setzt,  wir  können  also  sagen: 

Damit  sich  aus  der  Differentialgleichung  ($t )  die  un- 
abhängige Variable  t  als  eindeutige  Function  des^  Integral- 
quotienten 7]  ergeben  soll,  ist  nothwendig,  dass  (SQ  keine 
scheinbar  singulären  Punkte  besitzt,  und  dass  die  Diffe- 
renzen der  Wurzeln  der  zu  nicht  logarithmischen  singulären 
Stellen  gehörigen  determinirenden  FundamentnlglGichuntron 
reciproke  ganze  Zahlen  sind. 

_     Diese   nothwendigen    Bedingungen   sind  aber  im   Allgcmeinciii 
nicht  hinreichend,  wie  wir  an  einem  sehi-  lehiTcichen   von    Iforni 
J^uchs  gegebenen  Beispiele  zeigen  wollen 
Sei  die  Differentialgleichung 

(6)  ^y_Ll_dlogBdy_,    i^ 

woselbst  A  eine  Gonstante  bedeutet  und 

Watten"  '"*'  ^''^'^'^'  ^^''^^'  ^^^-w^ndelt  sich  durch   die   Trans- 

in  y-'  ^) 

(7)  ^  =  ^1  ^'        3  H'^       X^\ 

S4r  °"^^™«^'e'-''™«  besitzt,  wie  ™„  .„fort  v.rifici,.,  die 
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G=]/=D, 


1 

/^  dt 

%- 

B 

deren 

Quotienten 

=  e 

Vi 

wir  zu  untersuclien  haben;  a  bedeutet  eme  Integrationsconstante. 

Zunächst  ei'kennen  wir,  dass  die  für  die  eindeutige  TJmkehrbarkeit 
gefundenen  nothwendigeu  Bedingungen  erfüllt  sind.  Die  Wurzeln  der 
zu  t  =  a^  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  sind 
nämlich 

die  Wurzeln   der  zu    ^  ==  oo    gehörigen  detenninirenden  Fundamental- 
gleichung 

r  =  0      r  =  —  1- 

'l  ^)       's  ^1 

Logarithmen  treten  in  der  Umgebung  von  t  =  oo  nicht  auf. 

Bezeichnen  wir  mit  q){^^)  die  durch  Umkehr ung  des  elliiiti  scheu 
Inteffi-ales  erster  Gattung 


•-/, 


df_ 


entstehende  eindeutige  doppeltpenodische  Function  von  u,  mit  ©j,  co^ 
ein  System  von  Fundamentalperioden  derselben,  so  ist  t  als  Function 
des  Integralquotienteu  rj  m  der  Form 

darstellbar  Diese  Function  ist  aber  im  Allgemeinen  nicht  eindeutig, 
Hoiidem  hat  die  Stellen  ly  =  0  und  ly  =  oo  zu  Verzweigungspuukten 
Damit  t  eine  eindeutige  Fuiiction  von  tj  sein  soll,  muss 

sein,  wo  x^,  x^  ganze  Zahlen  bedeuten,  d  h.  es  muss 

CO 

sein.  Während  die  allgemein  als  nothweudig  erkannten  Bedingungen 
sich  in  algebraische  Grleichungen  oder  Ungleichungen  zwischen  den 
in  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  auftretenden  Parametern 
umsetzen  lassen,   ist  die  Bedingung  {9i)  nicht  durch  eine  algebraische, 

S  t'liloa  1  iigQ  r,  IMffüroiitl  iIi(luu'liMinfüii     H  17 
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sondera  durch  eine  transcendente  GHeichung  zwischen  X  und  den 
a^,  ttg,  «g,  a^  dargestellt,  da  ja  bekanntlich  die  Penoden  ca^,  co^  trans- 
cendente Functionen  von  den  a^,  a^,  a^,  a^  sind.  Wir  werden  dainim 
im  Folgenden  die  gefundenen  uothwendigen  Bedingungen  kurz  als  die 
algebraischen,  die  im  allgemeinen  Falle  uns  noch  unbekamiten 
übrigen  als  die  transcendenten  Bedingungen  für  die  eindeutige  TJm- 
kehrbarkeit  des  Integralquotienten  bezeichnen. 

Machen  wir  uns  an  dem  Beispiele  klar,  woi-an  es  liegt,  dass  die 
algebraischen  Bedingungen  allein  nicht  hinreichend  sind. 

Wir  hatten  bemerkt,  dass  die  Punkte  i?  =  0,  iy  =  cxi  Vei-zweigungs- 
punkte  der  Function  t  Ton  vj  sem  könnten,  es  wird  sich  also  darum 
handeln,  die  Bedeutung  dieser  Punkte  zu  ergründen. 

Da  das  Integi-al  ei-ster  Gattung 


J 


t 
*dt 


bei  fi-eier  Beweglichkeit  von  t  in  seiner  Ebene  zwar  alle  endlichen 
complexen  Werthe  annehmen,  aber  niemals  unendlich  gross  wei'den 
kann,  so  wird  die  Function  if]  von  t,  wenn  t  alle  möglichen  Wege  in 
seiner  Ebene  beschreibt,  alle  complexen  Werthe  erreichen  können  mit 
Ausnahme  der  Werthe  Null  und  Unendlich.  Wenn  wir  also  die 
Gesammtheit  der  -jy -Werthe  dai'steUen  wollen,  so  werden  wir  aus  der 
Ebene  der  complexen  Yariabeln  rj  die  Stellen 

7^  =  0,     iy  =  oo 

ausschliessen  müssen;  dadurch  verwandelt  sich  diese  Ebene  in  eine 
Fläche  mit  zwei  Grenzpunkten  JP,  die  erst  durch  einen  diese  Grenz- 
punkte mit  einander  verbindenden  Querschnitt  l  in  eine  einfacli  zu- 
sammenhängende Fläche  F  übergeht. 

Innerhalb  dieser  Fläche  F  ist  unsere  Function  t  von  t] 
eindeutig;  denn  da  die  algebraischen  Bedingungen  eifüUt  sind,  ist  /. 
in  der  Umgebung  jeder  Stelle  von  F  eindeutig,  d.  h.  t  bleibt  ungo- 
ändert,  wenn  tj  einen  unendlich  kleinen  geschlossenen  Weg  beschreibt, 
der  irgend  eine  Stelle  von  F  umgiebt  Nun  lässt  sich  aber  jeder  in 
einer  einfach  zusammenhängenden  Fläche  beschriebene  geschlossene 
Weg  durch  stetige  Deformation  innerhalb  dieser  Fläche  auf  einen 
Punkt  zusammenziehen,  so  dass  also  für  eine  einfach  zusammenhäno-ende 
Fläche  aus  der  Eindeutigkeit  einer  Function  in  der  Umgebung  jeder 
Stelle  ohne  Weiteres  die  Eindeutigkeit  in  der  ganzen  Fläche  folgt 

Dies  gilt  nicht  für  eine  mehrfach  zusammenhängende  Flüche. 
Soll  vielmehr  t  innerhalb  F  eindeutig  sein,  so  müssen  wir  dafür  Sorge 
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tragen,  dass  diese  Function  keine  Wei-thänderung  erfähi-t,  wenn  die 
Variable  i?  den  Querschnitt  l,  der  F  in  eine  einfach  zusammenhängende 
Fläche  F  vei-wandelt,  übei-schreitet.  Dies  wird  dadurch  erreicht,  dass 
wir  X  gemäss  der  GHeichung  (9)  bestimmen 

Beiläufig  gewinnen  wir  den  folgenden  allgemeinen  Satz: 
Die  für  die  eindeutige  Umkehrbarkeit  des  Integral- 
quotienten 71'  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
der  Fuchs'schen  Classe  aufgestellten  nothwendigen  alge- 
braischen Bedingungen  sind  dann  und  nur  dann  hinreichend, 
wenn  das  Gebiet  der  i^-Werthe,  die  durch  analytische  Fort- 
setzung des  Integralquotienten  erreicht  werden  können,  ein 
einfach  zusammenhängendes  ist 

Ist  jenes  Gebiet  ein  mehrfach  zusammenhängendes,  so 
müssen  zu  den  algebraischen  Bedingungen  noch  andere  hinzu- 
treten, welche  bewirken,  dass  die  unabhängige  Variable  der 
Differentialgleichung  auch  dann  keine  Werthänderuug  er- 
leidet, wenn  iq  einen  der  Querschnitte  überschreitet,  durch 
welche  jenes  mehrfach  zusammenhängende  Gebiet  in  ein  ein- 
fach zusammenhängendes  verwandelt  wird. 

198    Bedeutung  der  Unbestimmtheitsstellen  der  TJnukelirangsfünotion 
bei  der  AuilsteUung  der  Mureichenden  Bedingungen  für  die 

Eindeutigkeit. 

In  unserem  Beispiele  sind  die  Stellen  7;  =  0,  7^  =  00  Unbestimmt- 
heitsstellen  der  Function  t  von  1?;  sehen  wir  zu,  auf  welche  Weise 
diese  Unbestimmtheitsstellen  entstehen 

Denken  wir  uns  die  if- Ebene  nach  Ausschluss  der  siugulären 
Punkte  «j,  «2?  %}  ^(4.  unserer  DifFei-entialgleichung  (7)  durch  vier  von 
diesen  Punkten  ausgehende  nach  dem  Unendlichen  hin  gelegte  Quer- 
schnitte /j,  Z^,  /j,  Z^  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  T  ver- 
wandelt und  betrachten  einen  innerhalb  dieser  Fläche  eindeutig  definirten 

Zweig 

1]  =  e 

des  Integralquotienten,  wo  also  das  Integral 


innerhalb  T  ei-streckt  zu  denken  ist  Wir  suchen  die  Substitutionen 
der  projectiven  Gnippe  §■  zu  bestimmen,  die  der  Monodromiegruppe  fc> 
von  (Ji^)  isomorph  ist. 

17" 
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Bezeichnen  wir  das  Integral 

Jyn 

erstreckt  längs  einer  vom  PunMe  a  ausgehenden,  den  Punkt  a^  nm- 
schbessenden  Schleife  (vergl.  Nr.  114,  Bd.  I,  S.  410),  die  den  Quer- 
schnitt /^  im  positiven  Sinne  überschreitet,  durch  «^  für  Jf  =  1,  2,  3,  4, 
so  verwandelt  sich  w,  wenn  t  einen  Weg  beschreibt,  der  den  Quer- 
schnitt l^  im  positiven  Sinne  dui-chkreuzt,  in 

Ci^  —  U, 

und  demnach  ri  in 

(10)  A^=7  (>=  =  l-2.8,4), 


WO 

c  =  e         * 


gesetzt  wTU-de  Die  Substitutionen  (10)  stellen  eine  Baais  der  ])i-o- 
jectiven  Grruppe  d"  dar,  indem  nämlich  zwischen  deuselben,  da  t  ==  no 
kein  Verzweigimgspunkt  der  Function  r]  ist,  die  Beziehung 

besteht,  woraus  sich 

—1—1 ^ 

eiffiebt     Man  kann  dann  z.  B. 

Caj=a^  —  «2;       'Ö3  =  «l~".l 

als  ein  System  von  Fundamentalpenoden  der  elliptisclieii  J<\iiici-ion 

t=  q)(u) 
ansehen,  und  wenn  man 

^1  =  ^1^3     =«  ; 

—  1  — aivojn 

setzt,  so  sind  die  Substitutionen  von  d-  in  einer  der  beiden  Forinon 

darstellbar,  wo  g^,  g^  irgendwelche  ganze  Zahlen  bedeuten. 
Wenn  t=a^  ist,  erhält  77  den  Werth 


e 


d  h.  da,  wie  leicht  zu  erkennen  ist, 
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dt 
gefanden  wird,  den  Werth 


..=./: 


— lia^ 


=  VC^  (x=  1,2,3,4) 


Die    Gresammtlieit    der  Werfche    des    Integralqiiotieuten,    die    den 
Wei-tlieu  t  =  aj^,  a^y  a^,  a^  entsprechen,  ist  demnacli  in  der  Formel 


enthalten;  in  der  Umgebung  derselben  ist  zufolge  der  erfüllten  alge- 
braischen Bedingungen  t  eindeutig.  Wir  sehen  sofort,  dass  diese 
Werthe  diu'ch  die  Wuizelii  der  Grleichtingen 

(11)  ri  =  Tn 

dargestellt  werden.  Auf  der  anderen  Seite  ei'kennen  wir  die  beiden 
Stellen 

ly  =  0,     ^  =  oo 

als  die  Wurzeln  der  GHeichungen 

(12)  ')?  =  )S'i?. 

Die  beiden  Typen  von  Substitutionon  der  Gruppe  ■&,  die  durch 
die  beiden  JPormen  S  und  T  charakterisii-t  werden,  zeigen  also  einen 
wesentlichen  Unterschied,  wir  können  denselben  durch  die  folgende 
Ueberlegung  noch  klarer  hervortreten  lassen. 

Bilden  wir  für  eine  der  Substitutionen  T  die  Substitution  T^,  so 
ist  offenbar 

T'  =  l, 

dagegen  sind  für  eine  der  Substitutionen  8  die   successiven  Potenzen 

S  (v  =  — »,  +oo) 

im  Allgemeinen  sämintKch  von  einander  verschieden.     Sei 
—  2Xi(ß^  to^  +  g^  (üg)  =  ^1  +  ^gi, 

wo  |[Xj,  ^g  reale  G-rössen  bedeuten,  dann  sind  drei  Fälle  zu  unterschei- 
den, je  nachdem  nämlich 

1)  ^1  =  0, 

2)  /t,  >0, 

3)  iL^<Q 
ist     Im  Falle  1)  ist 

I  / 1    /  2    I  y 

und  wenn  ri  irgend  einen  complexen  Werth  bedeutet,  so   nähert  sich 
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fflj.  y  __  _|_  oo  keiner  bestimmten  Grenze.     Dagegen  ist  im  Falle  2) 
lim  S^rj  ==  oo,     lim  S~^r]  =  0, 

»•=+00  r=+co 

und  im  Falle  3) 

lim  S^rj  =  0,      lim  S~^''rj  =  oo, 

für  jeden  endlichen  Werth  von  rj.  Wir  seilen  hiernach,  daas  es  in 
jeder  noch  so  kleinen  Umgebung  der  Stellen  r}  =  0  und  7^  =  00  stets 
Wei-the  giebt,  die  aus  jedem  beliebigen  endlichen  Wertho  von  t]  durch 
Substitutionen  der  Gruppe  %•  heiTorgehen,  d.  h.  die  Function  t  von  rj 
nimmt  m  jeder  Nähe  der  Stellen  -f?  =  0,  vj  =  00  jeden  beliebigen 
Wei-th  beliebig  oft  an. 

Diese  Eigenschaft  charakterisirt  die  Stelleu  >?=0,  'i]  =  r»ü 
als  Uubestimmtheitsstellen  der  Function  t  von  rj 

Wenn  X  der  Gleichung  (9)  gemäss   gewählt   und    durch  co'  eine 
Periode  von  q){ii,)  bezeichnet  wird,  die  mit 

n 

zusammen  ein  System  von  Fundamentalporioden  constituirt,  so  läwst 
sich  der  Ausdi'uck 

—  2 Ai(r/jQjj  4-^20)3) 
in  die  Fonn  setzen 

wo  h^j  \  ganze  Zahlen  bedeuten.  Da,  wie  wir  stillschweigend  voraus- 
gesetzt haben,  die  a^,  a^^  a^,  a^  von  einander  verschieden  sind,  iwt  der 
Quotient  irgend  zweier  Fundamentalperioden  co,  ro'  niemtils  rciü  es 
kann  also  niemals  vorkommen,  dass  der  reale  Theil  von 

vei-schwindet;  d.  h    wenn  A  der  Gleichung  (9)  gemä.ss  bestimmt  wird, 
ist  das  Eintreten  des  Falles  1)  ausgeschlossen.    Wir  können  aber  aiicli 
direct  zeigen,  dass  der  Fall  1)  nicht  eintreten  darf,  wenn  t  eine  ein 
deutige  Function  von  rj  sein  soU. 
In  der  That  sei  also 

87}=.  ^^^rj^ 

wo  (i^  eine  reale  Grösse  bedeutet,  dann  liegen  die  sämmtlichen  Werfche 
die  aus  7]  durch  successive  Anwendung  der  Potenzen  von  S  hervor- 
gehen, auf  dem  mit  dem  Radius  |^|  um  den  Punkt  ^  =  0  als  Mittel- 
punkt beschriebenen  Kreise  K     Nehmen  wir  zunächst  an,  «    sei  kein 
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rationales  Vielfaches  von  jt,   was  ojBfenbar  darauf  hinauskommt,   dass 

■y-  kein  aliquoter  Theil  einer  Periode  der  Function  q)(u)  ist. 

Dann  lässt  sich  bekanntlich  stets   ein  System  von  ganzen  Zahlen 
Wj,  m^  so  wählen,  dass  der  Ausdruck 

sich  von  irgend  einer  vorgeschriebenen  realen  Grrösse  gj  beliebig  wenig 
unterscheidet.    Es  giebt  folglich  in  jeder  Nähe  jeder  beliebigen  Stelle 

der  Kreisperipherie  K  Stellen,  die  aus  tj  durch  eine  Potenz  der  Sub- 
stitution S  hervorgehen,  d.  h.  wenn  t  einen  Werth  der  unabhängigen 
Yariabeln  unserer  Differentialgleichung  bedeutet,  für  welchen  der  "Wei-ih 
rj  des  lutegralqnotieuten  zum  Vorscheine  kommt,  so  giebt  es  in  jeder 
Nähe  einer  jeden  Stelle  der  Kreisperipherie  K  ebenfalls  auf  K  gelegene 
Stellen,  die  diesem  selben  Wei-the  t  der  unabhängigen  Variabelu  zu- 
gehören 

Aber  noch  mehr!     Betrachten  wir  die  Substitutionen  T  unserer 

Gruppe  &.     Wenn  -j-  kein  aliquoter  Theil  einer  Periode  der  Fmiction 

(p(u)  ist,  so  besteht  zwischen  den  Grössen  jt,  Xco^,  /Icd^  keine  homogene 
lineare  Beziehung  mit  ganzzahligen  Coefficienten ;  es  lässt  sich  folglich 
nach  einem  berühmten  Satze  von  Jacob i  ein  System  von  drei  ganzen 
Zahlen  g^^,  g^,  g^  so  finden,  dass  das  Aggregat 

—  2Xi(g^(o^  +  g^a^)  +  2g^7ci 

sich  von  einer  beliebig  vorgeschriebenen  complexen  Grösse  dem 
absoluten  Betrage  nach  beliebig  wenig  unterscheidet.  Es  liegen  folglich 
in  jeder  Nähe  einer  jeden  beliebigen  Stelle  der  17-Ebene  Stellen,  die 
aus  dem  Werthe  t]  dui'ch  Anwendung  einer  der  Substitutionen  T  her- 
vorgehen, d.  h.  bedeutet  t  irgend  einen  Werth  der  unabhängigen 
Variabein  der  Differentialgleichung  (A^),  so  befinden  sich  in  jeder  noch 
so  kleinen  Umgebung  jedes  Punktes  der  ri-lSibene  Stellen,  die  als  Werthe 
des  Integralquotienten  zu  jenem  Wei-the  t  gehören.  Dass  dies  nicht 
möglich  ist,  wenn  t  eine  eindeutige  Function  von  rj  sein  soll,  werden 
wir   sehr  bald  allgemein   erörtern.     Wir  gehen  vorher    noch  auf  den 

Fall  ein,  wo  -"-  ein  aliquoter  Theil  einer  Periode  von  cp(u)  ist. 

Sei  also 

WO  X,  x^,  x^  ganze  Zahlen  bedeuten,  dann  ist  t  auch  keine  eindeutige 


264  XI    Foi-miilirimg  der  UmkehiTpiobleme.    Kapitel  2. 

Function  von  17,  sondern  es  gehören  zu  einem  Wei-the  von  7;  die  x 
verschiedenen  Werthe 

/         log  73  7l(«iß)i  +  «2«'2)\ 

"pyr-^i ~- — )    ^'^•'■''  ''-'^ 

von  tj  welche,  wie  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  bekjinnt 
ist,  von  einem  deraelben,  etwa 

(      log  ii\ 

algebraisch  abhängen.  In  diesem  Falle  kann  demnach  die  Difforential 
gleichung  ("älg)  durch  eine  Transformation  von  der  Form 

wo  ijj  eine  rationale  Fimction,  q  die  Wm-zel  aus  einer  lationalen  Function 
von  t  bedeutet,  m  eine  Diflferentialgleichung  mit  dor  unabhiingigL'u 
Vanabelii  t  übergeführt  werden,  in  welcher  t  eine  üiudeutigo  Function 
des  Integralquotienten  77  ist. 


Drittes  Kapitel. 

199     Eigenschaften  projectiver  Substltrutionen  einer  Varlabeln. 
Canonisohe  Form  und  Eintheüimg  derselben. 

Wir  gellen  min  dazu  über,  die  an  dem  Fuchs 'sehen  Beispiele 
beobachteten  Verhältnisse  allgemein  zni  discutiren  und  beginnen  mit 
einer  etwas  eingehenderen  Untersuchung  der  projectiven  Substitutionen 
einer  Variabein  tj,  die  ja  bei  unserer  Frage  wesentlich  in  Betracht 
kommen. 

Sei  eine  solche  projective  Substitution 

^      yn+s      '^'^ 
vorgelegt,  wo  wir  in  der  Eegel  die  Determiuanto 

annehmen  werden,  so  bemerken  wir  zuvörderst,  dass  durch  dieselbe 
eine  eindeutig  conforme,  d.  h.  in  den  kleinsten  Theüen  ähnliche,  oder, 
wie  man  sich  auch  ausdrückt,  winkelti-eue  Abbildung  der  Ebene  der 
complexen  Variabein  rj  auf  die  Ebene  der  complexen  Vaiiabeln  &  ver- 
mittelt wird,  da  ja  Stj  eine  monogene  Function  von  rj  dai-stellt 

Bei  dieser  conformen  Abbildung  entspricht  jeder  Greraden 
und  jedem  Kreise  der  g-Ebene  eine  G-erade  oder  ein  Kreis  der 
)^-Ebeue  und  umgekehrt. 

In  der  That,  bezeichnen  wir  durch  einen  oberen  Accent  die  con- 
jugirte  Grösse  einer  complexen  Grösse  a,  so  stellt  die  Gleichung 

wo  Ä,  C  reale  Grössen  bedeuten,  einen  Kreis  beziehungsweise,  wenn 
Ä  =  0,  eine  Gerade  in  der  ^-Ebene  dar,  und  zwar  den  allgemeinsten 
Kreis  bez.  die  allgemeinste  Gerade.     Setzen  wii-  hierin 

SO  erhalten  wir  als  entsprechende  Gleichung  in  der  i; -Ebene 
■    rjr}'  (Aaa'  -\-  Bay'  -\-  B'cc'y  ~\-  C'/y') 
\  +  V  {Äaß'  +  Bad'  +  ^'rß'  +  Cyd') 

-f       Aßß'+Bßd'  -{-B'ß'd-{-  Gdd'  =  0, 
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und  diese  stellt  wieder  einen  Ki-eis  dar.     Dass  aucli  ^^mgeke]lrt  jedem 
Kreise  der  i^ -Ebene  ein  Kreis  der  g- Ebene  entspricht,  erhellt  daraus,  dass 

ist. 

Wenn  Ä  =  0  ist,  d.  b.  die  Q-leicbung  (2)  eine  gerade  Linie  dar- 
stellt, so  gebt  der  entsprechende  Ki-eis  (3)  der  i^ -Ebene  durch  den 
Punkt 

$ 

der  dem  g  =  cxi  entspricht,  hindurch  Diese  Bemerkung  leitet  uns 
beiläufig  darauf  hin,  dass  zwischen  der  durch  die  projectivü  Trans- 
formation (1)  der  complexen  öi-össeu  r],  t,  bestimmten  Abbildung  und 
den  sogenannten  Cremona'schen  Transformationen  eine  einfache  Be- 
ziehung besteht. 

Bekanntlich  lässt  sich  eine  C  rem  o  na 'sehe  Transformation  belie- 
biger Ordnung  stets  aus  solchen  Transfoi-mationen  zweiter  Ordnung 
zusammensetzen  (Rosanes,  Crelle's  Journal,  Bd.  73,  S.  101)).  Diu 
Cremoua'sche  Transfonnation  zweiter  Ordnung  zweier  Ebenen  in  ein 
ander  ist  dadurch  charakterisirt,  dass  jeder  Geraden  der  einen  Elioiiu 
ein  Kegelschnitt  der  anderen  entspricht,  der  durch  drei  feste  Punkte 
bindm-chgeht,  oder  mit  anderen  Woi-ten,  den  sämmtlichen  Geraden  der 
einen  Ebene  entsprechen  die  Kegelschnitte  eines  bestimmte]!  Netzes 
der  anderen. 

Daraus  folgt  also  zunächst,  dass  die  zwischen  der  77-  und  ^- Ebene 
statmrte  Beziehung  (1)  eine  Cremoua'sche  Transformation  ist,  denn 
den  Geraden  der  einen  Ebene  entsprechen  Kreise  der  anderen  die 
dui-ch  einen  festen  Punkt  hindurchgehen,  d.  h.  also  Kegelschnitte'  die 
durch  diesen  festen  Punkt  und  die  beiden  imaginären  Kreispunkte' hin- 
durchgehen.    Setzt  man 

^  =  ^1  +  ^3^     ^="^1  +  173*, 
so  kann  ein  solches  Kreisnetz  der  ^-Ebene  durch  Anwendung  einer 
realen  Collineation  ^ 

«i  +  i5i'7i  +  yii7a'     «i+^^i  +  yi7]2 
in  ein  behäbiges  Kegelschnittnetz   transformirt   werden,  es  setzt  sich 
also  jede  Cremoua'sche  Transformation  zweiter    Ordnung   au«   einer 
projecton  Substitution  zwischen  den  complexen  Grössen 

imd  aus  einer  realen  Collineation  zusammen.    Daraus  folgt,  da«s  auch 
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jede  beliebige  Cremona'scKe  Transformation  aus  projectiven  Substitu- 
tionen zwischen  den  complexen  Grrössen  ^^  -\-  t^h  %'\-  %'''  '^^'^^  ^us 
realen  Collineationen  zusammengesetzt  werden  kann 

Wir  werden  in  der  Regel  die  durch  eine  Substitution  von  der 
Form  (1)  verknüpften  complexen  Grossen  %,  iq  nicht  in  zwei  verschie- 
denen, sondern  vielmehr  in  einer  und  derselben  Ebene  zu  deuten  haben; 
es  wird  dann  jeder  Punkt  jy  in  einen  gewissen  anderen  Punkt  l  trans- 
formirt.  Fragen  wir  insbesondere  nach  denjenigen  Punkten  der  ■)?-Ebene, 
die  mit  ihren  transformirten  identisch  sind,  so  haben  wu'  zur  Bestim- 
mung derselben  die  quadratische  Gleichung 

yn   +  (<y  — a)i7  — /3  =  0, 
deren  Wurzeln  wir  als  die  Doppelpunkte  der  projectiven  Substitution 
bezeichnen. 

Dieselben  ergeben  sich  in  der  Form 


—  4 
a         ' 


sie  sind  also  von  einander  verschieden,  weim 

(«-l-^)'H=4 

ist.    In  diesem  Falle  lässt  sich  die  Substitution  (1)  in  die  Form  setzen 

(I)  _^:=ii  =  Z-^^^, 

wir  nennen  dies   die  canonische  Form  der  Substitution  (1),  da  die- 
selbe der  canonischen  Form  der  homogenen  Substitution 

-1  =  %!  +  ?' 2/2; 

^2  =  ßvi  +  ^y^ 


(la) 

entspricht,  wenn  wir 


setzen  Die  Constante  K,  die  wir  den  Multiplicator  der  projectiven 
Substitution  (1)  nennen,  bestimmt  sich  demgomäss  als  der  Quotient 
der  Wurzeln  der  zur  homogenen  Substitution  (la)  gehörigen  Funda- 
mentalgleichung 

8  —  (o       3 

=  0; 
y        a  —  03 

der  Multiplicator  ist  demnach  im  Sinne  der  Nr  121  (Bd  I,  S  439, 
vergl.  Nr  125,  ebenda  S  462)  eine  Invariante  der  Substitution  (1), 
d.  h  er  ändert  sich  nicht,  wenn  man  von  (1)  zu  einer  ähnlichen 
projectiven  Substitution  übergeht. 
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Da  sicli  aus  (I)  durcli  Differentiation 

dl  = -g  dri 


ergiebt,  finden  wir  für  K  überdies  die  zwiefacbe  Darstellung 

Dieser  Miiltiplicator  K  ist   im  Allgemeinen   eine  complexe  Zahl, 
die  wir  in  der  Form  .     . 

dai-stellen  wollen.  Wir  scheiden  dann  nach  dem  Vorgange  von  Herrn 
Klein  die  projectiven  Substitutionen  mit  getrennten  Doppelpunkten  in 
drei  Unterarten,  je  nachdem 

1)  1^1  =  1, 

2)  |XH=1,     ArgJ?=0, 

3)  |XH=1,     Arg^+O 
ist 

Im  FaUe  1)   nennt  man   die  Substitution  (1)   eine   elliptische-, 

ihre  v^°  Potenz  ist  in  der  Form 

^v  —  ^  TTV  r] 


X"    -^ (v  =  -oo,  +») 


darstellbar,  wenn  man 


setzt.     Falls  die  reelle  Grösse 

ArgZ'=  ^-23t 

ist,  wo  g,  h  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  bedeuten,  so  ist 

8^  =  7]     oder     ;S*  =  1, 
man  sagt  dann,  die  elliptische  Substitution  S  sei  eine  periodische. 

Im  Falle  2)  nennt  man  die  Substitution  S  eine  hyperbolische, 
im  Falle  3)  eine  loxodro mische     In  beiden  FäUen  ist 

d.  h,  wenn  |^[  <  1  ist,  so  haben  wir 

(Hm  l^  =  lim  S^rj  =  k, 
lim  g^  =  lim  S"  ri  =  (i , 
v= — 00  r= — CO 

dagegen,  wenn  |Ä"|>  1  ist,  umgekehi-t 

(6)  lim  S^'t]  =  ft;    lim  8^7]  =  l 

I'=-)-co  v= » 
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Die  Doppelpunkte  A,  fi  der  Substitution  8  fallen  zusammen,  wenn 

ist;  in  diesem  Falle  nennt  man  ebenfalls  nach  Herrn  Klein  die  Sub- 
stitution eine  parabolische.  Es  hat  dann  auch  die  zu  der  homogenen 
Substitution  (la)  gehörige  Fundamentalgleichung  eine  doppelte  Wurzel 
und  die  canonische  Form  von  (1)  lautet  demnach  (vergl.  Nr  17,  Bd.  I, 
S   126) 

wo  dm-ch  einfache  Rechnung 

gefunden  wird.     Für 

?„  =-  S'r, 
ergiebt  sich 

woraus 

(8)  lim  iS^^iy  =  A 

r=+oo 

folgt.  Stelleu  wir  dieses  Ergebniss  mit  dem  durch  die  GUeichungen 
(5),  (6)  dargestellten  zusammen,  so  haben  wii-  den  Satz: 

Die  aus  einem  beliebigen  complexen  Werthe  tj  durch  alle 
möglichen  Potenzen  einer  nicht  elliptischen  Substitution 
erzeugte  Punktmenge  besitzt  zwei  durch  die  beiden  Doppel- 
punkte der  angewandten  Substitution  dargestellte  Q-renz- 
stellen,  die  nur  im  Falle  einer  parabolischen  Substitution 
mit  einander  coincidiren. 

Betrachten  wir  dagegen  für  eine  elliptische  Substitution  die  aus 
einem  Werthe  t]  =  rf  erzeugte  Punktmeuge 

so  liegen  diese  sämmtliehen  Pirnkte  auf  dem  durch  die  Gleichung 


TJ-X 
7J  — ^ 

= 

(9) 

dargestellten  Kreise  Wenn  S  eine  periodische  Substitution  ist,  so  ist 
die  Anzahl  dieser  Punkte  eioe  endliche;  wenn  S  nicht  periodisch,  d  h. 
Arg  K  mit  27t  nicht  commensurabel  ist,  so  lassen  sich  nach  Vorschrift 
einer  beliebig  kleinen  positiven  Grösse  s  zwei  ganze  Zahlen  v^,  x^  stets 
so  bestimmen,  dass  sich  das  Aggregat 

2vj  A.Yg  K  -\-  27C^Tt 
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vou  einer   willkürlicli   vorgescliriebenen   realen   Grösse    dem  absoluten 
Betrage  nach  mn  weniger  unterscheidet  wie  e      Die  Punktmenge 

-P=(C)  (^=-"'  +-) 
ist  also  derai-t  beschEiffen,  dass  sich  in  jeder  Nähe  eines  jeden  Punktes 
der  Kreislinie  (9)  Punkte  dieser  Menge  befinden,  d  }i.  es  ist  jedei- 
Punkt  des  Kreises  (9)  eine  Greuzstelle  dieser  Punktmenge,  oder  andei-a 
ausgedrückt,  die  erste  Ableitung  P'  der  Punktmenge  P  (vergl  Nr.  I.'i3, 
S  8)  erfüllt  die  Kreislinie  (9)  vollständig  und  lückenlos. 
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Betrachtet  man  eine  dui-ch  n  unbeschränkt  veränderliclie  i-calo 
Grössen  cc^j  x^,  •  •  x^  bestimmte  Mannigfaltigkeit  von  Punkten,  so 
nennt  man  nach  Herrn  Gt.  Cantor  eine  in  dieser  Mannigfaltigkeit  ent- 
haltene Punktmenge  P  eine  perfecte,  wenn  dieselbe  mit  ihivi-  ersten 
Ableitung  P'  identisch  ist.  Man  nennt  ferner  eine  Punktmenge  M 
eine  zusammenhängende,  wenn  für  je  zwei  Punkte 

dei-selben,   nach  Vorschrift  einer  beliebig  kleinen  positiven  ürösse  £ 
sich  eine  endliche  Anzahl  von  Punkten 

der  Menge  M  so  angeben  läast,  dass  die  Ungleichungen 


2 


(*«"^'-ä;/)H<£       w_o,,,3,     „, 


erfüllt  sind.  Hen-  Cantor  definirt  dann  eine  perfecto  nnd  aisamraci- 
hangende  PnnWmenge  als  ein  Continuuin.  Diese  Definition  ist  ,n 
gewissem  Sinne  enger,  m  anderem  Sinne  wieder  wosentlidi  wcti.r  als 
die  von  uns  in  der  Nr.  133  (S.  9)  benutzte;  ein  Continunm  ,n  do,„ 
daselbst  von  uns  festgelegten  Sinne  bezeichnet  Herr  Cantor  wem,  es 
kern  abgeschlossenes  ist,  als  ein  Semicontinnnin  Die  von  um  be- 
nutzte Definition  des  Continuums  wurde  so  gefasst,  d„.ss  unter  diesolliu 
Z  '"\  .  "'."  ^f^"\  ^«gedehntes  ßebiet  fällt,  wie  dasjenige  ist, 
ridc^t?'"  !^^^  ^/''''^'^te  Punktmenge  ausgesondert  ist,  indem  ja 
gleichzeitig  mit  jedem  Punkte  auch  jeder  Punkt  einer  geWn  ui 
gebimg  dem  Coutauuin  zugehören  musste;  ilieso  Definition  tt  1^- 
unctionenthe^etische  Betrachtungen  von  d^r  A.^,  wie  wir  je  h 
anzusteUen  haben,  aus  dem  Grunde  bequem,  weil  dann   d.,  ZJZ- 
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gebiet  einer  monogenen  Function  von  gewissen  Variabein  als  ein  Con- 
tinnnm  schlechtliin  bezeiclmet  werden  kann,  was  den  gewölinlichen 
Voi-stellungeu  entspricht.  Wir  wollen  darum  eine  perfecte  und  zu- 
sammenhängende Punktmenge  ein  coutinuirliches  Gebilde 
lennen  und  insbesondere  von  continuirlichen  CurveUj  Flüchen 
1.  a.  w    sprechen 

Wenn  eine  Punktmenge  JP  so  beschaffen  ist,  dass  ihre  erste  Ab- 
eitung  P'  ein  continuirliches  Gebilde  vollständig  und  lückenlos  erfüllt, 
10  sagt  man,  die  Punktmenge  sei  auf  diesem  continuirlichen  Gebilde 
iberall  dicht. 

Mit  Benutzung  dieser  Terminologie  können  wir  also  den  Satz 
iissprechen: 

Die  Punktmenge,  welche  aus  einem  complexen  Werthe  rj 
urch  Anwendung  aller  Potenzen  einer  nicht  periodischen 
lliptisohen  Substitution  hervorgeht,  erfüllt  eine  gewisse 
urch  diesen  Werth  rj  hindurchgehende  Kreislinie  überall 
icht. 

Man  kann  diesen  Kreis  durch  eine  einfache  geometiische  Betrach- 
ing  noch  genauer  charakterisiren. 

Man  sagt  bekanntlich  von  zwei  Punkten  t/  und  77,  die  durch  die 
leichung 


0) 


77  = 


—  h'71' —  c 


ari'-\-h    ' 

0  a,  c  reale  Grössen  bedeuten,  mit  einander  verlniüpffc  sind,  sie  lägen 
armenisch  in  Bezug  auf  den  Kreis 

1)  ariri'  +  &i?  +  h'ri'  +  c  =  0, 

ler  auch  (nach  Lord  Kelvin),  sie  seien  Spiegelbilder  von  einander, 
ann  ist  sofoi-t  zu  Übersehen,  dass  die  Doppelpunkte  A,  ft  der  Sub- 
itution  S  in  Bezug  auf  jeden  Ki-eis 

2)  ^^    =r, 


n  —  it. 

)  r  eine  positive  Coustante  bedeutet,  hai-monisch  liegen;  der  Kreis  (9) 
also  jener  Kreis,  der  durch  rj  hindurchgeht  und  dem  Kreisbüschel 
2)  angehört.  HeiT  Klein  nennt  die  Kreise  des  Büschels  (12)  die 
ihncurven  der  eUiptischen  Substitution  8\  unser  Satz  kann  also  wie 
gt  ausgesprochen  werden: 

Die  Punktmenge,  welche  aus  dem  beliebigen  complexen 
erthe  7/  durch  Anwendung  aller  Potenzen  der  nicht  periodi- 
lien  elliptischen  Substitution  8  hervorgeht,  liegt  auf  der 
rch  71  liindurchgelienden  Bahncurve  von  S  überall  dicht. 
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Ehe  wii'  diese  Resultate  auf  das  Studium  des  lutegralquotienteu  i 
einer  linearen  Differentialgleichung  anwenden,  müssen  wir  eine  Vor 
ateUungsweise  einführen ,  die  sich  an  die  von  Herrn  Weierstrass  ii 
seinen  functionentheoretischen  Vorlesungen  gegebene  Auffassung  eiuei 
analytischen  Gebildes  anschliesst. 

Hat  man  eine  Function 

n=m 

der  complexen  Variabein  t  etwa  dadurch  definirt,  dass  ein  Zweig  diese] 
Function  in  der  Umgebung  einer  regulären  Stelle  t=  t^  durch  ein( 
gewöhnliche  Potenzreihe 

(«)  ri  =  SS^{t\t,)  =  tf„  +  d,{t  -  Ü  +  d,(i  -  t,f  +  .    . 

dargestellt  ist,  so  erhält  man  durch  analytische  Fortsetzung  dieser  Reih« 
die  Gesammtheit  aller  derjenigen  Functionselemente,  die  durch  gewöhn 
liehe  Potenzreihen,  fortschreitend  nach  positiven  ganzen  Potenzen  voi 
linearen  Functionen  von  t,  dargestellt  werden  können.  Wenn  in  dei 
Entwickelung  (a)  der  Coefficient  d^  nicht  verschwindet,  so  ist  aucl 
umgekehrt  t  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  iq  —  d^^  entwickelbai 

wenn  wir  von  dieser  Reihe  ausgehen  und  dieselbe  analytisch  fortsetzen 
so  erhalten  wir  die  Gesammtheit  aller  Functionselemente,  die  durcl 
gewöhnliche  Potenzreihen,  fortschreitend  nach  positiven  ganzen  Potenzei 
von  linearen  Functionen  von  ri,  dai-stellbar  sind, 

Beti'achten  wir  die  Gesammtheit  der  zusammengehörigen  Wei-the 
paai-e  {t,  rj),  die  wir  auf  die  eine  oder  auf  die  andere  Weise  er 
halten,  so  bemerken  wir,  dass  diejenigen  Werthepaare 

die  so  beschaffen  sind,  dass  sowohl  f  =  ^^  eine  reguläre  Stelle  dei 
Function  ri  als  auch  ri  =  d^^  eine  reguläre  Stelle  der  Function  t  von  t 
ist,  beide  Male  zum  Vorschein  kommen  Dagegen  kommen  wir  im  All 
gemeinen  bei  der  Fortsetzung  des  Elementes  ^  {t  \  t^  zu  Werthepaarer 
(tj  rj),  die  bei  der  Fortsetzung  des  Elementes  0(17  |^J  nicht  en-eich1 
werden,  und  umgekehrt  bei  Fortsetzung  der  letzteren  Potenzreihe  zi 
Wei-thepaaren,  die  durch  Fortsetzung  von  ^(,^|i„)  nicht  erzielt  "werdei 
können.  Um  diesen!  Uebelstande  aus  dem  Wege  zu  gehen,  kann  mar 
sich  die  beiden  Variabein  rj,  t  durch  eine  dritte  Hülfs variable  dar 
gestellt  denken,  also  etwa 

1?  =  .y„  +  5p^(r), 


iß) 


200    Das  aualTtische  (Gebilde.  273 

indem  man  z  B.  die  PotenzreJie 

ganz  beliebig,  aber  so  wählt,  dass  «^  von  Null  verschieden  ist,  imd  dann 
^j(r)  aus  ^(^ly  dadurch  herleitet,  dass  man  in  5ß(^|y  für  t — t^ 
die  Reihe  '^^{t)  einsetzt.  Hen*  Weierstrass  nennt  dann  das  Reihen- 
paar (/3)  ein  Element  des  analytischen  Q-ebildes  (->?,  t)  und  de- 
finirt  die  Fortsetzung  desselben  in  folgender  Weise 

Sei  Xq  eine  Stelle  des  gemeinsamen  Convergenzbereiches  der  beiden 
Reihen  (J^,  dann  setze  man 

wo  c^  von  Null  verschieden  und  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  für 
hinreichend  kleines  r'  convergent^  aber  sonst  ganz  willkürhch  gewählt 
ist;  dann  verwandelt  sich  das  Reihenpaar  (ß)  m 

und  das  Grebilde  (|3')  coincidirt  m  einer  gewissen  Umgebung  von  x'=0 
mit  dem  ö-ebilde  (/3)  in  einer  gewissen  Umgebung  von  T  =  rQ,  es  kann 
also  (/3')  als  die  Fortsetzung  von  (ß)  betrachtet  werden. 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Verfahrens  erhält  man  eine 
gewisse  Gesammtheit  von  Reihenpaaren,  die  ein  in  sich  abgeschlossenes 
Q-anzes  bilden  in  dem  Sinne,  dass,  wenn  man  die  Gesammtheit  der 
Werthepaare  (#,  vi)  in's  Auge  fasst,  die  durch  diese  Reihenpaare  geliefert 
werden,  diese  Gesammtheit  dieselbe  bleibt,  wie  man  auch  die  Fort- 
setzung machen  und  von  welchem  jener  Reihenpaare  man  auch  aus- 
gegangen sem  mag.  Diese  so  erzielten  Werthepaare  enthalten  sowohl 
die  durch  Fortsetzung  von  ^(^j^  als  auch  die  durch  Fortsetzung  von 
^(jl  1 8^  zu  erreichenden,  man  bezeichnet  die  Gesammtheit  derselben 
als  das  analytische  Gebilde  (ly,  t). 

Denken  wir  uns  etwa  die  vierfache  reale  ebene  Mannigfaltigkeit 
E^,  die  dadurch  bestmimt  wird,  dass  wir  ly,  t  als  unbeschränkt  ver- 
änderliche complexe  Grössen  auffassen,  so  ist  das  analjrtische  Gebilde 
(rij  t)  em  Gebilde  zweiter  Stufe  im  R^.  Projiciren  wir  dasselbe  auf 
die  ^  Ebene,  so  ist  die  Projection  die  Gesammtheit  derjenigen  Stellen  t, 
in  deren  Umgebung  sich  ly  verhält  wie  eine  algebraische  Function, 
projiciren  wir  jenes  Gebilde  auf  die  ?y -Ebene,  so  erhalten  wir  ebenso 
die  Gesammtheit  der  ly-Werthe,  in  deren  Umgebung  sich  t  verhält  wie 
eine  algebraische  Function. 

Die  Punktmenge  (iy,  f),  die  durch  Fortsetzung  des  Elementes  {ß) 
zum  Vorschein  kommt,   besitzt  im  Allgemeinen  (d    h.  wenn  -jy  keine 

BolileBinger,  Differoiitlalglololiuiigeii    II  18 
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algebraisdie  Function  von  t  ist)  noch.  Grenzstellen,  die  nicht  zu  der 
Punktmenge  (^,  t)  gehören,  für  welche  sich,  aber  m  jeder  Nähe  Punkte 
dieser  Punktmenge  befinden,  und  nur,  -wemi  wir  diese  Grenzstellen  der 
Punktmenge,  d.  h  dem  Gebilde  hinzuftlgen  würden,  wäre  dasselbe 
eme  perfecte  Punktmenge  im  R^.  Diese  Grenzstellen  werden  von 
dem  Gebilde  nicht  wirklich  erreicht,  sondern  das  Gebilde 
kommt  ihnen  nur  beliebig  nahe.  Dass  es  nicht  zweckmässig  wäre, 
dieselben  dem  Gebilde  hinzuzufügen,  lehrt  ein  Blick  auf  das  Fuchs 'sehe 
BeispieL 

201.    Grenzstellen,  die  einem  analytisolien  Gebilde  nicht  zuzTizählen 

siad.     Gebilde,   die  nach   einer  Seite   ^in    eindeutig   sind.     Isolirte 

FuTiTrtmengen  und  isolirtwertMge  runotionen. 

lu  der  That  hatten  wir  in  der  Nr.  198  (S.  2'o?i)  gozei^H;  das« 
wenn  t  =  t^  ein  beliebiger  Werth  der  unabhängigen  Vai-iabeln,  r/  =  ö 
einer  der  zugehörigen  Werthe  der  daselbst  betrachteten  Function 

t 

CC 

ri  =  e 

ist  und  7}^  einen  beliebigen  complexen  Werfch  bedeutet,  stet«  oiiu-  der 
Substitutionen  T  angegeben  werden  kann,  fttr  welche 

^^  -  % 
dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  ist  als  eine  beliebig  klein  vorgcachrie- 
bene  positive  Grösse,  sofern  A  nicht  gemäss  der  Gleichung  (9  a),  Nr.  l!)8 
(S.  263)  gewählt  wird.    D.  h.  aber  mit  anderen  Woi-ten,  in  jeclcr  Nülw 
jeder  beliebigen  SteUe  ft,  t^J  des  B^  Hegen  SteUen,  die  dorn  analyi,.- 
schen    Gebüde   {t,  tj)   angehören;    also   ist  jede    SteUe    der   vierf.ichon 
Manmgfaltigkeitiü^  eine  GrenzsteUe  dieses  Gebüdes,  oder  mit  Benutzun<r 
der  oben  eingeführten  Terminologie,  das  Gebilde  {t,  73)  ist  in   der 
ganzen  vierfachen  Mannigfaltigkeit  R^  überall  dicht.    Würde 
man  nun  alle  diese  GrenzsteUen  dem  Gebüde  hinzuzählen,   so  würde 
dasselbe    die   ganze   vierfache   Mannigfaltigkeit  R^   lückenlos   erfüllen 
man   hatte  also  überhaupt  kern  besonderes  Gebüde,   also  auch  kuinJ 
mnctionale  Beziehung  zwischen  7]  und  t. 

.oy.^^^K^%  ^f^^'^'''   Beziehungen,   die   von   den   Analysten   des 
ahtzehnten  Jahrhunderts  eingehender  stadirt  worden  waren,  hatten  sich 
derartige  Yerhaltniase   nicht   gezeigt.     Der  erste,   dem   ei^e   ähnliche  . 
fuW  11"^'   ^'-    ^l  '^'"  beschriebene,  bei   seinen  Untersuchungeu 
aufgefallen  zu  sem  scheint,  war  Abel.    Aus  der  Zeit,  in  welcher  sich 
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Abel  mit  der  Untersucliuiig  der  liyperelliptisclien  und  der  allgemeinen 
AbeFschen  Integrale  beschäftigte,  stammt  ein  Brief  an  Holmboe,  in 
welchem  Abel  schreibt,  er  habe  etwas  Unmögliches  bewiesen.  Man 
geht  wohl  kaiun  fehl,  wenn  man  annimmt,  dass  sich  diese  Bemerkung 
auf  die  Erkenntniss  der  Thatsache  bezieht,  dass  die  Werthe,  welche 
ein  allgemeines  Abel'schea  Integral  oder  auch  ein  elliptisches  Integral 
dritter  Gattung  für  einen  beliebigen  Werth  der  unabhängigen  Yariabein 
X  annimmt,  durch  die  Formel 

dargestellt  werden,  wo  ü  emen  bestimmten  zu  x  gehörigen  Werth 
dieses  Integrals,  m^,m^,m^,  ••  irgendwelche  ganze  Zahlen,  w^,w^,w^,  •  -  • 
Constanten  bedeuten,  deren  Anzahl  grösser  ist  wie  zwei,  und  zwischen 
denen  im  Allgemeinen  keine  homogene  lineare  Relation  mit  ganzzahligen 
Coefficienten  besteht. 

Wie  Jacobi  zuerst  bewiesen  hat,  lassen  sich  nämlich  (vergl. 
Nr.  198,  S.  263)  die  ganzen  Zahlen  m^,  m^,  m^,  •  •  •  stets  so  wählen, 
dass  das  Aggregat 

jedem  complexen  Werthe  beliebig  nahe  kommt;  es  wird  also  in  jeder 
Nähe  jeder  Stelle  (x,  u)  Stellen  geben,  die  dem  durch  das  betrachtete 
Abel'sche  Litegral  bestimmten  analytischen  Gebilde  angehören,  d.  h 
dieses  Gebilde  ist  in  dem  Gebiete  der  beiden  Variabein  (x^  u)  überall 
dicht.  Nimmt  man  nun  keinen  Anstand,  die  sämmtlichen  Greruzstellen 
des  Gebildes  demselben  hinzuzuzählen,  so  ergiebt  sich  wie  oben  die 
Ungereimtheit,  dass  eine  Function  für  jeden  Werth  der  unabhängigen 
Variabehi  jeden  beliebigen  Werth  „anzunehmen"  im  Stande  ist,  wodurch 
ja  der  Charakter  einer  functionalen  Beziehung  vöUig  aufgehoben  er- 
scheint. Ob  Abel  diese  Schwierigkeit  wirklich  gefunden  hat,  entzieht 
sich  unserer  Combination,  jedenfalls  erwähnt  er  dieselbe  m  keiner 
seiner  Abhandlungen.  Bemerkenswei-th  ist,  dass  Jacobi  aus  dem 
erwähnten,  von  ihm  völlig  klar  erkannten  Umstände  nur  den  Schluss 
gezogen  hat,  dass  die  Umkehrungsfunction  eines  Aberschen  Inte- 
grals, wie  er  sich  ausdrückt,  ein  „Absurdum"  sei,  während  doch  der 
selbe  Gedankengang  ihn  hätte  veranlassen  müssen,  die  Function  u 
von  X  selbst  für  unmöglich  zu  erklären.  Auf  die  Consequenzen,  die 
Jacobi  aus  der  von  ihm  entdeckten  Schwierigkeit  gezogen  hat,  kommen 
wir  weiter  unten  zurück. 

Wir  werden  also  dem  analytischen  G-ebüde  (^,  rf)  diejenigen  Grenz- 
stellen,  denen  das  Gebilde  nur  beliebig  nahe  kommt,  ohne  dieselben 
wirklich  zu  erreichen,  im  Allgemeinen  nicht  hinzufügen,  wodm-ch  es 

18* 
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ahev  natürlicli  nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  wir,  je  nachdem  es  sich 
als  zweckmässig  erweist,  bei  der  Untersuchung  specieller  Functionen 
gewisse  Ai-ten  dieser  GrenzsteUen  dem  Existenzbereiche  der  Function 
hinzuzählen 

Betrachten  wir  nun  den  besonderen  Fall,  wo  das  analytische  Ge- 
bilde (t,  Tj)  nach  der  einen  Seite  hin  eindeutig,  d  h.  wo  die  eine 
der  beiden  Variabein,  etwa  t,  eine  allenthalben  eindeutige  Function  der 
anderen  rj  ist.     Sei  7]  ==  d^,  ^  =  ^o  ^^^^  Stelle  des  Gebüdes,  also 


(ß) 


M=  ^o  +  ^iW=*o  +  ^i^+^/+    ••; 

h  =  ^0  +  ^.W  ==  «^0  +  ^,^+^,^'  +  ■  •  , 

WO  ^j,  ^2  gewöhnliche  Potenzreihen  bedeuten,  dann  ist  jedenfalls 

und  die  Entwickelungen  (ß)  stellen  in  einer  gewissen  Umgebung  der 
Stelle  (t^,  dg)  das  ganze  Gebilde  dar,  d.  h  jede  Stelle  des  analytischen 
Gebildes  (t,  rf),  die  in  einer  gewissen  Umgebung  von  (t^,  d^)  liegt,  geht 
aus  den  Entwickelungen  (ß)  hervor,  indem  man  dem  Parameter  r 
Werthe  in  der  Umgebung  von  r  ==  0  beilegt.  Daraus  folgt  nach  be- 
kannten Sätzen  über  Potenzreihen,  dass  sich  eine  endliche  positive 
Grösse  d  so  angeben  lässt,  dass,  wenn  (f^,  r}^)  eine  ebenfalls  dem  Ge- 
bilde (t,  rj)  angehörende  Stelle  bedeutet,  der  absolute  Betrag  der  Diife- 
renz  d„  —  rj^ 

sein  muss. 

Projiciren  wir  das  Gebilde  (t,  rf)  auf  die  Ebene  der  complexen 
Variabein  rj,  so  ist  diese  Protection  die  Geaammtheit  der  Stellen  ri,  in 
deren  Umgebung  sich  die  eindeutige  Function  t  von  rj  wie  eine  ratio- 
nale Function  verhält-,  diese  Gesammtheit  bildet  ein  Coutinuum  JE", 
welches  als  der  Existenzbereich  der  Function  t  von  7}  bezeichnet 
vnrd.  Dieses  Continuimi  E  bedeckt  die  iy -Ebene  oder  einen  zweifach 
ausgedehnten  Theil  derselben  einfach,  es  ist  ein  unabgeschlossenes  imd 
seine  Begi-enzung  wird  von  denjenigen  Stellen  gebildet,  die  Projectionen 
der  dem  Gebüde  {t,  rj)  nicht  angehörenden  GrenzsteUen  desselben  sind. 
Von  diesen  Stellen  weiss  man  nach  den  Untersuchungen  des  Herni 
Weierstrass,  dass  sie  Unbestimmtheitsstellen  (HeiT  Weierstrass 
nennt  sie  wesentlich  singulare  Punkte)  der  Function  t  von  tj  sein 
müssen,  und  dass  die  Function  t  die  Eigenschaft  hat,  in  der  Nähe  einer 
solchen  Stelle  jedem  Wei-the  beliebig  nahe  zu  kommen  (vergl.  eine 
Arbeit  des  Herrn  Picard,  Annales  de  r]6cole  Normale,  2.  Serie,  Bd.  9, 
S.  147).   Dagegen  lässt  sich  um  jede  dem  Existenzbereiche  JE  angehörige 
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Stelle  Öq  ein  Kreis  mit  dem  endliclien  Radius  $  besckreiben,  innerlialb 
dessen  keine  zweite  Stelle  rj^  liegt,  für  welche  die  Function  t  denselben 
Wertb  t^  annimmt,  wie  für  d^. 

Von  einer  PtmMmenge,  die  so  beschaffen  ist,  dass  sich  um  jeden 
Punkt  derselben  eine  endliche  Umgebung  so  abgrenzen  lässt,  dass 
innerhalb  dieser  Umgebung  kein  zweiter  Punkt  jener  Menge  liegt,  sagt 
man  nach  Herrn  Cantor,  sie  sei  isolirt.  Betrachtet  man  also  die 
Punktmenge,  welche  von  der  G-esammtheit  der  ij-Werthe  gebildet  wird, 
für  welche  die  eindeutige  Function  t  denselben  Werth  t^  annimmt,  so 
ist  dieselbe  eine  isolirte,  und  ihre  G-renzstellen  smd  nach  den  vorher- 
gehenden Erörterungen  die  sämmtlichen  Unbestimmtheitsstellen  der 
Function  t  von  rj. 

Wir  ziehen  hieraus  zunächst  die  Folgerung: 

Ein  analytisches  Gebilde  (t,  rj),  welches  in  der  ebenen 
vierfachen  Mannigfaltigkeit  H^  überall  dicht  ist,  kann  nie- 
mals nach  einer  Seite  hin  eindeutig  sein. 

Dies  war  die  Consequenz,  die  Jacob i  aus  der  von  ihm  erkannten 
Eigenschaft  eines  allgemeinen  hyperelliptischeu  beziehungsweise  Abel- 
schen  Integrals,  für  jeden  Werth  der  unabhängigen  Variabein  jedem  be- 
liebigen Wei-the  beliebig  nahe  zu  kommen,  gezogen  hat;  er  schloss  näm- 
lich, dass  ein  solches  Integral  niemals  eindeutig  umkehrbar  sein  köime. 

Wir  können  aber  die  Natur  eines  analytischen  Grebildes  (t,  tf), 
P7elches  nach  einer  Seite  eindeutig  sein  soll,  noch  schärfer  kennzeichnen. 

Denken  wir  uns  nämlich,  das  analytische  G-ebüde  (t,  nq)  sei  zwar 
licht  im  ganzen  M^,  aber  auf  einem  aus  dem  H^  ausgesonderten  con- 
nnuirlichen  dreifach  ausgedehnten  Gebilde  G^  überall  dicht.  Schneiden 
mr  dann  das  Gebilde  durch  eine  Ebene  t  =  t^,  so  sind  die  Schnitt- 
Dunkte  auf  emer  Curve  dieser  Ebene  (nämhch  dem  Schnitt  deraelben 
mt  (Tg)  überall  dicht;  projiciren  wir  die  Gesammtheit  dieser  Schnitt- 
nmkte  auf  die  9^ -Ebene,  so  sind  dieselben  auf  der  Projeotion  jener 
3iirve  überall  dicht  Die  Projectionen  jener  Schnittpunkte  imseres 
jebüdes  {t,  iq)  mit  der  Ebene  t  =  t^  auf  die  »; -Ebene  stellen  aber  die 
j-esammtheit  der  Werthe  dar,  für  welche  die  Function  t  von  v^  den 
Verth  t^  annimmt;  sollte  etwa  t  eine  eindeutige  Function  von  r]  sein, 
0  müsste  diese  Gesammtheit  eine  isolirte  Punktmenge  bilden,  könnte 
Iso  auf  keiner  contmuirlichen  Curve  überall  dicht  sein.  Wir  haben 
Iso  den  Satz: 

Ein  analytisches  Gebilde  (t,  17),  welches  auf  einem  aus 
er  vierfachen  ebenen  Mannigfaltigkeit  JR^  ausgesonderten 
ontinuirlichen  dreifach  ausgedehnten  Gebilde  überall  dicht 
st,  kann  nicht  nach  einer  Seite  hin  eindeutig  sein 
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Wenn  eine  abzahlbare  Punttmenge  niclit  auf  einem  contiuuirliclie] 
Gebilde  überall  dicbt  ist,  so  ist  sie  isolirt.  Wenn  also  das  analjrtiseb. 
Gebilde  (t,  rf)  die  Eigenschaft  hat,  auf  keinem  aus  dem  R^  ausgesou 
derten  continuirhchen  dreifach  ausgedehnten  Gebilde  überall  dicht  zi 
sem,  so  ist  sein  Schnitt  mit  einer  ^  =  ;fg- Ebene  sowohl  wie  mit  eine 
7]  =  ^p-Ebene  eine  isolirte  Punttmenge,  also  ist  in  diesem  Fall 
sowohl  t  als  Function  von  rj,  wie  auch  rj  als  Function  von  t  so  be 
schaffen,  dass  die  Gesammtheit  der  Werthe  dieser  Functionen,  die  zi 
einem  bestimmten  Werthe  der  unabhängigen  Yai-iabeln  gehören,  stet 
eine  isolirte  Punttmenge  bildet.  Wir  sagen  von  einer  solchen  Functioi 
sie  sei  eine  isolirtwerthige.  Das  Gebilde  (rj,  t)  ist  also  in  dem  bt 
trachteten  Falle  nach  beiden  Seiten  hin  isolirtwerthig. 

Offenbai-  gilt  der  Satz: 

Ein  analytisches  Gebilde  (ji,  t),  welches  nach  der  uiiie^ 
Seite  hm  von  endlicher  Vieldeutigkeit  ist,  ist  nach  der  an 
deren  Seite  hin  isolirtwerthig, 

202.    Disoontürairliche  projeotive  Gruppen  einer  Variabeln. 
Begrenzmig  der  Oontimia,  wo  die  Gruppe  eigentlich  discontinuirlio 
ist.     Inflnitesünale  Substitationen. 

Wii-  gehen  jetzt  nach  diesen  Yorbereitimgen  an  das  Studium  (k 
Integralquotienten  rj  unserer  homogenen  linearen  Differoutinlgleichun 
(STJ  (Nr.  196,  S  251),  beziehungsweise  des  durch  denselben  bestimmte 
analytischen  Gebildes  (ij,  t). 

Wenn  t  eine  eindeutige  Function  von  rj  sein  soU,  so  muss  vj  u] 
Function  von  t  isohrtwerthig  sein     Sei 

eine  SteUe  des  durch  den  Integralquotienten  t]  bestimmten  analytiscJio 
Gebüdes,  dann  erhalten  wir  die  Gesammtheit  der  -ly-Werthc  dicj  z 
demselben  Werüie  t^  von  t  gehören,  indem  wir  auf  d\  alle  Hnb.stiti 
üonen  der  abzählbaren  projectiven  Gruppe  &  anwenden.    Damit  also 

E^rch'l^S  "^^'^^  ''^  '  '-'  "^^^  ^^  ^''''''  '  '^^  '^^^^' 

Es   giebt   einen   complexen  Werth   d^,    um    den    sich    oi 

Kreis  mit  endlichem  Radius  d  beschreiben  läsat,   innorhal 

dessen    kein    von   ö^    verschiedener   Punkt    der    Punkimeng 

Grni.  '^'  r  '  r'^  Anwendung  der  Substitutionen  de 
trruppe  ^  hervorgeht. 

Wenn  eine  Gruppe  von  projectiven  Substiiaitionen  einer  Vai-iabel 
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diese  Eigenschaffc  hat,  so  sagen  wir,  sie  sei  innerlialb  der  complexen 
ZaMenebene  discontinuirlicL 

Für  eine  discontinuirliche  Gruppe  lassen  sich  die  folgenden  Eigen- 
schaften nachweisen.  Betrachten  wir  einen  der  ans  d^  durch  die  Sub- 
stitutionen der  Gruppe  hervorgegangenen  Punkte  £^5  sei 

so  entspricht  dem  um  d^  mit  dem  Radius  d  beschriebenen  Ej-eise  k^ 
ein  den  PunM  e^  einschliessender  ebenfalls  kreisförmiger  Bereich  l^  von 
endlichem  Radius,  dessen  Begrenzungspunkte  von  s^  in  endhchen  Ab- 
ständen liegen.  Befände  sich  innerhalb  l^  ein  Punkt  s^  (ausser  s^,  der 
aus  Eq  durch  eine  Substitution  S^  von  &  hervorgeht,  so  müsste  der  Punkt 

innerhalb  des  Kreises  Jc^  liegen;  dieser  Punkt  geht  aber  durch  die 
Substitution 

s-'s,s 

aus  d^  hervor,  und  da  diese  Substitution  auch  der  Gruppe  -O*  angehört, 
so  ist  dies  nicht  möglich.  D.  h.  die  Punktmenge,  welche  aus  d^  durch 
die  Substitutionen  der  discontinuirlichen  Gruppe  ^  hervorgeht,  ist  eine 
isolirte. 

Auf  Grund  des  in  der  Nr.  200  (S.  271)  bewiesenen  Satzes  folgt 
hieraus,  dass  eine  discontinuirliche  Gruppe  keine  nichtperiodische 
elliptische  Substitution  enthalten  könne,  d.  h.: 

Die  in  einer  discontinuirlichen  Gruppe  enthaltenen 
elliptischen  Substitutionen  sind  nothwendig  periodisch 

Eine  isolirte  Punktmenge  ist  stets  abzählbar;  wenn  also,  wie  wir 
voraussetzen  dürfen,  d^  nicht  ein  Doppelpunkt  einer  in  &  enthaltenen 
Substitution  ist,  so  schliessen  wir: 

Eine  discontinuirliche  Gruppe  ist  stets  abzählbar. 

Wenn  e^  aus  Öq  durch  eine  Substitution  der  Gruppe  hervorgeht, 
so  geht  ein  zu  d^  unendlich  benachbarter  Punkt  durch  dieselbe  Sub- 
stitution in  einen  zu  e^  unendlich  benachbarten  Punkt  über.  Also 
haben  auch  alle  Punkte  einer  gewissen  Umgebung  von  d^  die  Eigen- 
schaft, dass  die  aus  einem  derselben  durch  die  Substitutionen  der 
Gruppe  &•  hervorgehende  Punktmenge  eine  isolirte  ist.  Wir  sagen  von 
einem  Punkte  ä^  der  complexen  Zahlenebene,  aus  welchem  durch  die 
Substitutionen  der  discontmuirlichen  Gruppe  &•  eine  isoHrte  Pmiktmenge 
erzeugt  wird,  die  Gruppe  -ö-  sei  im  Punkte  d^  eigentlich  discontinuir- 
lich  Die  Gruppe  ist  dann  auch  für  alle  Punkte  einer  gewissen  Um- 
gebung von  Öq  eigentlich  discontinuirlich;  d.  h  : 


280  XI    Formulming  der  UmkehrprolDlenie    Kapitel  8 

Die  ö-esammtlieit  der  Stellen,  für  welche  eine  discon- 
tinuirliche  Gruppe  eigentlich  discontinuirlich  ist,  besteht  aus 
lauter  innerhalb  dieser  G-esammtheit  gelegenen  Punkten,  sie 
zerfällt  also  in  eine  endliche  oder  unendlich  grosse  Anzahl 
von  Contmuis  (yergl.  Nr.  133,  S.  9) 

Die  Begrenzung  dieser  Continua  wird  von  einer  gewissen  abge- 
schlossenen Punktmenge  P  gebildet,  wir  können  diese  Punktmenge  P 
leicht  schärfer  charakterisiren 

Es  folgt  aus  dem  Begriffe  der  discontinuirHchen  Gmppe,  dass  die- 
selbe keine  infinitesimale  Transformation  enthalten  kann  Unter 
einer  infinitesimalen  Transformation  haben  wir  dabei  eine  Substitution 

zu  verstehen,  in  welcher  die  Grössen 

«-1,    ß,    y,    8-1 

unendlich  klein  sind  Wenden  wir  also  auf  einen  willkürlichen 
Werth  7]  irgend  eine  Substitution  der  discontinuirhchen  Gruppe  an,  so 
wird  der  trausfoi-mirte  Werth  in  endlichem  Abstände  von  rj  liegen, 
sofem  r}  nicht  em  Doppelpunkt  der  angewandten  Substitution  ist. 
Bedeutet  l  einen  Punkt,  der  ein  Doppelpunkt  einer  in  der  Gruppe 
enthaltenen  parabolischen,  hyperbolischen  oder  loxodi-omischen  Sub- 
stitution ist,  so  befinden  sich  nach  dem  Satze  der  Nr.  199  (S  269)  in 
jeder  Nähe  desselben  Stellen,  die  aus  einem  willkürlichen  Wei'the  r] 
durch  Anwendung  von  Potenzen  der  betreffenden  Substitution  hei-vor- 
gehen.  In  der  Nähe  einer  solchen  Stelle  l  ist  also  die  Gruppe  nicht 
eigentlich  discontinuirHch. 

Wir  sagen  allgemein,  die  Gruppe  d'  sei  in  der  Umgebung  einer 
Stelle  fj  uneigentlich  discontinuirlich,  wenn  sich  in  jeder  Nähe 
dieser  Stelle  Punkte  befinden,  die  aus  7}  durch  Substitutionen  der 
Gruppe  hervorgehen 

Aus  den  eben  gemachten  Bemerkungen  ergiebt  sich  also,  dass  die 
Doppelpunkte  der  nicht  eUiptischen  Substitutionen  der  Gnippe  solche 
Stellen  sind,  in  deren  Umgebung  die  Gruppe  uneigentlich  discontinuir- 
lich ist.  Wenn  in  jeder  Nähe  einer  SteUe  a  Stellen  liegen,  in  dereu 
Umgebung  die  Gruppe  uneigentlich  discontinuirlich  ist,  so  ist  die  Gruppe 
auch  in  a  uneigentlich  discontinuirlich.  Es  bildet  folglich  die  Gesammt- 
heit  derjenigen  Stellen,  in  deren  Umgebung  die  Gnippe  uneigentlich 
discontinuirlich  ist,  eine  abgeschlossene  Punktmenge,  und  dies  ist 
eben  jene  Punktmenge  P,  die  die  Begrenzung  der  von  den  Stellen,  wo 
die  Gruppe  eigentlich  discontinuirlich  ist,  erfüllten  Continua  ausmacht. 
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Betrachtet  man  allgemein  eine  Gruppe,  die  keine  infinitesi- 
male Substitution  enthält,  so  kann  diese  Gruppe  nur  dann  in  der 
Umgebung  einer  Stelle  uneigentlich  discontinuirlieh  sein,  wenn  diese 
Stelle  entweder  selbst  Doppelpunkt  einer  nicht  elLptischen  Substitution 
der  Gruppe  ist,  oder  wenn  sich  in  jeder  Nähe  derselben  solche  Doppel- 
punkte befinden  Bezeichnet  man  also  die  Gesammtheit  der  Doppel- 
punkte der  nicht  elliptischen  Substitutionen  einer  solchen  Gruppe  als 
Punktmenge  Q^  bildet  die  erste  Ableitung  Q'  dieser  Punktmenge,  so 
stellt  die  aus  der  Vereinigung  von  Q  und  Q'  hervorgehende  Punkt- 
menge Q  -j-  Q'  die  Gesammtheit  der  Stellen  dar,  m  deren  Umgebung 
die  Gruppe  uneigentlich  discontinuirlieh  ist.  Wenn  diese  abgeschlossene 
Punktmenge  Q  -{-  Q^  die  ganze  complexe  Zahlenebene  überall  dicht 
erfüllt,  so  ist  die  Gruppe  keine  in  dieser  Zahlenebene  discontinuirliche. 
Wenn  die  Gruppe  discontinuirlieh  ist,  so  muss  es,  wie  wir  gezeigt 
haben,  mindestens  ein  Continuum  von  Punkten  geben,  welches  nicht 
der  Punktmenge  Q  -{-  Q'  angehöi-t,  sondeni  von  dieser  Punktmenge 
begrenzt  wird  Die  Punktmenge  Q  -\-  Q'  ist  dann  mit  der  oben  durch 
P  bezeichneten  identisch. 


203.    DifferentialgleicIiimgeD.  zweiter  Ordnung  mit  discontinuirlioher 
Gruppe.     Die  Umkehrangsfonction  des  lutegralquotienten  ist 

isolirtwertliig. 

Betrachten  wir  nun  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
(Stg),  für  welche  die  zum  Integralquotienten  mj  gehörige  projective 
Gruppe  eine  discontinuirKche  ist. 

Wenn  em  Doppelpunkt  einer  Substitution  der  Gruppe  ■9'  zum 
Werthevorrathe  der  Function  tj  von  t  gehört,  so  hat  ein  ^-"PFerth,  für 
welchen  dieser  Doppelpunkt  zum  Vorschem  kommt,  die  Eigenschaft, 
dass  für  denselben  zwei  sonst  von  einander  verschiedene  Zweige  der 
Function  r]  von  t  denselben  Wei-th  annehmen;  ein  solcher  i-Werth 
muss  folglich  eine  Verzweigungsstelle  der  Function  rj,  also  ein  singu- 
lärer  Punkt  der  Differentialgleichung  sein 

Bedeutet  t  ==  a  eine  singulare  Stelle  der  Differentialgleichung,  für 
welche  die  Differenz  der  Wurzeln  der  determmirenden  Fundamental- 
gleichung ^j  —  r^  keine  ganze  Zahl  ist,  so  erleidet  irgend  ein  Zweig 
des  Integralquotienten  rj  (vergL  Nr.  196,  S  253  ff.),  wenn  t  emen  ein- 
fachen'unendlich  kleinen  Umlauf  um  a  vollzieht,  eine  Substitution,  die 
äich  in  der  canonischen  Form: 
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darstellen  lässt  Wenn  j-j  —  r^  real  ist,  so  ist  diese  Sntstitation  eine 
elliptisclie,  also  mnss,  da  die  öriippe  &  discontinuirlich  sein  sollte, 
in  diesem  Falle  r^  —  r^  rational  sein    Aus  der  Form  der  Entwickelung 

(2)  ^-^  =  (^  -  «)''"'■' (^0  +  ^x(^  -«)  +  ••  •) 

ergiett  sich,  dann,  dass  die  Stellen 

t==  a,    7]  =  X 
und  allgemein 

t  =  a,    vj  =  SX, 

wo  ;S'  irgend  eine  Substitution  der  Grappe  d-  bedeutet,  dem  analytischen 
Gebilde  (t,  yj)  angehören. 

Ist  rj  —  r^  complex,  aber  nicht  rein  imaginär,  so  ist  die  Sub- 
stitution (1)  eine  loxodromische.  In  diesem  Falle  erreicht,  wenn  t 
m  a  einrückt,  i]  den  Werth  X,  und  wenn  wir  um  t  =  a  herum  einen 
Bereich  f  von  hinreichend  kleinen  Dimensionen  abgrenzen,  so  entspricht, 
yermöge  der  Entwickelung  (2),  jeder  Stelle  in  einer  gewissen  Um- 
gebung von  r]  =  X  eme  Stelle  t  des  Bereiches  f.     Die  Stelle 

t  =  a,    7]  =  X 
ist  in  diesem  Falle  eine  Grenzstelle  des  Gebildes  {t,  ly),  die  dem  Ge- 
bilde  nicht   angehöi-t,   es  werden   aber   dui'ch   die   Entwickelung  (2), 
wenn  wir  die  Potenz 

in  bestimmter  Weise  fixiren,  wohldefinirte  Stellen  des  Gebildes  in  jeder 
Nähe  der  Stelle  t  =  a,  iq  =  X  gegeben.  In  diesem  Sinne  können  wir 
also  iy  =  A  als  eine  isolirte  singulare  Stelle  der  Function  t  von  rj 
auffassen,  und  diese  Stelle  ist  dann  ein  Verzweigungspunkt  dieser 
Function,  indem  t  in.  der  Umgebung  von  r}  =  X  nach  positiven  ganzen 
Potenzen  von 

(n-xy^  ^ 

entwickelt  werden  kann.    Aehnliches  gut  für  alle  Stellen  tj  =  SX 

Wenn  r^  —  r^  rein  imaginär  ist,  so  ist  die  Substitution  (1)  eine 
hyperbolische.     Setzt  man 

so  ist 

der  Punkt  ?y  =  A  wird  also,  wenn  t  mit  bestimmtem  Ai-gument  in  den 
Punkt  a  einrückt,  nicht  wirklich  erreicht,  sondern,  wenn  wir  t  uiizählig 
viele  Umläufe  um  i  =  a  vollziehen  lassen,   so    dass   rtp  positiv  sehr 
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gross  wird,  so  nähert  sicli  rj  asymptotisch,  der  Stelle  A;  wird  tq)  negativ 
unendlich  gross,  so  nähert  sich  ti  ebenso  der  Stelle  ^.  Den  Punkten 
eines  t=  a  nmgebönden  Bereiches  f  entspricht  m  diesem  Falle  ein 
die  Punkte  iq  ==  X,  ri  =  (i  umgebender  bandförmiger  Streifen,  der  zwar 
diese  Punkte  niemals  erreicht,  dieselben  aber,  sich  ümen  spiralförmig 
annähernd,  umwindet.  Die  Stellen  t=  a,  tj  =  A  und  t  =  af  17  ==  ft- 
sind  auch  hier  G^renzstellen  des  Gebildes  {t,  tj),  die  dem  Gebilde  nicht 
angehören;  die  Entwickelung  (2)  beziehungsweise  (3)  liefert  aber  wohl- 
definirte,  dem  Gebilde  zugehörige  Stellen,  die  an  die  Stellen  t==a,  17  =  A 
und  t==  a,  ^1  =  ^  so  nahe  herangebracht  werden  können,  als  man 
immerhin  will.  Es  werden  die  Stellen  'ri  =  X,  ^  =  jw-  als  Verzweigungs- 
punkte der  Function  t  Ton  ri  gelten  können,  um.  welche  herum  eine 
Portsetzung  dieser  Function  bewirkt  werden  kann.  Aehnlich  für  alle 
Stellen  t=^  a,  ri  =  Sl  und  t  =  a,  7}  =  S[i,  wo  S  eine  Substitution 
von  'S-  bedeutet. 

Sei  nun  r^  —  r^  eine  ganze  Zahl  m  und  mögen  in  der  Umgebung 
von  t=a  Logarithmen  auftreten,  dann  lässt  sich  (vergl.  die  Gleichung 
(4),  Nr.  196,  S.  255)  die  Substitution,  die  ein  Zweig  von  ri  erfährt, 
wenn  t  einen  unendlich  kleiaen  einfachen  Umlauf  um.  t==a  vollzieht, 
in  die  canonische  Form 

setzen,  wo,  wenn  (vergl,  a.  a.  0  )  die  Entwickelung  die  Gestalt 

(6)    ^ff^M  =  ^'  -  ")""'(''''  +  *x(*  -«)  +  •••)  +  log  (t  -  ») 
hat, 

a_ inJAß^ 

^—  ß>       ^~         a8  —  ßy 

gefanden  wird.     Setzt  man 

so  ist  in  hinreichender  Nähe  von  t  =  a 

A{^+ßr})     ^^"^  ()~'"(^;cosm^  +  (y;'sinmg))  +  log^ 

-f-  i[^~"*(^jj"cos  »^93  —  Öq  sin  mcp)  +  93] 

beliebig  wenig  verschieden;  es  entsprechen  folglich,  wenn  die  Zahl  m 
von  Null  verschieden  ist,  allen  Punkten  in  einer  gewissen  Umgebung 
von  rj  =  X  Punkte  einer  gewissen  Umgebung  von  t=a,  und  17  =  A 
ist  auch  wieder  als  ein  Verzweigungspunkt  der  Function  t  von  rj  auf- 
zufassen.   Wenn  dagegen 

r,  —  r^  =  m  =  0 
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ist,  so  ist  fClr  alle  Pirntte  in  einer  gewissen  Umgebung  von  t  =  a  der 

reale  Theil  von 

y  ~\-  St] 

von  dem  Ausdrucke 

^o'  +  log  9 

beliebig  wenig  verschieden,  also  wenn  t  hinreicbend .  nabe  an  a  ge- 
nommen wird,  wesentlicb  negativ,  so  dass  in  diesem  Falle  nicht  allen 
Punkten  einer  gewissen  Umgebung  von  i^  =  X  Stellen  t,  die  in  der 
Umgebung  von  t=  a  liegen,  zugehören.  Die  Entwickelung  (5)  der 
Nr.  196  (S  255)  zeigt,  dass  t  in  der  Nähe  von  vi  =  k  eindeutig  ist, 
und  dass  die  Function  t  von  ly  den  Werth  a  wirklich  erreicht,  wenn 
0^  so  in  den  Punkt  X  einrückt,  dass  der  reale  Theil  des  Ausdruckes 

negativ  unendlich  gross  wird 

Wenn  /3  =  0  ist,  so  tritt  an  die  Stelle  des  Ausdruckes  (6)  der 
Ausdruck 

Ta^v  +  s-n), 

und  an  Stelle  von  (5)  die  Entwickelung  (öa)  der  Nr.  196. 

Allemal  gehören  auch  in  diesem  Falle  die  sämmtlichen  Stollen 
t=  a,  ri  =  Sl 
zu  den  Grrenzstellen  des  analytischen  Gebildes  {t,  rj)^  die  dem  Gebilde 
mcht  angehören;  im  Falle  y^  —  r^  =  0  sind  die  Stellen  vi  =  SX 
Unbestimmtheitsstellen  der  Function  t  von  ??,  ohne  Verzweiguiigs- 
stellen  derselben  zu  sein. 

Wir  erkennen  aus  diesen  Betrachtungen  zuvörderst,  dass  wir  alle 
dem  Gebilde  (t,  rj)  angehörigen  Stellen  erhalten,  wenn  wir  zu  jedem 
regulären,  femer  zu  den  schembar  singulären  und  denjenigen  singiiläron 
Stellen  von  t,  denen  elliptische  Substitutionen  entsprechen,  die  zuge- 
hörigen ij-Wei-the  berechnen.  Jeder  dieser  7^-Wei-the  ist  so  beschaffen, 
dass  m  demselben  die  Gruppe  «■  eigentlich  discontinmrlich  ist,  denn 
keiner  dieser  i^-Werthe  gehöi-t  der  abgeschlossenen  Punktmenge 
P=  Q  +  Q'  an.  Also  ist  die  Punktmenge,  die  von  der  Gesammtheit 
der  >?-Wei-the,  die  zu  einem  ^Werthe  der  bezeichneten  Art  gehören, 
gebildet  wird,  eine  isolirte,  d.  h  97  ist  eine  isolirtwerthige  Function 
von  t  Wir  haben  also  mit  Rücksicht  auf  die  Bemerkungen  der 
Nr.  202  (S.  279)  den  Satz: 

Die  Discontinuität  der  projectiven  Gruppe  &  innerhalb 
der  complexen  Zahlenebene  ist  nothwendig  und  hinreichend 
dafür,  dass  der  Integralquotient  7}  eine  isolirtwerthige  Func- 
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tion  der  unabliängigen  Variabein  t  ist  Der  Wertlievorrath 
dieser  Function,  d.  li.  die  Projection  des  analytischen  Ge- 
bildes (tj  rj)  auf  die  ly-Ebene,  umfasst  eines  oder  mehrere  der 
Continua  von  Stellen,  in  denen  die  Grruppe  &  eigentlich  dis- 
contmuirlich  ist. 

Projiciren  "wir  diejenigen  Q-renzstellen  des  analytischen  Gebildes 
(t,  ri),  die  nicht  dem  Gebilde  angehören,  auf  die  ly -Ebene,  so  gehören 
diese  Projectionen  der  abgeschlossenen  Punktmenge 

an.  In  jeder  Nähe  eines  Punktes  der  Punktmenge  nimmt  nach  den 
Ergebnissen  der  Nr.  199  (S.  269)  die  Function  t  von  ri  jeden  Werth 
beliebig  oft  an,  es  sind  folglich  die  Stellen  von  P  die  Grenz- 
stellen der  isolirten  Punktmenge,  die  von  den  zu  einem 
Punkte  t^  des  Existenzbereiches  der  Function  'q  von  t  (der 
Existenzbereich  ist  nichts  anderes  wie  die  Projection  des  Gebildes 
{t,  7])  auf  die  iJ-Ebene)  gehörigen  ly-Werthen  gebildet  wird,  und 
wir  sehen  also,  dags  diese  Grenzstelleu  unabhängig  sind  von 
der  Wahl  jenes  Werthes  t^  und  dass  sie  nur  von  der  Natur 
der  Gruppe  ^  abhängen. 

Der  Fall,  dass  einzelne  dieser  Grenzstellen,  oder  genauer,  dass 
Stellen  der  Punktmenge  Q,  d  h.  Doppelpunkte  nicht  elliptischer  Sub- 
stitutionen von  &;  Verzweigungspunkte  der  Fuijction  t  von  rj  sind,  kann, 
wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  nur  dann  eintreten,  wenn  die  Function  t 
von  -rj  eine  unendlich  vieldeutige  ist. 

In  der  That  sei  t  als  Function  von  ij  von  endlicher  Viel- 
deutigkeit. 

Wäre  dann  fiü*  eine  singulare  Stelle  ^  =  a  die  Differenz  r^  —  r^ 
der  Wurzeln  der  determmirenden  Fundamentalgleichung  nicht  rational, 
also  complex,  oder  eine  von  Null  verschiedene  ganze  Zahl  und  es  träten 
Logarithmen  auf,  so  würden  sich  schon  durch  wiederholte  Umkreisung 
der  entsprechenden  Stelle  rj  <=  X  unendlich  viele  Zweige  der  Function 
t  von  rj  ergeben.  Wir  haben  also  für  die  endliche  Vieldeutigkeit  der 
Function  t  von  ri  die  nothwendigen  Bedingungen: 

Die  Gruppe  &  muss  discontinuirlich  sein,  und  die  Diffe- 
renzen der  Wurzeln  der  zu  den  singulären  Punkten  gehörigen 
determinirenden  Fundamentalgleichungen  sind  rationale 
Zahlen,  wenn  keine  Logarithmen  auftreten,  und  Null,  wenn 
Logarithmen  vorhanden  sind. 

Wenn  zu  der  singulären  Stelle  t=  a  eine  elliptische  Substitution 
gehöi-t,  und  die  Grösse  r^  —  r^  ist  kein  Stammbruch,  sondern  etwa 
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WO  g,  h  ganze  ZaMen  ohne  gemeinsamen  Theiler  bedeuten,  so  ist  der 
Doppelpunkt  rj  ==  X  ein  Verzweigungspunkt  und  zwar  ein  ^-facher 
algebraischer  Windungspunkt  der  Function  t  von  rj.  Ebenso  ist  dann 
auch  jeder  Punkt  -j^  =  jSA  ein  ^-facher  Windungspunkt  dieser  Function; 
alle  diese  Verzweigungspunkte  gehören  dem  Existenzbereiche  der  Func- 
tion t  an,  und  wenn  diese  Function  Ton  endlicher  Vieldeutigkeit  ist, 
so  sind  dies  die  einzigen  isolirten  Verzweigungsstellen,  die  überhaupt 
möglich  sind 

204.    Die  nmkehrungsfiiiiotion  des  Integralquotienten  ist  eindeutig. 
Existenzbereiota.  dieser  Function. 

Sei  nun  insbesondere  t  eine  eindeutige  Function  von  tj',  dann 
ist  zufolge  der  algebraischen  Bedingungen  (Nr  197,  S.  256)  der  Existenz- 
bereich der  Function  t  in  der  T^-Ebene  frei  von  Verzweigungspunkten; 
jede  Stelle  der  Punktmenge  P  =  Q  -}-  Q'  iai  eine  Unbestimmtheits- 
stelle unserer  Function,  wo  die  Function  in  jeder  Nähe  jeden  Werth 
beliebig  oft  annimmt,  und  umgekehrt  muss  auch  jede  Unbestimmtheits- 
stelle  der  Function  der  Punktmenge  P  angehören 

Betrachten  wir  eine  Stelle  rj  =  rj^,  die  dem  Existenzbereiche  der 
Function  t  angehört,  dann  gehört  rj^  einem  der  Contmua  an,  die  von 
den  Stellen,  in  deren  Nähe  die  Gruppe  &  eigentlich  discontinuirlich 
ist,  gebildet  werden.  Falls  alle  diese  Stellen  ein  einziges  (zusammen- 
hängendes) Continuum  ausmachen,  so  ist  dasselbe  mit  dem  Existenz- 
bereiche der  Function  t  von  rj  identisch.  Sind  dagegen  mehrere  von 
einander  getrennte  Continua  vorhanden,  so  wird  also  das  Continuum  L, 
dem  der  betrachtete  Punkt  rj^  angehört,  von  den  übrigen  Continuis 
durch  einen  Theil  der  Punktmenge  P  getrennt,  der,  da  er  die  Begren- 
zung eines  Flächenstücks  ausmachen  muss,  eine  perfecte  und  zusammen- 
hängende Punktmenge,  im  einfachsten  Falle  eine  geschlossene  continuii-- 
liche  Curve  bildet. 

Auf  dieser  Curve  ist  dann  ein  Theil  der  Punktmenge  Q  überall 
dicht,  und  jeder  Punkt  der  Curve  ist  eine  Unbestimmtheitsstelle  der 
eindeutigen  Function  t  von  ly;  es  ist  folghch  nach  bekannten  functionen- 
theoretischen  Principien  nicht  möglich,  die  Function  t  über  jene  Curve 
hinweg  in  das  benachbarte  Continuum  von  Stellen,  in  denen  die  Gruppe 
&  discontinuirlich  ist,  fortzusetzen;  d.  h.  der  Existenzbereich  der  Func- 
tion t  ist  auf  das  eine  Continuum  L  beschränkt.  Wir  haben  also  den 
wichtigen  Satz: 
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Wenn  in  der  Differentialgleicliung  (STJ  der  Integral- 
quotient  vj  eine  eindeutige  Umkelirung  zulässt,  so  ist  der 
'  Elxistenzbereicb. '"dieser  eindeutigen  Umkelirungsfunction  ein 
Contiuuum  von  Punkten,  in  denen  die  Gruppe  &  eigentlich 
d.iscontinuirlicli  ist,  und  dieses  Continuum  wird  begrenzt 
-von  der  Punktmenge  Q  der  Doppelpunkte  der  nickt  ellipti- 
schen Substitutionen  der  Gruppe  &  und  der  ersten  Ableitung 
^'  dieser  Punktmenge;  jeder  Punkt  dieser  Begrenzung  ist 
eine  Stelle  der  Unbestimmtheit  für  die  TJmkehrungsfunction. 

Wenn  die  Punktmenge  Q  -{-  Q'  keinen  einzigen  Punkt  enthält, 
d.-  h.  wenn  die  discontinuirliche  Gruppe  -&■  der  Differentialgleichung  (9tg) 
aus  lauter  elliptischen  Substitutionen  besteht,  und  es  ist  der  Integral- 
cLuotient  eindeutig  umkehrbar,  so  umfasst  die  Projection  des  Gebildes 
(^t,  7])  auf  die  ly-Ebene  die  ganze  Ebene;  t  als  Function  von  7}  besitzt 
keine  Stelle  der  Unbestimmtheit  und  ist  folglich  eine  rationale 
Fixaction.  Die  Gruppe  &  muss  also  in  diesem  Falle  eine  endliche 
sein,  und  die  Differentialgleichung  (Stg)  ist  algebraisch  integrirbai-. 

In  diesem  Falle  ist  der  Existenzbereich  der  Function  t  von  tj  ein 
einfach  zusammenhängender  Es  giebt  aber,  wie  wir  später  sehen 
■werden,  auch  noch  andere  FäUe,  wo  dieser  Existenzbereich  einfach  zu- 
sammenhängend ist.  Weiss  man,  dass  die  von  den  Punkten  der  Punkt- 
333. enge  P  begrenzten  Continua  von  Punkten,  wo  die  Gruppe  &  eigent- 
lich discontmuirlich  ist,  einfach  zusammenhängende  sind,  so  kann  man 
nach  einer  Bemerkung  der  Nr.  197  (S.  259)  aus  dem  Bestehen  der 
algebraischen  Bedingungen  auf  die  Eindeutigkeit  der  Umkehrungs- 
fiinction  des  Integi-alquotienten  sehliessen.  Hat  man  also  eine  discon- 
■fcinuirliche  Gruppe  von  der  gedachten  Beschaffenheit,  so  fäUt  die  Frage 
nach  einer  eindeutigen  Function  von  rj,  die  bei  den  Substitution  en 
jener  Gruppe  ungeändert  bleibt,  im  wesentlichen  zusammen  mit  der 
IFrage,  ob  sich  eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (Slg) 
a33.geben  lässt,  die  keinen  scheinbar  singulären  Punkt  besitzt  und  für 
"welche  die  gegebene  Gruppe  die  Monodroiniegruppe  eines  Integral- 
quotienten  darstellt.  Diese  Frage  wird  im  folgenden  Abschnitte  ihre 
Ji3rledigung  finden. 

Der  Existenzbereich  der  Function  t  von  tj  kann  aber  auch  ein 
a33.elirfach  zusammenhängender  sein;  in  dem  Puchs'schen  Beispiele 
(^iNr.  197,  S.  256)  ist  er  z.  B  em  zweifach  zusammenhängender.  Wir 
kommen  später  auf  die  hier  nur  berührte  Frage  der  discontüimrüchen 
G{-ruppen  und  auf  die  damit  zusammenhängenden  Umkehrprobleme  aus- 
fülirlich  zurück.  Als  das  wesentliche  Ergebniss  der  bisherigen  Unter- 
siachung   heben   wir   die   Thatsache   hervor,   dass   die  Natur  der  Um- 
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kehrungsfimction  des  Integralquotienten,  sofern  dieselbe  eindeutig  is 
ganz  allein  von  der  Beschaffenlieit  der  projectiven  Gmppe  d-  abliäng 
indem  diese  die  Unbestimmtlieitsstellen  jener  Function  detenmnirt. 

Wenn  t  als  Function  des  Integralquotienten  r]  zwar  nicht  en 
deutig,  aber  von  endlicher  Vieldeutigkeit  ist,  so  gilt,  wie  man  leicl 
übersieht,  auch  der  Satz,  dass  der  Existenzbereich  dieser  Function  m 
einem  der  Continua  zusammenfallen  muss,  die  von  den  Stellen,  w 
die  Gruppe  &  eigentlich  discontinuirlich  ist,  gebildet  werden.  Den 
auch  in  diesem  Falle  ist  jeder  Punkt  der  Punktmenge  P  eine  Stell 
der  Unbestimmtheit  für  die  Function  t,  und  da  keine  Stelle  der  Punk 
menge  Q  ein  Verzweigungspunkt  dieser  Function  sein  kann,  ist  eir 
Fortsetzung  von  t  über  eine  Linie  hinweg,  auf  welcher  die  Punktmen^ 
Q  überall  dicht  ist,  nicht  möglich.  Dagegen  kann  es  sich,  wenn 
eine  unendlich  vielwerthige  Function  von  rj  ist,  ereignen,  dass  d( 
Existenzbereich  dieser  Function  mehrere  durch  Theüe  der  Punktmen^ 
P  von  einander  getrennte  Continua  umfasst;  denn  m  diesem  Falle  kiir 
eine  Fortsetzung  der  Function  t  von  einem  dieser  Continua  in  ei 
anderes  dadurch  ermöglicht  werden,  dass  eine  Stelle  der  Punktmenge  ( 
die  auf  der  gemeinsamen  Begrenzung  zweier  solcher  Continua  lieg 
eine  Verzweigungsstelle  der  Function  t  von  t]  ist  und  dass  jede 
Wei-the  von  rj  in  einer  gewissen  Umgebung  dieser  Stelle,  odei  in  oiiiü 
diese  Stelle  umgebenden  ringföi-migen  Bereiche,  Wei-the  von  t  in  d< 
Umgebung  eines  gewissen  smgulären  Punktes  der  Differentialgleichun 
zugehören. 

Wenn  in  einer  huearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (9( 
die  unabhängige  Variable  t  eine  eindeutige  Function  des  Integra 
quotienten  rj  ist,  so  liefert  diese  Function  unmittelbar  eine  eindeutig 
Function  der  unabhängigen  Variabein  r/,  die  bei  den  Substitution^ 
der  discontinuirlichen  projectiven  Gruppe  -9-  ungeändei-t  bleibt. 

Wesentlich  anders  liegt  es  bei  einer  Differentialgleichung  n*""^  Or^ 
nung,  wo  w  >  2  ist,  wenn  in  derselben  die  unabhängige  Variable  i  ti 
eindeutige  Function  der  Integi-alquotienten  rj^,  rj^,  ■  ■  r}^^__^  orscheu 
da  m  diesem  Falle  der  Bereich  der  Wei-thesysteme,  deren  diese  Integrr 
quotienten  fähig  sind,  kein  Gontinuum  von  derselben  Dimeusion,  w 
die  complexe  (n  —  l)-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  der  unal 
hängigen  Veränderhchen  Vi}'''Vn~v  sondern  nui*  ein  m  dies^ 
Mannigfaltigkeit  enthaltenes  eindimensionalea  continuirliches  Gebil( 
erfüllt  Gleichwohl  lässt  sich  auch  in  diesem  allgemeinen  Falle  e 
Satz  aufstellen,  der  dem  für  w  =  2  in  Bezug  auf  die  Discontiuuit 
der  projectiven  Gruppe  '9'  gefundenen  analog  ist. 


Viertes  Kapitel. 

205.    BiffereiitialgleicL.iiiigen  von  hölierer  als  der  z'weiten.  Ordnimg. 

Disoonttauirliclie    projeotive  Gruppen    in   mehreren  Veränderlichen. 

Beispiel  solcher  Gruppeji  durch  Betrachtung  hyperelllptisoher 

Integrale  erster  Gattung. 

Sei,  wie  in  der  Nr.  194  (S.  264), 

die  vorgelegte  Differentialgleiclrang,  fj^,  iq^,  •  •  '»/„„^  ein  Fnndamental- 
system  von  Integi-alquotienten,  d^  die  zu  demselben  gehörige  projective 
Monodromiegrnppe.     Wir  fassen  auch  hier  das  analytische  Grebilde 

(IT)  ft  ^i;  ^a,  :      n,-i) 

in's  Auge,  welches  dm-ch  die  Functionen  von  t,  die  als  Integralquotienten 
der  DiiferentiaJgleichung  (I)  mit  ?y^,  i^^,  •••  '^],^_-,^  bezeichnet  wurden, 
m  dem  Gebiete  der  n  complexen  Veränderlichen 

definii-t  wird.  Dieses  Gebiet  ist  eine  2 w- fach  ausgedehnte  reale  ebene 
Mannigfaltigkeit  B^  ,  deren  Punkte  durch  die  realen  Theüe  und  Coeffi- 
cienten  von  i  der  complexen  Grössen 

bestimmt  werden 
Eine  Stelle 

wird  dem  Gebilde  (11)  zugezählt,  wenn  sich  ein  Parameter  t  so  an- 
geben lässt,    dass  alle  Werthesysteme    t,  vj^,    •  ■  '»?„_i,    die   durch   die 
Gleichungen 
(III)  t==t,-^^{t),     rj^^d^+^^t)  (.  =  1.2.      «-!). 

wo  ^,  ^j,  •  •  ^„_i  gewöhnliche  Potenzreihen  bedeuten,  füi-  hin- 
reichend kleine  Werthe  von  r  geliefert  werden,  so  beschaffen  sind,  dass 
für  den  Werth  t  der  unabhängigen  Variabein  die  Werthe  Vi7  ' ' '  %—i 
der  Integralquotienten    zum  Vorschein   kommen     Die    Projection    des 
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Gebildes  (11)  auf  die  2(n — l)-facli  ausgedelinte  reale  ebene  Mannig- 
faltigkeit ^3^_2  der  yij^,  ri^,  ■  •  •  V  —1  bestimmt  in  dieser  Mannigfaltig- 
keit ein  continnirlicbes  Gebilde^  welches  der  frülier  betrachteten  com- 
plexen  Integralcurve  (£  analog  ist,  und  ■welches  wir  als  das  lutegral- 
gebilde  (£  bezeichnen  wollen  Die  Punkte  dieses  Integralgebildes 
machen  den  Existenzbereich  der  Function  t  der  Integralquotienteii 

Vi,  •      »yn-i  aus. 

Wenn  diese  Function  t  eine  eindeutige  ist,  d  h.  wenn  jeder  Punkt 
des  Integralgebildea  (5  nur  für  einen  Werth  von  t  zum  Vorschein 
kommt,  so  stellen  die  Gleichungen  (III)  das  ganze  Gebilde  (II)  ni  einer 
gewissen  Umgebung  der  Stelle  (^o;  ^i^  '  *  ^n~i)  ^^^"^  ^-  ^*  wenn  wir 
mit  £  eine  hinreichend  kleine  positive  Grösse  bezeichnen,  so  werden 
alle  Stellen  des  Gebildes  (ü),  für  welche  gleichzeitig 

ist,  unter  den  sich  aus  den  Gleichungen  (III)  für  hinreiclieiul  kleine 
Wei-the  von  t  ergebenden  Wei-thesystemen  von  t,  rj^,  •  ■yj„._i  eiitlialten 
sein.     Oder  mit  anderen  Worten;  wenn 

gesetzt  wird,  so  stellen  die  Gleichungen  (III)  alle  Piinktt!  des  Gel)ildos 
(II)  dar,  für  welche  die  Summe 

x=l 

hinreichend  klein  ist. 

Daraus  schhesaen  wir,  dass,  wenn  (t^,  d^,  ■•  •  d\^_^)  ebenfalls  eine 
Stelle  des  Gebildes  (11)  darstellt  und 

d^  =  d^'  +  *  tf  ^"  (X  =  1, 9,        w  -  1) 

gesetzt  wird,  stets  eine  endliche  positive  Grösse  ö  ho  angegeben  werden 
kann,  dass 

St«;-*;/ +(*;'-*;')>*' 

x=l 

ist,  d  h.  schneiden  wir  das  Gebilde  (11)  durch  die  Ebono  t  =  f  so 
bilden  die  Schnittpunkte  auf  dieser  Ebene  und  folglich  mich  deroii 
Projectionen  auf  die  Mannigfaltigkeit  Ji^^_^  der  (rj  ,  V  )  i''»« 
isolirte  Punktmenge 

Diese  Punktmenge  entsteht  aber  aus  dem  Punkte  {ö  ,d  ,-  •  -  Ö  ) 
des  Integralgebildes  ©  durch  Anwendung  aller  Substitutionen  der  "\n'li- 
jectiven  Gruppe  -9-,  diese  Gruppe  muss  also  die  Eigenschaft  haben,  dass, 
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wenn  (ß^,  d^,  •  •  •  ä^_^  irgend  eine  Stelle  des  Integralgebildes  ®  be- 
deutet, keines  der  Werthesyateme 

die  aus  (d^,  S^,  ^^—i)  ^'^^^  irgend  eine  von  der  identischen  Sub- 
stitution Terschiedene  Substitution  S  der  Gruppe  &  bervorgeben,  einen 
Punkt  darstellt,  der  sieb  innerbalb  einer  gewissen  mit  einem  endlichen 
Radius  d  um  den  Punkt  (S^,  S^,  •  ■  •  ä^_^  beschriebenen  sphärischen 
Umgebung 

2'[«- *»')'  +  (<'-*«")']  ^*' 

befindet. 

Wir  sagen  von  einer  Gruppe  projectiver  Substitutionen  in  (n  —  1) 
Grössen  fi-yj'ri^j-  Vn—v  ^^®  ^^^  ^^  *^®^  Gebiete  der  (n  —  1)  complexen 
Grössen  iq^,  ri^,  •  'J?„_i,  d.  h.  im  -Bs„_3  discontmuirlich,  wenn  es 
einen  Punkt  {ß^,  d^j  •  ■  •  ^„_i)  dieses  Gebietes  giebt,  um  den  sich  eine 
sphärische  Umgebung  von  endlichem  Radius  so  abgrenzen  lässt,  dass 
innerhalb  derselben  kein  Punkt  liegt,  der  aus  (d^,  S^,  •  •  •  ä^_^)  durch 
eine  (von  der  1  verschiedene)  Substitution  der  Gruppe  hervorgeht 
Wie  für  M  =  2  m  der  Nr.  202  (S.  279  ff)  lassen  sich  auch  für  be- 
liebiges n  die  folgenden  Eigenschaften  einer  discontinuirlichen  Gruppe 
nachweisen. 

Die  Punktmenge,  die  aus  (d^,  d^,  •  '5'„_i)  durch  die  Substitu- 
tionen der  Gruppe  hervorgeht,  ist  eine  isolirte. 

Eine  discontinuirliche  Gruppe  ist  abzählbar. 

Die  Gesammtheit  der  Stellen,  an  denen  die  Gruppe  eigentlich 
discontinuirlich  ist,  d.  h.  der  Stellen,  für  welche  die  Punktmenge, 
die  aus  einer  dieser  Stellen  durch  die  Transformationen  der  Gruppe 
hervorgeht,  eine  isolirte  ist,  bildet  ein  oder  mehrere  Contmua  im 
Gebiete  JB„^    _. 

Wir  haben  also  zunächst  den  Satz: 

Wenn  m  einer  linearen  Differentialgleichung  n*"  Ordnung 
die  unabhängige  Variable  t  eine  eindeutige  Function  des  Ortes 
der  Integralcurve  ß  ist,  so  ist  die  projective  Monodromie- 
gruppe  d-  der  Integralquotienten,  bei  deren  Substitutionen 
diese  Function  ungeändert  bleibt,  eine  discontinuirliche 

Wir  heben  ferner  noch  besonders  hervor,  dass  die  Gmppe  -9-  nicht 
nur  für  die  Stellen  des  Integralgebildes  ß,  sondern  für  alle  Punkte 
gewisser  (2n  —  2) -fach  ausgedehnter  Contmua  eigentlich  discontinuir- 
lich sein  muss;  es  könnte  also  auch  eindeutige  Functionen  der  un- 
beschränkt   veränderlichen    complexen    Grössen    r}^,  i^^,  •  •  ■  r]  _^ 

19* 
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geben,  die  bei  den  Substitutionen  von  &•  ungeändert  bleiben,  und  in 
der  That  lassen  sieb  unter  Ajawendung  eines  von  Herrn  Poincar^ 
entdeckten  Princips  für  jede  gegebene  discontinuirlicbe  Gruppe  in  be- 
liebig vielen  complexen  Veränderücben  Functionen  dieser  "Veränder- 
lichen bilden,  die  bei  den  Substitutionen  jener  Gruppe  ungeändert 
bleiben.  Wir  werden  von  diesem  P o in carö 'sehen  Verfahren  an  späterer 
Stelle  (Nr.  307)  ausführlich  zu  handeln  haben. 

Auch  die  Aufstellung  von  discontinuirlichen  projectiven  Gruppen 
hat  seibat  für  w  >  2  keine  erheblichen  Schwierigkeiten;  es  handelt  sich 
aber  dann  darum,  zu  untersuchen,  ob  es  lineare  Differentialgleichungen 
giebt,  für  welche  eine  auf  irgend  eine  Weise  erlangte  projective  dis- 
continuirhche  Gruppe  die  Monodromiegruppe  der  Integralquotienten 
bildet,  und  ftir  welche  die  unabhängige  Yariable  als  eindeutige  Function 
des  Ortes  auf  der  Integralcurve  erscheint 

Die  Untersuchungen  des  folgenden  Abschnittes  werden  zeigen,  dass 
diese  Frage  für  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  einen  wesent- 
hch  anderen  Charakter  hat,  wie  für  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung,  für  welch'  letztere  durch  die  von  Herrn  Poincare  gegebene 
Aufstellung  aller  projectiven  discontinuirlichen  Gruppen  einer  Vanabeln 
und  der  bei  den  Substitutionen  derselben  unveränderlichen  Functionen 
in  der  That  auch  die  Aufgabe,  alle  linearen  Differentialgleichungen  mit 
eindeutig  umkehrbaren  Integralquotienten  aufzufinden,  vollständig  er- 
ledigt ist. 

Eine  Classe  von  discontinuirlichen  Gruppen  in  mehreren  Veränder- 
lichen hat  Jacob i  bei  Gelegenheit  seiner  bereits  erwähnten  Unter- 
suchungen über  die  hypereUiptischen  Integrale  entdeckt;  wir  wollen,  da 
wir  auf  Betrachtungen,  die  sich  auf  jene  Integrale  beziehen,  noch 
wiederholt  zurückzukommen  haben,  kurz  die  von  Jacobi  und  seineu 
Nachfolgern  gegebene  Theorie  skizziren. 

Hat  man  em  hyperelliptisches  Gebilde 


u 


(1)  s  =  y{0~  a^){0  —  a,)(Ä  —  aj    •    (ä^  — «,^+i), 

wo  «Q,  öj,  «2,  •  fl^gp  1  1  "von  einander  verschiedene  complexe  Grössen 
bedeuten,  so  bezeichnet  man  bekanntlich 

als  Integral  erster  Gattung,  wenn  g^^i^)  eine  ganze  rationale  Function 
von  höchstens  (jp  —  1)*^™  Grade  ist.  Legt  man  durch  die  Punkte 
ttg,  ttj,  •  •  •  ßgo+i  *^®  Querschnitte  ^^ü'  h>  '  ' '  h  +i  ^^^^  ^^™-  unendlich 
fernen  Punkte  hin  und  bezeichnet  den  Wei-Üi  von  u  ,  der  in  einem 
Punkte  e  erzielt  wird,  wenn  man  mit  einem  bestunmten  Werthe  von  s 
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und  von  einer  gewissen  unteren  Q-renze  0^  ausgehend,  auf  einem  in  der 
zersclinittenen  Ebene  T  verlaufenden  Wege  nacli  0  iiin  integrirfc,  durch. 
%(0),  so  ergiebt  sich  der  allgemeinste  Werth,   dessen  die  Function  u 
im  Punkte  0  fähig  ist,  in  folgender  Weise. 

Bedeute  cc^^  den  Werth  des  Integrales  u^,  wenn  dasselbe  über  eine 
vom  Punkte  0^  ausgebende,  den  Punkt  a^  umschlingende  Schleife  er- 
streckt wird,  für  A  ==  0, 1,  2,  ■  •  •  22?  +  1 ,  dann  ist  zunächst,  da  £f  =  c» 
kein  singulärer  Punkt  ist, 

«xo  — ^i  +  «.3-'-    -«..3;,+i  =  0. 
Jeder  Wei-th,  dessen  die  Function  u^  im  Punkte  0  fähig  ist,  ist  dann 
in  einer  der  beiden  Formen 

enthalten,  wo  »i^,  m^,  •  •  m^^  irgend  welche  positive  oder  negative 
ganze  Zahlen  bedeuten,  die  nur  von  der  Beschaifenheit  des  Weges  ab- 
hängen, längs  dessen  die  Integration  von  0^  ausgehend  ausgeführt 
wurde,  und  die  Werthe  von  m^,  die  im  Punkte  0  zum  Vorschein 
kommen  auf  Wegen,  für  welche  die  Quadratwurzel  s  auch  ihr  Zeichen 
beibehält,  sind  durch  die  erste  dieser  beiden  Formeln  gegeben.  Die 
Differenzen 

heissen  die  zu  dem  Integrale  u^  gehörigen  Periodicitätsmoduln. 

Wählen  wir  die  ganze  Function  g^(0)  auf  p  verschiedene  Arten 
so,  dass  zwischen  den  diesen  Wahlen 

entsprechenden  Integralen 


(>'  =  l,2,        p) 


keine  lineare  Relation  mit  constanten  Coefficienten  stattfindet,  so  lässt 
sich  jedes  zu  dem  Gebilde  (1)  gehörige  Integi-al  erster  Gattung  in  der 
Form 

darstellen,  wo  die  c„,  c^,  •  •    c    Constanten  bedeuten. 

Die  Aenderuugen,  die  das  Functionssystem  m^,  ü^,  ü  bei  allen 
möglichen  geschlossenen  Umläufen  der  unabhängigen  Variabeki  0  er- 
fährt, werden  dann  durch  die  Substitutionen  einer  projectiven  Grruppe 
ö-^  in  jp  Variabein  bestimmt,  für  welche  die  2j[)  +  ^  Substitutionen 
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^  ^  l(a,„  —  M„      «oo  —  ^,      •  •  •  a^o  —  ^) 

und  deren  inTerse  eine  Basis  darstellen. 

Betrachtet  man  statt  der  sämmtlichen  p  Functionen  u^,  u^,  -  ■  u^ 
deren  nur  C[<ip,  etwa  u^,  u^,  •  m^,  so  erfahren  diese  bei  allen  mög- 
lichen Umläufen  Yon  0  ebenfalls  die  Substitutionen  einer  projectiven 
Grruppe  Cr   in  q  Variabein,  für  welche  öie  2p  -\-  1  Substitutionen 

(«10  —  "i'      '^ao  —  ^2^      •  •  •  %ü  —  %) 

und  ihi*e  inversen  eine  Basis  bilden.  Diese  Gruppe  ist  nun,  wenn  2<JJ 
ist,  niemals  discontinuirlich,  d  h.  es  giebt  keine  Stelle  (m^,  u^,  •••  u) 
im  Bereiche  der  2g^-fach  ausgedehnten  ebenen  realen  Mannigfaltigkeit 
JRg  ,  für  welche  die  Grruppe  G  eigentlich  discontinuirlich  wäre.  Dies 
ergiebt  sich  aus  dem  folgenden  von  Jacobi  herrührenden  Satze: 

Es  lassen  sich  nach  Yorschrift  von  q  willkürlichön  com- 
plexen  Grössen  r^,  ^"aJ  * "  '  ^o  ^^^  einer  positiven  Grösse  d  von 
beliebiger  Kleinheit  stets  2jp  ganze  Zahlen  m^,  m^,  •  m^  so 
finden,  dass 


2 


^h^.i  —  ''^ 


<<y  {x  =  l,2,        2), 


falls  zwischen  den  Ä^^  nicht  gewisse  Beziehungen  mit  ganz- 
zahligen Coefficienten  bestehen  und  q  kleiner  ist  wie  j) 

Hiemach  ist  nämlich  das  durch  die  q<.p  Functionen  w^,  w^,  •      u 
bestimmte  analytische  Gebilde  in  dem  ganzen  2(2  -(-  l)-fach  ausgedehnten 
Gebiete  der  u^^,  u^,  ■  ■  •  u  .  t  überall  dicht,   und  das  Functionssystem 
Mj,  Mg,  •  •  •  w^  kommt  für  jeden  beliebigen  Werth  von  t  jedem  Punkte 
der  2g'-fach  ausgedehnten  ebenen  Mannigfaltigkeit  R^^    beliebig  nahe. 

Dagegen  ist  die  Gruppe  G^  discontinuirlich,  und  zwar  ist  sie  für 
jeden  endlichen  Punkt  (m^,  m^,  ■  u^)  der  2j9-fach  ausgedehnten  realen 
ebenen  Mannigfaltigkeit  B^^  eigentlich  discontinuirlich  Es  folgt  dies 
mdirect  daraus,  dass,  wenn  man  im  B^^  das  durch  den  Werthevorrath 
der  Functionen 

bestimmte  Gebilde  S  in's  Auge  fasst  und  die  abhängige  Variable  g  als 
Function  des  Ortes  auf  diesem  Gebilde  S  studirt,  gewisse  rationale 
Functionen  von  0  sich  als  eindeutige  Functionen  der  Integrale  (3) 
ergeben.    Diese  Functionen  bleiben   dann  offenbar   ungeändert,    wenn 
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man  die  Integrale  u^,  u^,  -  ■  •  u^  durch  eine  Substitution  der  Gruppe 
G  transformirt.  Nach  den  Untersuchungen  von  Hei-m  Weierstrass 
und  Riemann  gelangt  man  zu  einer  Darstellung  dieser  eindeutigen 
Functionen  in  folgender  Weise. 


206.    LÖBung    des    Umkehrprotolems    durch    die   Weierstrass'sohe 
'd'-Funotioii.    Jaoobi'solies  Umkehrproblem.    EUiptisclie  Fnnotionen. 

Man  kann  die  ganzen  Functionen  g^{x)  so  wählen  oder  kann 
lineare  Verbindungen  der  u^,  u^,  '  -  •  u  mit  constanten  Goefficienten  so 
herstellen;  dass  die  so  entstehenden  Integrale  erster  Gattung 

(4)  w^is),     w^{s),  •  .  •  LO^^S) 

die  Periodicitätsmoduln 


Tti,      0, 

0, 

K>  ^a; 

■K' 

U,   TCl,      ■ 

0, 

31'    "■i2> 

■  K, 

0,    0, 

•  ni, 

hv  K., 

■■K 

besitzen.  Allgemein  bestehen  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  eines 
Systems  linear  unabhängiger  Integrale  erster  Gattung  gewisse  von 
Herrn  Weierstrass  entdeckte  algebraische  Beziehungen,  von  denen 
wir  an  späterer  Stelle  noch  ausfiüirlich  handeln  worden;  diese  Be- 
ziehungen haben  für  die  Periodicitätsmoduln  der  w^,  u\,,  •  -  ■  w  die 
einfache  Gestalt 

(5)  Ki  =  h>c        (".^  =  1.=^.     ^'J' 

und  überdies  ist  der  reale  Theil  der  quadratischen  Form 
p      p 

für  reale  Wei^thesysteme  der  n^,  n,^,      •  n    negativ 
Die  Weierstrass 'sehe  Thetareihe 

Q-(V       V  ü  )  =    'V'^^^e'''^''^'"^'        V  +  -(''l''l+"2»2+       +npiip) 

(7*1,  ng,        np) 

wo  die  w^;  Wg,  •  n  alle  Systeme  von  p  ganzen  Zahlen  durchlaufen, 
convergirt  dann  für  alle  endlichen  Werthesysteme  der  'o^,  v^,    •    v 

Bezeichnet   man   die   Punkte   a^,  a^,    '  "  '^3«+i   ^^    irgend    einer 
Reihenfolge  durch 

a,  a^,  cc^,-.-  a^,     ß,  ß^,  ß^,  ■  •  ■  ß^ 
imd  setzt 
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SO  erh'ält  man  zur  Bereclinung  von  0  als  Fanction  der  Integrale  (4) 
oder  der  mit  denselben  linear  verknüpften  Integrale  (3)  die  Formel 


(t)    «^' 


&  ( 10^ (ä)  — ^Wi  («i) ,  ^a  («)  — ^'«'a  («;i) .    "    ^%  W  --5'% ^"}) ) 
\  ;i=i  i=i  x=i  ^ 


^f^^^f^^^      &U(ii)-;S^^ih)^  ^''a(^)-Ä(ßA)>        %i^)-2%(h)) 
\  ;i=i  x=i  1=1  ^ 

Wir  sehen,  dass  die  Darstellung  der  Fanction  s  des  Ortes  auf  dem 
Gebilde  S  erfolgt  mit  Hülfe  einer  Fanction  von  j3  unabhängigen 
Variabein 

die  die  Eigenschaft  hat,  sich  mit  gewissen  Exponentialfunctionen  zu 
multiphciren,  wenn  auf  die  v^,  Vg,  '  '  '^o  ^i^Q  Substitution  der  Giuppe 
G  ausereübt  wird.  Von  dieser  -ö-- Function  kann  man  leicht  durch 
Quotientenbildung  zu  Functionen  von  j3  unabhängigen  Variabein  ge- 
langen, die  bei  den  Substitutionen  der  ö-i-uppe  G  absolut  ungeändert 
bleiben;  es  ist  aber  von  der  grössten  Bedeutung,  dass  man  auch  ohne 
Zuhülfenahme  der  d-- Function  direct  von  der  Function  z  der  Inte- 
ffrale  ^^  ,  m„,  •  •  •  w  ,  d.  h.  des  Ortes  auf  dem  Q-ebilde  (S,  zu  Functionen 
der  als  unabhängig  veränderliche  Grössen  aufzufassenden  w^,  «^g,  •  w 
gelangen  kann,  die  bei  den  Substitutionen  von  Q  ungeändei-t  bleiben, 
und  zwar  geschieht  dies  mit  Hülfe  des  Abel'schen  Theorems. 

Durch  Anwendung  dieses  berühmten  Theorems  kann  man  nämlich, 
wie  wir  hier  mcht  näher  ausführen  wollen,  von  dem  Gleichungssysteme 

(8)  %i^)=p-^,-        ("'.».     ^) 


-ü 


zu  den  Gleichungen    des   sogenannten    Ja cobi 'sehen   Umkehrproblems 


'X 


(9)  u^=^  pj^l^        (.=  ..a,     .) 

gelangen,  wo  die  ö^,  ••!)  Constanteii,  die  0^,  s^,--  ä'  von  einander 
unabhängige  Grössen  bedeuten,  die  durch  diese  Gleichungen  als  Functionen 
der  unabhängigen  Variabein  u^,  u^,  •  ■  u  eindeutig  bestimmt  werden 
Eiue  explicite  Darstellung  dieser  Functionen  hat  zuerst  Herr  Weier- 
strass  mit  Hülfe  seiner  aUgememen  -ö'-Function  gegeben,  dieselbe  ist 
der  Darstellung  (7)  der  durch  die  Gleichungen  (8)  definirten  Function  ff 
der  Integrale  (3)  ganz  analog 
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Die  Gleichungen  (9)  liefena  aucli  noch,  eine  eindeutige  Bestimmuiig 
der  0^,  0^,  ■  •  ;ef  als  Functionen  der  u^,  u^,  ■  •  w  ,  wenn  unter  den 
Integralzeichen  an  die  Stelle  der 

(k)  d0  (X  =  1, 3,       p) 

irgend  ein  System  von  Differentialen  erster  Gattung  eines  beliebigen 
algebraischen  Gebildes  vom  Range  (Geschlecht)  p  gesetzt  wird.  Aber 
auch  dann  sind  die  so  definii-ten  eindeutigen  Systeme  von  2^ -fach 
periodischen  Functionen  nicht  die  allgemeinsten,  indem  zwischen  den 
Perioden  der  aus  dem  Jac ob i 'sehen  Umikehrprobleme  entspringenden 
Functionen    (für   p  >  3)    Beziehungen    stattfinden,    die    zwischen   den 

-  Constanten,  von  denen  die  quadratische  Form  q)  der  allgemeinen 

'Ö'-Function  abhängt,  nicht  bestehen  müssen  Die  Ai'gumente  der  all- 
gemeinsten, durch  -9" -Functionen  darstellbaren  2^-fach  periodischen 
Functionen  von  p  Variabela  lassen  sich  zwar  nicht  immer  als  Summen 
von  p  Integi-alen  erster  Gattung,  wohl  aber  als  Summen  von  x>  alge- 
braischen Integralen  von  anderer  Beschaffenheit  darstellen. 

Für  2)  =  1 ,  d.  h.  im  Falle  der  elliptischen  Functionen,  führt  die 
Lösung  des  ümkehrproblems  für  das  Integral  ei-ster  Gattung 


s 

(10)  w=   f  ^ ^' 


zu  den  allgemeinsten  doppeltperiodischen  Functionen.  Wenn  nämlich 
zwei  beliebige  Grössen  cj^,  tOg  gegeben  sind,  die  der  einzigen  Be- 
dingung, die  für  die  Perioden  einer  doppeltperiodischeu  eindeutigen 
Function  erfüllt   sein  muss,    Genüge  leisten,   der  Bedingung  nämlich, 

dass  der  Quotient  —  nicht  real,  d.  h,  dass  die  Gruppe 

M       -f       m^      03^        +       Mg    COg    , 

wo  m^,  m„  ganze  Zahlen  bedeuten,  eine  discontinuirliche  ist,  so  kann 
man  die  beiden  Invarianten  (vorgl.  Nr.  276)  der  biquadratischen  Form 

(11)  [0  —  a„)  [0  —  a^  {0  —  «3)  {0  —  ßg) 

stets  und  zwar  nur  auf  eine  Weise  so  bestimmen,  dass  sich  aus  der 
Gleichung  (10)  0  als  doppeltperiodische  Function  von  u  mit  den 
Perioden  (o^,  ra^  ergiebt  Dass  man  die  Invarianten  der  Form  (11), 
d  h.  diejenigen  ganzen  Functionen  der  Coefficienten  dieser  Form,  die 
ungeändei-t  bleiben,  wenn  man  die  Form  durch  eine  behebige  Sub- 
stitution von  der  Gestalt 
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(12)  '  =  '^i'     ''S-ßy  =  i, 

'  transfonnirt,  in  Betraclit  zieht,  liegt  daran,  dasa  durch  Anwendung 
der  Substitution  (12)  der  Charakter  des  Integrales  (10)  nicht  geändert 
wird.  Statt  die  beiden  Invarianten  der  allgemeinen  Foi-m  (11)  zu  be- 
trachten, kann  man  auch  zuerst  durch  geeignete  Wahl  der  Constanten 
a,  ß,  y,  8  in  (12)  drei  der  NuUstellen  der  biquadratischen  Form  fOi-  g 
in  die  Punkte 

^  =  0,  1,  oo 

verlegen  und  dann  die  viei-te  Nullstelle  als  Function  von.  o^,  a^ 
studiren;  es  entspricht  dies  der  Transformation  des  elliptischen  Inte- 
grales (10)  m  die  Normalform 

Diese  vierte  NullsteUe  l  ist  dann  eine  eindeutige  Function  des  Perioden- 

.  (Dg 

Verhältnisses    — ,   die    sogenannte    elliptische   Modulfunction,    mit 

der  wir  uns  noch  eingehend  zu  beschäftigen  haben  werden. 

Wir  sehen  also  hier,  dass  sich,  wenn  das  System  der  Porioden 
d.  h.  die  Gruppe  der  Function  s  von  u  willkürlich  gegeben  ist,  die 
Coefficienten  der  DiJBferentialgleichuog 

m  =  y^  —  %'  si  —  a^-  8  —  a,^^  8  —  a,^, 

die  diese  Function  definirt,  eindeutig  bestimmen  lassen.  Für  ^  >  1 
kann  man  die  2_p  Perioden,  ja  selbst  die  Perioden  l^^^  wie  sie  in  der 
allgemeinen  -»--Function  auftreten,  nicht  mehr  wiUkürUch  vorHchreil)on 
und  dann  die  Coefficienten  der  Gleichungen  des  Jacob i'schen  Umkehr- 
problems als  Functionen  derselben  bestimmen;  sondeni  damit  eine 
solche  Bestimmung  möglich  sein  soll,  müssen  zwischen  den  Grössen 
^x  ^^°^*  ^^^  die  Beziehungen  (5)  und  die  Bedingung,  dass  der  reale 
Theil  der  quadratischen  Form  (6)  negativ  sei,  sondei-n  ausser  diesen 
für  p  >  3  noch 

(p  — 2)(j3  — 8) 
2 

andere  Relationen  bestehen.  Wir  werden  ähnliche  Ergebnisse  finden, 
wenn  wir  uns  die  Aufgabe  stellen,  eine  lineare  DifferentinlgleichunR 
n^^  Ordnung  anzugeben,  für  welche  die  Monodi-omiegruppe  der  Into- 
gralquotienten  gegeben  ist.  Diese  Aufgabe  woUen  wir  im  folgenden 
Eapitel  behandeln. 


Fünftes  Kapitel. 

207.    Die   in  den  Coeffloienten  einer  linearen  DifferentialgleioliTiTig 

auftretenden  Parameter  als  Functionen  der  Fundamentalinvarianten. 

Oonstantenzählung.     Auftreten  von  scheinbar  singulären  Stellen. 

Wir  denken  ims  die  lineare  Differentialgleichung  n^"  Ordnung  der 
Fuchs'scheu  Classe  in  der  Form  geschrieben,  wo  der  Goefficient  der 
(w  —  1)*^"  Ableitung  gleich  Null  ist: 

und  bezeichnen  mit  y^,y^,  •  •  y„  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen, 
mit  h  die  demselben  entsprechende  unimodulare  Monodromiegruppe; 
femer  sei 

ein  System  von  Integralquotionten  und  ■9"  die  zu  demselben  gehörige 
mit  h  isomorphe  projeofcive  Monodromiegruppe.  Da  der  identischen  Sub- 
stitution von  &•  nur  Substitutionen  von  h  entsprechen  können,  welche 
die  y^,  y«,  •  y^  mit  einer  w*"'^  Einheitswurzel  miütipliciren  (Nr.  180, 
S.  179),  so  können  wir  an  Stelle  von  li  gleich  die  Grruppe  ^t  betrachten 
Wir  scheiden  unter  den  singulären  Stellen  der  Differentialgleichung 
(A)  die  scheinbar  singulären  Punkte  h^,  1)^,  h^  von  den  übrigen, 
den  wirklich  singulären  Stellen  a^,  a^,  •  -  a^,  a^^^y  welch'  letzteren 
wir  den  unendlich  fernen  Punkt,  falls  derselbe  weder  reguläre  noch 
scheinbar  singulare  Stelle  ist,  als  a^,^  bereits  zugezählt  denken.  Bei 
Umläufen  um  die  scheinbar  singulären  Stellen  J^,  Z;^,  •  •  &^  bleiben  die 
Integralquotienten  ri^,  •  V„—x  imgeändei-t.  Die  wirklichen  singulären 
Punkte  a,,a„,---a,a   .,   denken  wir  uns  aus  der  Ebene  der  com- 

1'      a'  n'     ff-(-l 

plexen  Variabelu  x  ausgesondert,  und  die  so  entstehende  Fläche  T 
durch  die  tf  von  den  Punkten  a^,  a^,  •  ■  a^  nach  a^_j_^  hin  gelegten 
Querschnitte  l^,l„,-'  Z^  in  eine  einfach  zusammenhängende  T  zer- 
schnitten. 

Dami  sind  also  innerhalb  T  die  Integralquotienten  ly^,  •  i;^_, 
eindeutig  und  erfahren,  wenn  x  den  Querschnitt  l^  im  positiven  Sinne 
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übei-sckreitet,  eine  gewisse  projective  Substitution  Ä^  («■=!,  2,  <^),  wenn 
X  die  Querschnitte  Ij^,  l^,  ■  ■ '  K  ^^^  ^®^®  ^^^^  ^^  negativem  Sinne 
überschreitet,  eine  projective  Substitution  ^„+1,  und  es  ist 

(1)  A+.  =  A-'A"' ■■■^7'  =  (AA-x  •  •  Ar'- 

Die  Substitutionen 

bilden  dann  eine  Basis  der  Gmppe  &,  und  die  Gruppe  ist  vollkominen 
bestimmt,  wenn  die  Coefficienten  der  <r  Substitutionen 

(2)  A;    ^;  •  •  •  A 

bekannt  sind.    Da  wir  es  mit  projectiven  Substitutionen  zu  thun  haben 

so  hängt  jedes  A  von  n^  —  1,  ie  (?  Substitutionen  (2)  also  im  Ganzen  von 

6(n^  —  1) 
Constanten  ab. 

Da  wir  ähnlich  wie  in  der  Nr.  121  (Bd  I,  S.  440)  die  Gruppe  & 
nur  in  ihrer  Beziehung  zur  Differentialgleichung  untei-suchen  wollen, 
so  können  wir  uns  &•  noch  durch  eine  willkürliche  projective  Substi- 
tution, die  von  dem  Quotientensysteme  Vip  '  "  "^n-i  ^^^  irgend  einem 
andern  Fundamentalsysteme  von  Integralquotienten  überführt,  trans- 
formirt  denken,  so  dass  also  (vergl.  a.  a^  0.)  imsere  Gruppe  0-  von 

(tf— l)(w'-l)  =  N 

wesentlichen  Oonstanten  abhängt.  Wir  können  z  B.  auch  hier  ein 
System  von  Fundamentalinvarianten  als  diese  Conatanten  ansehen, 
darüber  woUen  wir  aber  nichts  Genaueres  festsetzen,  sondern  annehmen, 
die  Gruppe  &■  sei,  abgesehen  von  der  transformirenden  Substitution, 
durch  die  N  Parameter 

bestimmt  Wir  wissen  dann  nach  den  Ergebnissen  des  achten  Ab- 
schnittes, wie  wir  diese  Parameter  der  Gruppe  als  Functionen  der  in  den 
Coefficienten  der  Differentialgleichung  auftretenden  Parameter  berechnen 
können. 

Wir  wollen  jetzt  die  umgekehrte  Aufgabe  behandeln, 
d.  h.  wir  fragen  nach  der  Art  der  functionalen  Abhängigkeit 
der  in  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (A)  auf- 
tretenden Constanten  von  den  Parametern  (3)  der  Gruppe  Q- 

Die  Coefficienten  von  (A)  haben,  da  die  Differentialgleichung  der 
Fuchs 'sehen  Clasae  angehören  sollte,  nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  152 
(Bd.  I,  S.  220)  die  Gestalt 
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wo 

Q(3c)  =  {x-  a^{x  —  ag)    • .  {x—  a^{x  —  l^{x  —  l^  ...{x~\) 

gesetzt  wurde  und  F^{x)  eine  ganze  Function  vom  höchstens  v*^"^  Grade 
in  X  bedeutet.     Die  Differentialgleichung  hängt  demnach  ab 

1)  von  den  6 -{- v  singul'aren  Stellen  a^,    •    G'^,^^,      ■  \f 

2)  von  den  (vergl  Nr.  68,  Bd.  I,  S.  240) 

n(n  4-1)  f      ,      -v        w(«  — 1) 

-A_JLJ  (ff  +  t)  —  -^-^  -6-x 

Coefficienten  der  ganzen  Functionen 

TP  .  .  .    F 

■*2(ff+r  — 1)?  -^»(ff+r— l)J 

d.  h.  also  im  Ganzen  von 

f     ^  \     \      *K»i4-i)/'^  1     \      «(w  — 1) 
(w,  ff  +  tJ  =  ---—-'  (tf  +  1^) -'-g— 

Pai-ametem.  Zwischen  diesen  bestehen  noch  die  algebraisch  ausdrück- 
baren Beziehungen,  welche  bewirken,  daas  die  Punkte  h^,!)^,  •  h^ 
scheinbar  singulare  Stellen  sind.  Diese  sind  für  h^  zunächst  n  —  1 
Bedingungen  für  die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalglei- 
chung und  ferner  (vergl.  Nr.  55,  Bd.  I,  S.  197)  die  ^^    ~  ^  Bedingungen, 

die  das  Auftreten  von  Logarithmen  verhindern.  Also  entsprechen  jedem 
scheinbar  singuläi"en  Punkte  h 

(w  +  2)(^-l) 

Bedingungen,  so  dass  die  Dilferentialgleichung  (A)  von 
(«,.  +  . )-.5M:^-zi), 

d.  h.  von 

— 2— ff  +  r 2— 

Parametern  abhängt.  Durch  eine  lineai-e  Transformation  der  unab- 
hängigen Variabein  x  kann  man  bewii'ken,  dass 

0^1  =  0;     »3  =  1;     <*a+i  =  oo 
wird  (»j, .  1  =  oo  hatten  wir  schon  von  vornherein  vorausgesetzt),  es 
sind  also  noch  zwei  von  der  gefundenen  Anzahl  abzuziehen.    Die  end- 
gültige Zahl  der  Parameter  ist  demnach 

ff  +  T— ^ 2 

Wäre  die  Anzahl  r  der  scheinbar  singulären  Stellen  gleich  Null, 
so  hingen  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (A)  von 
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(4)  !^(!^ö_!fcL^_2 

Parametern  ab;  die  Anzahl  N  der  Parameter  der  Gruppe  -9*  ist  im  All- 
gemeinen grösser,  nur  für  n  =  2  stimmt  die  Zahl  (4)  mit  N  übereia. 
Wir  erschliessen  hieraus  den  folgenden  Satz: 

Die  Parameter  der  projectiven  Monodromiegruppe  & 
der  Integralquotienten  einer  linearen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  ohne  scheinbar  singulare  Stellen  brauchen 
keinerlei  durch  GHeichungen  darstellbare  Bedingungen  zu  er- 
füllen; dagegen  müssen  zwischen  diesen  N  Parametern  für 
eine  von  scheinbar  singulären  Stellen  freie  Differential- 
gleichung von  der  Ordnung  w>2 

Relationen  bestehen,  wenn  6  die  Anzahl  der  wirklichen  sin- 
gulären im  Endlichen  gelegenen  Stellen  bedeutet. 

Die  linearen  Differentialgleichungen  ohne  scheinbar  singulare 
Stellen  sind  in  gewissem  Sinne  das  Analogon  der  Integrale  erster 
Q-attung  eines  algebraischen  Grebildes;  man  könnte  darum  die  zwischen 
den  Parametern  der  Gtruppe  &  für  w>2,  tf  >  1  bestehenden  Be- 
ziehungen den  im  vorigen  Abschnitte  erwähnten  Beziehungen  zwischen 
den  Penodicitätsmoduln  der  Integrale  erster  Gattung,  die  zu  Gebilden 
vom  Range  ^  >  1  gehören,  an  die  Seite  stellen,  und  weiter  den  Fall 
w  =  2  als  das  Analogon  des  Falles  jj  =  1 ,  d.  h.  der  elliptischen  Inte- 
grale betrachten.  Dass  diese  Analogie  nicht  nur  eine  äusserliche  ist, 
sondern  auch  bei  tiefer  gehenden  Fragen  erhalten  bleibt,  wird  aus  den 
folgenden  TJeberlegungen  hervorgehen. 

Denkt  man  sich  eine  projective  Gruppe  «O-  in  (n  —  1)  Vanabeln, 
die  aus  den  (J  +  1  Substikitionen 

zwischen  denen  die  Beziehung  (1)  besteht,  als  Basis  gebildet  ist,  durch 
ihre  N  wesentlichen  Parameter  (3)  gegeben,  so  wird  man  im  All- 
gemeinen keine  lineare  Differentialgleichung  (A)  n^"  Ordnung  der 
Fuchs 'sehen  Classe  mit  6  im  Endlichen  gelegenen  wirklichen  und 
ohne  schembare  singulare  Punkte  herstellen  können,  für  welche  -S- 
die  Monodromiegruppe  der  Integralquotienten  dai-steUt,  sondern  mau 
wird  dieser  Differentialgleichimg  noch 

scheinbar  singulare  Stellen  beilegen  müssen,  damit  die  Anzahl  der  in 
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den  Coefficienten  verfügbaren  Parameter  mit  der  An7,a,hl  N  der  Para- 
meter der  Gruppe  %■  übereinstimmt.  Die  Parameter  der  Coefficienten 
sind  dann  im  Allgemeinen  transcendente  und  mehrdeutige  Functionen  der 
■^1 }  S  j    ■    "n  >  ^^®  ^^^-^  niclit  für  alle  Wertbesysteme  dieser  Grössen  zu 


exjstiren  brauchen,  es  kann  viebnebr  der  Existenzbereich  jener  Fun&- 
tionen  durch  gewisse  Ungleichheitsbedingungen,  denen  die  a^^  a^,-  a^ 
genügen  müssen,  beschi-änkt  sein 

Wir  wollen  das  Studium  dieser  Art  von  Functionen  nur  in  dem 
einfachsten  Falle  in  Angriff  nehmen,  wo  w  =  2  ist  und  also  die  Diffe- 
rentialgleichung 

(Ag)  :i^  -4-  ^„1/  =  0 


TT +  ^32/ 


als  frei  von  scheinbar  singulären  Stellen  vorausgesetzt  werden  kann. 


^08.  Differentialgleiclmag  zweiter  Ordnung  ohne  sclieinltar  singulare 

Stellen.     Abbildung  der  Ebene  der  unabhängigen  Yaiiabeln  duTch 

den  Integralquotienten. 

Wenn   man  allgemein  eine   lineare  Differentialgleichung  von  der 

^^orm  (A^)  betrachtet,  um  dieselbe  in  Bezug  auf  die  Eigenschaften  der 

tfonodromiegruppe  %•  ihres  Integralquotienten  zu  untersuchen,  so  kann 

aan,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken,  die  Voraussetzung  machen, 

iass   ihre  meht  schembar  singuläi-en  Stellen  a^,  a^,  •  •    a^   einfache 

ind    (vergl.  Nr   197,  S.  256),   d    h,    dass   die   Differenz   r^  —  r^   der 

Vurzeln  der  zu  einer  solchen  Stelle  x  =  a  gehörigen  detei-minirenden 

Fundamentalgleichung  in  ihrem  realen  Theile  nicht  negativ  und  kleiner 

äi  wie  Eins,  und  dass  die  scheinbar  smgiilären  Stellen  \,  \,  -    •  \ 

immtlich  von  einander  getrennt  liegen,  d.  h,  auch  einfache  sind,  so 

ass  also  für  eine  dieser  Stellen  x==i  die  Wurzeln  der  determiniren- 

sn  Fundamentalgleichungen  die  Werthe 


3^ 

2  > 


3sitzen  Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  wird  sich  aus  den  Unter- 
lohungen  des  siebeuten  Kapitels  ergeben,  wir  werden  daselbst 
igen,  dass  man  von  einer  behebigen  Differentialgleichung  zweiter 
rdnung  zu  einer  anderen  mit  derselben  unabhängigen  Variabein  und 
inselben  wirklich  singulären  Punkten  übergehen  kann,  für  welche  die 
onodromiegruppe  der  Integralquotienten  auch  dieselbe  ist,  wie  für 
B  gegebene  Differentialgleichung  und  die  „nur  einfache  singulare 
.eilen  besitzt".  Hier  bemerken  wir  nur  noch,  dass  die  Voraus- 
tzung,  die  gegebene  Differentialgleichung  habe  nur  einfache  singulare 


304 


XI    Formulirung  der  Umkekrprobleme.   Kapitel  5 


Stellen,  in  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen  ihr  Analogen  hat; 
man  kann,  auch  hier  wie  dort  den  allgemeinen  Fall  einer  beliebigen 
siogulären  Stelle  durch  Grenzübergang  aus  dem  von  nur  einfachen  smgu- 
lären  Stellen  erhalten,  mdem  man  eine  oder  mehrere  emfache  scheinbar 
singulare  Stellen  mit  einer  einfachen  wirklichen  suigulären  Stelle  oder 
mit  einander  zusammenfallen  lässt;  es  ist  dies  auch  schon  m  der  in 
Nr.  197  (S.  256)  eingeführten  Terminologie  zum  Ausdrucke  gebracht. 

Wenn  wir  dann  von  der  Differentialgleichung  (Ag)  sagen,  sie  be- 
sitze keine  schembar  singulare  Stelle,  so  heisst  dies,  ihre  sämmt- 
lichen  singulären  Stellen  sind  wirkliche,  und  für  jede  der- 
selben ist  der  reale  Theil  der  Differenz  der  Wurzeln  der  zu- 
gehörigen determmirenden  Fundamentalgleichung  absolut 
genommen  kleiner  wie  Eins  (vergL  Nr.  197,  S.  256). 

Wir  denken  uns  überdies  durch  eine  lineare  Transformation  der 
unabhängigen  Variabeln  die   sitiguläa-en  Stellen   a^,  a^,  a        schon  in 


die  Punkte 


0;     «2=1; 


^a+l  =  ^ 


verlegt,  dann  ist  also  die  Anzahl  der  Parameter  in  den  Coefficienten 
der  Differentialgleichung  gleich  3  (j  —  3,  imd  ebenso  gross  ist  die  An  - 
zahl  der  Parameter,  von  denen  die  Gruppe  &  abhängt 

Betrachten  wir  dann  den  Integralquotienten  vj^x)  in  der  durch  ili(i 

Querschnitte  L,L,  ••/  zcr 
schnittenen  Fläche  T  (Fig.  2), 
so  ist  jeder  Zweig  desselbeu 
innerhalb  T  eindeutig  definu-t, 
und  7}  (x)  erleidet,  wenn  x  den 
Querachnitt  l^  in  positivem 
Sinne  (d.  h  von  der  positiven 
zur  negativen  Seite  von  / 
gehend)  überschreitet,  dio 
Substitution  Ä  ,  die  wir  uns 
in  der  canonischen  Foi-m 


mg  2 


(5) 
beziehungsweise 

(6) 


^>:-n~K 


1 


e' 

mä^ 

7J- 

V  — 

1 

-  + 

71 

—  7 

y^ 

geschrieben  denken.    Im  Falle  (5)  ist 


d   =  T     —  r 
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die  Differenz  der  Wurzeln  der  zu  a  gehörigen  determinirenden  Funda- 
mentalgleichung, im  Falle  (6)  ist 

»'xl— ^x2  =  0  (.  =  l,a,       a) 

In  ähnlicher  Weise  bezeichnen  wir  auch  die  dem  Umlaufe  um  a  _  ==  oo 
entsprechende  Substitution  mit  Ä^,^,  so  dass  also 

die  Differenz  der  Wurieln  der  zu  a;  =  oo  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichung  bedeutet,  wenn  die  Substitution  Ä^,^  nicht 
parabolisch  ist 

Denken  wir  uns  das  durch  den  Integralquotienten  7}{x)  gegebene 
analytische  Q-ebüde  (rj,  x)  in  der  realen  vierfach  ausgedehnten  ebenen 
Mannigfaltigkeit  R^  und  projiciren  dasselbe  auf  die  i^ -Ebene,  so  wird 
diese  Projection  einen  zweifach  ausgedehnten  Theil  der  ly- Ebene  ein- 
fach oder  mehrfach  überdecken.  Wir  werden  jeden  Punkt  dieser  Pro- 
jection besonders  betrachten  und  erhalten  auf  diese  Weise  eine  über 
einen  zweifach  ausgedehnten  Theil  der  i^ -Ebene  ausgebreitete,  im 
Allgemeinen  mehrblättrige  Fläche  F,  auf  welcher  x  eine  eindeutige 
Function  des  Ortes  ist.  Fixiren  wir  einen  bestimmten  Zweig  i^(x)  des 
Integralquotienten,  so  ist  dieser  innerhalb  T  eindeutig;  lassen  wir  nun 
X  die  Begrenzung  von  T  durchlaufen,  indem  wir  also  z.  B,  x  von  a^ 
ausgehend  auf  dem  positiven  Ufer  des  Querschnittes  l^  bis  nach  a^,^ , 
dann  auf  dem  negativen  Ufer  yon  Zg  nach  a^,  dann  auf  dem  positiven 
Ufer  von  l^  nach  a^  ,  ^  und  in  dieser  Weise  fortfahrend  endlich  von 
a^  ,  j  auf  dem  negativen  Ufer  von  l^  nach  a^  zurück  führen,  so  be- 
schreibt r](x)  eine  in  sich  selbst  zurückkehrende  Linie,  die  einen  ge- 
wissen Bereich  F^  der  Fläche  F  begrenzt  Dieser  Bereich  ist  die  ein- 
ieutig  conforme  Abbildung  der  Fläche  T,  er  ist  also  ebenso  wie  diese 
sinfach  zusammenhängend. 

Die  Punkte  der  Begrenzung  von  F^  gehören  entweder  der  Fläche 

F  an  oder  sind  Q-renzsteUen  der  durch  die  Punkte  von  F  gebildeten 

■*unktmeuge.    Bezeichnen  wir  mit  s  '  die  G-esammtheit  der  7^(a;)-Werthe, 

lie  den  x  Punkten  des  positiven,  mit  s^  die   ö-esammtheit  der  ri{x)- 

Verthe,  die  den  x  Punkten  des  negativen  Ufers  von  l^  entsprechen,  so 

egen  die  Stücke  s^,  s^  der  Begrenzung  von  F^  für  jc  =  1,  2,  •  •  •  tf 

anz  auf  der  Fläche  F,  wenn  wir  die  Punkte  a  ,  a.,.,  die  den  Quer- 

3hnitt  l^  begrenzen,  den  Ufern  desselben  nicht  hinzufügen. 

Wenn  dann  der  reale  Theil  von  d^  nicht  verschwindet,  also  positiv 
t,  wie  wir  voraussetzen  können,  oder  wenn  die  Substitution  Ä^  eme 
äi-abolische  ist,  so  schliessen  sich  die  Stücke  s^,  s^  in  dem  Doppel- 

Sohleslngei,  nifferentlalgleiohiuigen.    n  20      ' 
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pnnVte  A  der  Substitution  A  zusammen;  dieser  Doppelpunkt  gehört 
aber  nur  dann  der  Fläiclie  F  ■wirklicli  an,  wenn  d^  eme  reale  rationale 
ZaM  ist.    Wenn  d^  complex,  also 

ist,  so  ist  in  der  Umgebung  von  x  =  a^  (vergl.  Nr,  203,  S.  282) 


r[zrf^-ii-%)H^-\-^(f-^.)  +  '    ), 


also  wenn  wir 


=  re^ 


setzen, 

Wenn  also  t  längs  Z  ,  d.  li  mit  einem  bestimmten  Argumente  in  a^ 
einrückt,  so  wird  der  absolute  Betrag  der  Grösse 

■n  —  i^x 
gleich.  Null,  aber  das  Argument  derselben  beliebig  gi-oss;  in  diesem 
Falle  sind  also  s^  und  sj  in  der  Nähe  von  A^  spiralförmig  gewunden. 
Man  kann  bewirken,  dass  s^,  s^  sich  mit  bestimmtem  Argumente  dem 
Punkte  A^  annähern,  indem  man  den  Querschnitt  l^  von  a^  nicht  mit 
bestimmtem  Argumente  ausgehen,  sondern  ihn  sich  um  diesen  Punkt 
spiralfomug  winden  lässt. 

Wenn  der  reale  Theil  d '  von  8  verschwindet,  d.  h.  wenn  A  eine 
hyperbolische  Substitution  ist,  so  ist  der  Bereich  F^  an  der  Stelle  A^ 
mcht  geschlossen,  sondern  windet  sich  (vergl.  Nr.  203,  S  283)  band- 
förmig um  die  Punkte  A^^,  \i^  herum. 

Aehnliche  Betrachtungen  gelten  für  den  Doppelpunkt  A^^ ,  ^  der 
Substitution  A  ,.,  in  welchem  sich,  wenn  die  Substitution  -4„  ,  ,  keine 
hyperbolische  ist,  die  Begrenzungsstücke  s^  und  s^  zusammenschliessen, 
und  ebenso  für  die  entsprechenden  Doppelpunkte 

A'  A"        •  .  ■  A^"^ 

der  Substitutionen 

AA+A~',  (^A)^,+i(AAr',  •  iA,  •A)A+iK  •  Ars 

die  beziehungsweise  die  gemeinsame  Grenze  der  Stücke  s^'  imd  Sg, 
Sg'  und  Sg,  •  •  s^'  und  s^  bilden,  und  von  denen  vermöge  der  Beziehung 
(1)  der  letzte 

ist. 
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Wir  nennen  im  Folgenden  die  Puntte 


2        1  .11  1'  iC«^— 1) 


die  Ecken,  die  Stücke 


^1  >   *1  J   *S '   ^2  '       '       *fr  J    ^0 


die  Seiten  des  Bereiclies  F^  und   sagen  von  der  Ecke  l^,  .ie   ent- 
spräche dem  Punkte  x  ==  a  ,  von  den  Ecken 

1  1'  i(tf— 1) 

sie  entsprächen  dem  Punkte  x  =  cb„,i  =  oo . 

Da  die  Function  t](x),  wenn  x  den  Querschnitt  /.  im  positiven  Sinne 
ttbei-schreitet,  die  Substitution  Ä^  erfährt,  so  gehen  die  ij-Werthe,  die 
flj-Punkten  des  positiven  Ufers  von  l^  entsprechen,  aus  den  »j-Werthen, 
die  den  coiTespondirenden  a;- Punkten  des  negativen  Ufers  entsprechen, 
dui'ch  Anwendung  der  Substitution  Ä^  hervor;  wir  erhalten  demnach 
die  Punkte  der  Seite  s^',  indem  wir  auf  die  Punkte  von  s  die  Sub- 
stitution Ä    anwenden;  wir  schreiben  dies  kurz 

s'=As 

und  sagen,  s '  gehe  durch  die  Substitution  A^  aus  s^  hervor. 

I  Es  sind  also  die  2<j  Seiten  des  Bereiches  JF^  einander 
durch  die  projectiven  Substitutionen 

die  man  als  die   projectiven  Pundamentalsubstitutionen   der 
Differentialgleichung  (Ag)  bezeichnen  kann,  zugeordnet. 


209     Die  Winkelsuimne  bei  eineza  Cyklus  von  Eoken. 
Andere  Zerschneidung  der  Ebene  der  unabhängigen  Variabein. 

Seien  nun  s„,  5 '  zwei  Seiten,  die  im  Punkte  X  zusammenstossen. 
Wenn  wir  uns  den  Querschnitt  l^  als  stetig  verlaufende  Curve  denken, 
die  in  jedem  Punkte  eine  bestimmte  Tangente  hat,  so  wird  das  Gleiche 
auch  von  den  Curvenzügen  s^^,  s^  gelten,  da  diese  ja  die  conformen 
Abbildungen  von  l^  durch  eine  monogene  Function  riix),  beziehungs- 
weise A^riix)  und  alle  Punkte  von  l^  reguläre  Stellen  dieser  mono- 
genen Functionen  smd.  Betrachten  wir  dagegen  die  beiden  dem 
Punkte  k^  unendlich  benachbarten  Elemente  der  Curven  s^,  s^',  wii- 
bezeichnen  dieselben  als  geometrische  Quantitäten  aufgefasst  durch 

X'        x> 

20* 
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so  ist  der  Winkel,  unter  -welchem  sich  s  ,  s '  im  Punkte  l    treffen, 
durch  die  Differenz 

^  (C  O  =  Arg  £;  —  Arg  b^ 


ffig   8 


sn.     Nun  ist  aber 


also  nach  den  Gleichungen  (4)  und  (7)  der  Nr.  199  (S.  268,  269) 


oder 


—  =  e        * 


^  =  1, 


je  nachdem  die  Substitution  Ä^  von  der  Form  (5)  oder  (6)  ist.  Zer- 
legen wir  also  ä^  in  seinen  realen  und  imaginären  Theil 

so  ist  für  den  Fall  einer  nicht  parabolischen  Substitution  Ä 

für  den  Fall  einer  parabolischen  Substitution 

Betrachten  wir  femer  die  in  den  Punkten 

zusammenstossenden  Bogenelemente  der  Seiten  von  F^  und  bezeichnen 
mit  e^_^j  das  dem  Pimkte  X^^],^  unendlich  benachbarte  Element  von 
s^_^j,  mit  E^  das  dem  Punkte  ?}■*],  ^  unendlich  benachbarte  Element 
von  s',  so  ist 
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^  (^a;  «/)  =  ^g  «2  —  Arg  e;, 
^  ihy  ^2')  =  Arg  £g  —  Arg  £g', 

•^  fe,  O  =  Arg  £^  -  Arg  e;, 
alao  ist  die  Summe  dieser  Winkel 


^  (?.+i,  O  =  2"  (^8  ^  -  -^S  0 ' 


3<=1 


■^0  Äff+i  "^  *\  ^^  nelimen  ist 
Nun  haben  wir  aber 


und  da 


7       V'^^.W.^,;-^!)        ^    dn    >',=,(.)_/ 


,(") 


'''a+l  —  ^-^x  •  •  '  AA-^a+l 


ist,  SO  können  wir  setzen 


d(^;<_l  ^jTj) 


hieraus  folgt  aber,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (1), 


m- 


x=l 

Setzen  wir  also 


d{A„   "  Ä^i) 


dA^_^^ii- 


dri      M=^„j^i 


309 


so  ist,  wenn  -4^  1  j  von  der  Form  (5)  ist, 

x=l 

und  wenn  ^„  .  ^  eme  pai'abolische  Substitution  ist, 

Um  das  erlangte  Resultat  in  eleganter  Form  aussprechen  zu  können 
führen  wir  eine  von  Herrn  Pomcarö  herrührende  Bezeichnung  ein, 
die  später  noch  vielfach  verwerthet  werden  wird. 

Wir  sagen  nämlich  von  den  Ecken  des  Bereiches  F^,  die  einem 
und  demselben  der  Punkte 

entsprechen,  sie  bildeten  einen  Cyklus    Es  bilden  also  dann  die  Ecken 
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zusammengenoininen  und  jede  der  übrigen  Ecken 

für  sich  je  einen  Cyklus     Aus  den  vorhergelienden  Erörterungen  er- 
gießt sict.  dann  der  Satz: 

n.  Die  Summe  der  Winkel,  unter  denen  sioli  die  Seiten 
des  Bereiches  F^  m  den  einen  Cyklus  bildenden  Ecken 
schneiden,  ist  gleich  2it  multiplicirt  mit  dem  realen  Theile 
der  Differenz  der  Wurzeln  der  zu  demjenigen  singulären 
Punkte  von  (Ag)  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichung, dem  die  Ecken  jenes  Cyklus  entsprechen. 

Durch  die  beiden  Sätze  1, 11  ist  die  Natur  des  Bereiches  F^j  soweit 
dieselbe  durch  die  Differentialgleichung,  beziehungsweise  durch  die 
Gruppe  %•  bestimmt  ist,  vollkommen  charakterisirt.  Die  sonstige  ge- 
staltliche Beschaffenheit  von  F^  hängt  wesenthch  von  der  Art  der  Zer- 
schneidung der  a;- Ebene,  beziehungsweise  der  durch  Aussonderung  der 
Punkte  Äj,  ttg,    •  •  a^,  a^  ,  ^  entstehenden  Fläche  T  ab. 

Zunächst  ist  klar,  dass  wir  die  Gestalt  der  Seiten  von  F^  stetig 
vaniren  können,  indem  wir  die  Gestalt  der  Querschnitte  l^,  l^,  •  •  •  l^ 
stetig  sich  ändern  lassen  Wir  können  aber  auch  die  Fläche  T  durch 
ein  anderes  Schnittsystem  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche 
verwandeln  und  dadurch  eine  ganz  verschiedene  Vertheilung  der  Ecken 
und  Seiten  von  F^  erhalten. 

Für  viele  Untersuchungen  sehr  zweckmässig  ist  die  folgende  Zer- 
schneidung der  Fläche  T.  Wir  legen  durch  die  sämmtlichen  singulären 
Punkte 

^v  S^  '       %,  «„+1 

einen  in  sich  zui-ücklaufenden  Schnitt  l  und  bezeichnen  z  B.  dasjenige 
Ufer  desselben,  welches  zur  Linken  hegt,  wenn  die  Punkte  a.  in  der 
angegebenen  Reihenfolge  passirt  werden,  als  das  positive,  ebenso  den 
durch  das  positive  Ufer  des  Schnittes  begrenzten  Theil  der  Fläche  T 
als  das  positive  oder  positiverseits  gelegene  Gebiet  T^,  den  anderen 
Theil  von  T  als  das  negative  Gebiet  T^  Dann  ist  der  Zweig  rj^x) 
des  Integralquotienten  innerhalb  T^  eindeutig  und  kann  nach  T  hin 
fortgesetzt  werden,  wenn  wir  den  Schnitt  l  in  irgend  einem  Punkte 
überschreiten  Je  nachdem  die  Ueherschreitung  in  Punkten  erfolgt 
die  den  verschiedenen  dui'ch  die  Punkte  a^,  »g,  •  •  a^.^  begrenzten 
Abtheilungen  von  l  angehören,  wird  natürlich  der  Werth  von  7}(x), 
den   wir   den  Punkten   von   T^   zuzuordnen  haben,   ein   anderer   sein. 
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Deiiken  wir  uns  z.  B  das  Gebiet  T^  mit  T^  längs  des  Theiles 
(<^ff4-ij  ^i)  ^on  l  vereinigt,  d.  h.  betrachten  wir  nur  den  von  a^  bis 
a  ,  ,  reidiendeu  Theil  l  des  Schnittes  l  als  bestehend,  so  können  wir 
die  so  entstehende  Fläche  T^-\-  T^  =  T'  wieder  auf  die  Fläche  F 
abbilden. 

Bei  der  durch  die  Fig.  4  angedeu- 
teten Lage  wird  dann  ein  Punkt  auf 
der  negativen  Seite  des  Querachnitt- 
stückes  (a^j  ^x+i)  ^^^  ^^^'^  correspon- 
direnden  Punkte  ri  auf  der  positiven 
Seite  durch  die  Substitution 


ÄA 


x—l 


'Ä. 


hervorgehen.     Durchlaufen    wir    die   Begrenzung   von    T',   indem   wir 
z.  B.  von    a^  mit    dem  Wei-the   iy  =:  A^    ausgehend  auf  der  positiven 
Seite  von  l  über  a^,  ■    •  a^  nach  a^,^,  und  dann  auf  der  negativen 
Seite  von  l  nach  a^  zu- 
rückgehen, so  beschreibt 
r]  einen  Curvenzug,  der 
jinen  einfach  zusammen- 
längenden Bereich  jPq'  der 
R'läche  F  begrenzt  (Fjg.5). 
Bezeichnen  wir  durch  s^ 
len  dem  positiven,  mit 
; '  den  demnegativenUfer 
les    Stückes    {a^,  a^  i  j) 
'on     l     entsprechenden    I<^- 
['heil  jenes  Curvenzuges, 
o  ist 


s:=ÄÄ 


A\> 


Fig  6 


nd  der  Punkt  A^,  in  welchem  die  Seiten  s^_^,  \ 
fcossen,  entspricht  dem  Punkte  a^.    Man  hat  dann 


von  Fq   zusammen- 


A.=  X 


(>'  =  l,2,        ff) 


nd 


a-f-1  1 


^ff      ^(,+1—  ^o+l'l 


ie  Seiten  s '  ,  ,  und  's  '  besitzen  demnach  den  Punkt  l  ,.  zur  gemein- 
shaftlichen  Grenze,  und  Ä^  ist  ein  Doppelpunkt  der  mit  A^  ähnlichen 
ubstitution 
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Es  bilden  also  die  Ecken  A^  und  A^  ,  ^  für  sicli  und  die  Eckenpaare 

^2J    ^a5      ^ö>    '''35    ■    ■        ^ffJ    ^(T 

je  einen  Cyklus,  und  es  besteht  anch.  für  diese  Cyklen  der  Satz,  dass 
die  Summe  der  Winkel,  die  in  den  zu  einem  Cyklus  gehörigen  Ecken 
stattfinden,  gleich  ist  2jt  multiplicirt  mit  dem  realen  Theile  der 
Wurzeldifferenz  der  zu  dem,  dem  Cyklus  entsprechenden,  singulären 
Punkte  von  (Ag)  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung. 
Wenn  wii-  dem  Querschnitte  l  den  Querschnitt  l^  hinzufügen,  so 

können  wir  l  -\-\  als  den  Schnitt  l  auffassen;  es  ist  folglich  der  von 
den  Curvenzügen 

begrenzte  Bereich  der  Fläche  F  die  conforme  Abbildung  des  Gebietes 
Tj  der  ic- Ebene. 

210     Beguläre  Theilimg  entsprechend  der  G-ruppeneigenachaft. 

Brlaulbte  Abänderungen.    Die   Parameter  in  den  Ooeffloienten  sind 

eindeutige  Functionen  der  Parameter  der  Monodromiegruppe. 

Gfehen  wir  wieder  zu  der  diu-ch  die  Querschnitte  h,  L,  •  ■  •  l  lie 
grenzten  Fläche  T  zurück.  Wenn  wir  den  Querschnitt  l^  in  positiver 
Richtung  Überschreiten,  so  verwandelt  sich  rj{x)  in  den  Zweig 

dieser  ist  in  einer  Fläche  T^,  die  genau  ebenso  beschaffen  ist  wie  T 
selbst,  eindeutig;  wir  denken  uns  diese  Fläche  T^  als  ein  mit  T  oon- 
gruentes  Blatt,  welches  mit  T  längs  des  Querschnittes  l^  so  zusammen- 
hängt, dass  das  positive  Ufer  von  l^  in  T  an  das  negative  Ufer  von 
K  ^^  ^x  geiieftet  ist  Dieses  Blatt  T^  bilden  wir  nun  wieder  auf  die 
Fläche  J?'  ab;  die  Abbildung  F^  ist  ein  Bereich,  der  aus  F^  durch  An- 
wendung der  Substitution  Ä^ri  hervorgeht,  d.  h.  F^  ist  die  Abbildung 
von  Fq  durch  Vermittlung  der  Function  Ä^rj  Also  wird  sich  F  au 
Fq  längs  der  Seite  s^  ajischliessen  und  wird  im  übrigen  mit  F^  keinen 
Punkt  (der  Fläche  F)  gemein  haben. 

^     Genau  ebenso  werden  wir  eine  mit  T  congruente  Fläche  f_    mit 
T  so  zusammenheften,  dass  das  negative  Ufer  von  l^  in  T  mit  dem 
positiven  Ufer  von  l^  in  T_^  zusammenhängt;  in  diesem  Blatte  T_ 
ist  dann  der  Zweig  " 
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eindeutig,  und  die  Abbildung  von  T_^  auf  die  Fläche  F  liefert  einen 
Bereich  F_^,  der  aus  F^  dui-cb.  die  Substitution  -4~^iy  Hervorgeht  und 
sich  an  F^  längs  der  Seite  5^  anschliesst 

Nun  kann  jedes  der  Blätter  T^^  in  genau  derselben  Weise  weiter 
benutzt  werden;  man  überschreitet  immer  wieder  die  Querschnitte  und 
heftet  entsprechend  den  neu  entstehenden  Zweigen  von  viix)  neue 
Blätter  _ 

T 

au  die   alten,   bildet  dieselben   auf  die  Fläche  F  ab,    erhält   dadurch 

Bereiche 

F 

und  fährt  so  fort,  bis  mau  entsprechend  allen  Zweigen  von  ri(x),  d.  h. 
also  entsprechend  allen  Substitutionen  der  Gruppe  d",  Blätter 

T 

erhalten  hat,  wo  x^^x^,  -  -  x^  irgend  welche  der  Zahlen  1,  2,  ■  •  <s  be- 
deuten.    Die  Abbildungen  dieser  Blätter  auf  die  Fläche  F  liefern  dann 

Bereiche 

F 

±"1:1*«,     tn' 

die  aus  F^^  durch  Anwendung  der  Substitution 

^  +  1^  +  1  i-hi 

Az  A-    ■  •  •  A'   77 

hervorgehen,  und  die  Gesammtheit  der  so  entstandenen  Bereiche  erfüllt 
die  Fläche  F  schlicht  und  lückenlos  Analog  bildet  die  Gesammtheit 
der  Blätter  T^^  j^^  eine  zusammenhängende  über  der  rK- Ebene 
ausgebreitete  Riemann'sche  Fläche  JR,  in  welcher  der  Integi-alquotieut 
der  Differentialgleichung  (A^)  eine  eindeutige  Function  des  Ortes  ist, 
und  die  offenbar  nichts  anderes  ist,  als  die  Projection  des  analytischen 
Gebildes  {x,  rf)  auf  die  a?-Ebene. 

Die  Eintheilung  der  Fläche  F  in  die  Bereiche 

besitzt  die  folgende  Eigenschaft.  Zunächst  gelten  für  jeden  dieser 
Bereiche  die  Sätze  I,  II,  da  die  Abbildung  durch  eine  projective  Sub- 
stitution, durch  welche  ja  jeder  dieser  Bereiche  aus  F^  hervorgeht,  eine 
winkeltreue  ist.  Es  kann  also  jeder  solcher  Bereich  ebenso  gut  wie 
Fq  selbst  als  Ausgangsbereich  gewählt  werden,  und  wenn  wir  dann 
die  Abbüdungen  desselben  mittelst  aller  Substitutionen  der  Gruppe  &• 
construiren,  so  erhalten  wir  zufolge  der  Gruppeneigenschaft  genau  die- 
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selbe  Gebietstheilung  der  Fläche  F  wie  Yorlier.  Man  drückt  diese 
Eigenschaffc  der  Eintiieiliing  von  F  dadurch  aus,  dass  man  sagt,  die 
Theüung  sei  eine  reguläre. 

Die  Gebiete  (7)  sind  in  denjenigen  Ecken,  die  Doppelpunkte  nicht 
hyperbolischer  Substitutionen  sind,  wirklich  geschlossen,  um  Doppel- 
punkte hyperbolischer  Substitutionen  dagegen  winden  sich  dieselben 
im  Allgemeinen  bandförmig  herum,  ohne  dieselben  jemals  wirklich  zu 
erreichen. 

Wir  können  jetzt  auch  leicht  die  Beziehung  übersehen,  die 
zwischen  den  verschiedenen  Zerschneidungen  der  Fläche  T  entsprechen- 
den Bereichen  F^  besteht;  nehmen  wir  z.  B.  die  beiden  Bereiche  F^ 
und  Fq,  die  wir  im  Vorhergehenden  untersucht  hatten  (vergl.  Fig.  5). 

Der  Bereich  F^  geht  aus  F^  hervor,  indem  man  von  JP^  die  Theile 

abzieht  und  dagegen  den  Bereich 

(8)  i^iW-'K) 

hinzufügt     Dieser  letztere  Bereich  kann  nun  in   folgender  Weise  ein- 

getheilt  werden.    Ziehen  wir  die  Linie 

die  die  Punkte  Ä,,  X^_^^  verbindet,  femer  die  Linie 

die  die  Punkte  Äg,  X^^^  verbindet,  u.  s.  w     Dann  geht  der  Bereich 

(sJJ^)     aus    (s^'s^'s^) 
hervor  durch  die  Substitution  Ä~^'  der  Bereich 

(I2S3I3)     aus     «V^s) 
durch  die  Substitution  Ä~^Ä^^,  u.  s.  w.;  endlich  der  Bereich 

(^o-iSa-iK)    aus     (s;_js;_,5^) 
durch  die  Substitution 

Die  Bereiche 

zusammengenommen  büden  aber  den  Bereich  (8). 

Der  Bereich  F^  geht  also  aus  F^  dadurch  hervor,  dass  man  von 
Fq  gewisse  Theile  wegschneidet  und  dafür  Ebenenstücke,  die  aus  diesen 
weggeschnittenen  Theilen  durch  Substitutionen  der  Gmppe  d'  hervor- 
gehen, hinzufügt. 
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Deiiken  wir  uns  allgemein  einen  Theil  9?^  des  Bereiches  F^'^  sei  S 
eine  beliebige  Substitution  der  Gruppe  d-  und  F^  der  aus  F^  durch 
Anwendung  von  S  hervorgehende  Bereich;  ebenso  sei 

Bedeute  ferner  U  eine  bestimmte  Substitution  von  d;  und  sei 

Wir  wollen  dann  von  jedem  Bereiche  F^  das  Stück  cp^  abziehen  und 
statt  dessen  das  Stück  9?^    hinzufügen;  sei  dann 

Die  Gesammtheit  der  Bereiche  F,^'  wird  dann  auch  wieder  die  ganze 
Fläche  F  schlicht  und  lückenlos  bedecken,  d  h.  auch  die  so  entstehende 
Eintheilung  der  Fläche  kann  die  Theilung  durch  die  Bereiche  F^  voll- 
ständig ersetzen.  Wenn  der  Bereich  g}^  an  eine  (oder  mehrere)  der 
Seiten  von  F^  stösst,  und  wenn  der  Bereich  tp^  &n  eine  (oder  mehrere) 
der  Seiten  von  F^  —  g}^  von  aussen  angrenzt,  so  ist  offenbar  jeder  der 
Bereiche  FJ  ebenso  wie  F^^  selbst  ein  einfach  zusammenhängender; 
diese  Eigenschaft  der  Bereiche  F^'  ist  aber  keine  unumgänglich  er- 
forderliche, wenn  wir  auch  im  Folgenden  in  der  Regel  nur  so  be- 
schaffene Theilungen  der  Fläche  F  in's  Auge  fassen  werden. 

Mit  den  Bereichen  F,l  kann  man  nun  wieder  genau  ebenso  ver- 
fahren und  kann  auf  diese  Weise  von  der  ursprünglichen  Theilung  m 
die  Bereiche  F^^  zu  jeder  anderen  Theilung  der  Fläche  F,  die  der 
Differentialgleichung  oder  der  Gruppe  &  entspricht,  übergehen. 

Wir  sagen  von  einer  auf  die  angegebene  Art  vorgenommenen  Ab- 
änderung des  Bereiches  F^^  es  sei  eine  erlaubte  Abänderung,  und 
sprechen  den  Satz  aus: 

Jedem  Bereiche,  der  aus  F^  durch  erlaubte  Abänderungen 
hervorgeht,  entspricht  eine  reguläre  Theilung  der  Fläche  F 
in  Bereiche,  die  aus  dem  abgeänderten  Bereiche  durch  die 
Substitutionen  der  Gruppe  -O-  hervorgehen,  und  jede  solche 
Theilung  leistet  für  das  Studium  der  Gruppe  •9-  und  der 
Differentialgleichung  (Ag)  dasselbe,  wie  die  aus  dem  Be- 
reiche Fq  entspringende. 

Der  Bereich  F^'  geht  aus  F^^  durch  erlaubte  Abänderungen  hervor. 

Es  ist  nun  von  der  grössten  Wichtigkeit,  dass  wir  uns  darüber 
klar  werden,  dass  der  Bereich  F^  und  die  aus  demselben  entspringende 
Theilung  der  Fläche  F,  ja  dass  die  Natur  dieser  Fläche  selbst  ganz 
allein  von  der  projectiven  Gruppe  ö-  abhängt. 
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Was  zunäclist  die  Mäelie  F  betrifft,  so  wissen  wir  nacli  den 
Ergebnissen  des  zweiten  und  dritten  Kapitels,  dass  sowobl  die  Be- 
grenzung von  F  als  aucb  ibre  Windungspunkte  durch,  die  Gruppe 
%'  bestimmt  werden.  Denn  da  wir  das  Auftreten  scheinbar  singu- 
lärer  Stellen  für  die  Differentialgleichung  (Ag)  ausgeschlossen  haben, 
so  kann  sich  die  Function  x  von  rj  nur  an  solchen  Stellen  ver- 
zweigen, die  den  singulären  Punkten  a^,  a^,  •  ■  •  a^i^  entsprechen, 
d.  b.  nur  in  Doppelpunkten  von  Substitutionen  der  Gruppe,  und  in 
diesen  ist  auch  die  Art  der  Verzweigung  durch  die  betreffende  Sub- 
stitution voUkommen  bestimmt.  Für  den  Bereich  F^  sind  die  Ecken 
als  Doppelpunkte  gewisser  Substitutionen  von  ^,  die  Winkelsummen 
der  Cyklen,  die  diese  Ecken  bilden,  durch  die  Multiplicatoren  jener 
Substitutionen  bestimmt,  endlich  ist  die  Zuordnung  der  Seitenpaare 
von  Fq  auch  durch  jene  Substitutionen  gegeben. 

Wenn  wir  also  eine  zweite  von  (A^)  vei-schiedene  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung 

iK)  %  +  «,^  =  0 

haben,  die  der  Fuchs'schen  Classe  angehört,  keine  scheinbar  singu- 
lären Stellen  besitzt,  und  für  welche  ein  Integralquotient  g  existirt, 
dessen  Monodromiegruppe  auch  durch  die  Gruppe  %•  dargestellt  wird, 
so  würde  für  diese  Differentialgleichung  die  Fläche  F^  der  Bereich  F^ 
und  die  aus  demselben  entspringende  Theüung  dieser  Fläche  genau 
dieselbe  Bedeutung  haben  wie  für  die  Differentialgleichung  (Aj) 

Fassen  wir  nun  die  Eigenschaften  von  F  und  F^^  zusammen,  so 
können  wir  sagen: 

Auf  F  ist  die  unabhängige  Variable  der  Differentialgleichung  (A^) 
oder  (Ag')  eine  eindeutige  Function  des  Ortes.  Innerhalb  des  Be- 
reiches i^Q,  der  die  eindeutig  conforme  Abbüdimg  der  durch  die  Quer- 
schnitte \,\j  •  • '  Ifj  zerschnittenen  ic- Ebene  darstellt,  nimmt  die  Func- 
tion X  von  ri  und  ebenso  die  Function  ^  von  t,  jeden  Werth  einmal 
und  nur  einmal  an  und  verhält  sich  wie  eine  rationale  Function;  auf 
der  Begrenzung  von  F^  hat  sowohl  die  Function  x  von  y}  als  auch 
die  Function  |  von  t,  m  correspondirenden  Punkten  der  Seiten  s 
und  s^  gleiche  Werthe. 

Etwas  einfacher  lässt  sich  dies  noch  aussprechen,  wenn  wir  eine 
von  den  Herren  Klein  und  Poincare  eingeführte  Vorstellungs weise 
benutzen. 

Denken  wir  uns  nämheh  den  Bereich  F^  aus  der  Fläche  F  aus- 
geschnitten und  nehmen  wir  an,  dass  sich  die  Seiten  s^,  s^  (x=i,  2,     a) 
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von  Fq  durch  Biegung  und  Dehnung  so  defonmren  lassen,  dass  sie 
einander  vöUig  congruente  Curvenstücke  werden,  und  dass,  wenn  man 
nacli  der  Defonnation  s^  auf  s^  legt,  jeder  Punkt  von  s^  gerade  auf 
ieu  aus  diesem  Punkte  durch  die  Substitution  A^  hervorgehenden 
Punkt  von  s '  fällt.  Biegen  wir  dann  den  so  deformii"ten  Bereich  F^ 
ierai-t  zusammen,  dass  die  Seiten  s^,  s^  füi*  ;« =  1,  2,  •  •  <?  zur  Deckung 
iommen,  so  vereinigen  sich  diejenigen  Ecken,  die  zu  einem  Cyklus 
gehören,  zu  einem  Punkte,  und  F^  wird  eine  geschlossene  Fläche  F^^ 
üe  wir  uns  von  denjenigen  (a  -|-  1)  Punkten,  die  früher  Ecken  waren, 
jegrenzt  denken.  Diese  geschlossene  Fläche  ist  im  Sinne  der  Ana- 
ysis  Situs  (wie  sich  Riemann  ausdrückt)  der  Fläche  T,  die  aus  der 
;- Ebene  durch  Aussondening  der  Punkte  a^^  a^,  •  •  6»^  ,  ^  hervorgeht, 
-^öUig  aequivalent. 

Es  ist  dann  x  eine  eindeutige  Function  des  Ortes  auf 
ieser  geschlossenen  Fläche  F^  (darin  liegt  auch  schon  der  Aus- 
Iruck  dessen,  dass  x  in  correspondirendeu  Punkten  der  früheren  Seiten 
,s'  dieselben  Wei-the  annimmt),  die  sich  für  ieden  Punkt,  der 
nnerhalb  F^  liegt,  verhält  wie  eine  rationale  Function,  und 
ie  auf  dieser  Fläche  auch  jeden  Werth  nur  ein  einziges  Mal 
nnimmt      Genau  dasselbe  gilt  auch  von  |. 

Sei  nun  allgemein  3£  eine  Function  von  ->;,  die  auf  der  geschlossenen 
lache  F^  eindeutig  ist  und  sich  innerhalb  von  F^^  wie  eine  rationale 
unction  verhält.  Dann  ist  H  eine  eindeutige  Function  von  aj,  die  sich 
Lr  jeden  Werth  von  x  wie  eine  rationale  Function  verhält,  also  ist  3£ 
ne  rationale  Function  von  x  (vergl  für  eine  genauere  Ausführung 
3S  Beweises  die  analoge  Betrachtung  in  der  Nr  215) 

Nehmen  wir  also  in  den  beiden  Differentialgleichungen  (Ag),  (A^') 

^?  =  e, 
•  ist  I  rational  in  x  und  x  rational  in  |;  es  besteht  demnach  zwischen 
und  I  eine  Gleichung  von  der  Form 
)  aa;g  +  bfl;  +  cg  +  b  =  0, 

3  die  a,  B,  c,  b  Constanten  bedeuten. 

Wenn  die  Differentialgleichung  (Ag')  überdies  so  gewählt  ist,  dass 
X  ^1  =  1^    I  =  0,  für  f;  =  Ag   i  =  1  und  für  ri  =  A^_j_^    |  =  oo  ist, 
folgt  aus  (9) 

^  =  S, 
h.  die  Differentialgleichungen  (A^)  und  (A^')  sind  identisch. 
Wir  haben  also  das  Ergebniss: 

Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (AJ,  die  der 
ichs'schen    Classe   angehört,    keine    scheinbar    singulären 
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Stellen  tat,  und  für  "welche  drei  der  (wirklici.)  singnlären 
Stelleu  in  die  Punkte  0,  1,  oo  fallen,  ist  durch  Angabe  der 
projectiven  Monodromiegrupppe  &  ihrer  Integralquotienten 
vollkommen  und  eindeutig  hestimmt  Es  sind  also  die  in  den 
Coefficienten  von  (^Ag)  auftretenden  constanten  Parameter 
eindeutige  Functionen  der  Parameter 
(10)  «,,   «3,  ...  a^,     N  =  3(y-3, 

von  denen  die  Gruppe  &  wesentlich  abhängt. 

211.  Fall  realer  'Wurzeln  der  determinlrenden  Fundamentalglei- 
ohungen.  Geometrisclie  DarBteUuog  der  Parameter  der  Gruppe. 
Bestimmung;  der  Diiferentialgleiobung,  wenn  die  Gruppe  gegeben  ist. 
Fundamentalbereioli.  EigensclLaften  der  die  Gruppe  zulassenden 
Functionen.     Foi^setzung. 

Der  Bereich  JP^  ist,  wenn  wir  von  erlaubten  Abänderungen  ab- 
sehen, durch  die  Gruppe  9-  und  diese  auch  umgekehrt  durch  den  Be- 
reich Fq  vollkommen  bestimmt,  da  ja  die  Substitutionen,  welche  die 
Seitenpaare  s^,  sj  von  F^  in  einander  überführen,  eine  Basis  der 
Gruppe  &  ausmachen.  Der  Bereich  F^  hängt  also  wesentlich  von  genau 
ebenso  vielen  Parametern  ab  wie  die  Gruppe  -Q-,  d.  h  von  den  3<y  —  3 
Parametern  (10).  Diese  Parameter  treten  in  dem  allgemeinen  Falle, 
den  wir  bisher  betrachtet  haben,  nicht  deuthch  in  Evidenz,  und  es 
bietet  bis  jetzt  noch  nicht  vöUig  überwundene  Schwierigkeiten  dar,  die 
Abhängigkeit  des  Bereiches  F^  von  den  Parametern  der  Gruppe  -9- 
ganz  allgemein  festzustellen.  In  einem  besonders  wichtigen  Special- 
falle lässt  sich  jedoch  diese  Abhängigkeit  in  völlig  befriedigender  Weise 
darlegen,  in  dem  Falle  nämlich: 

wo  die  Grössen  d^  reale  Zahlen  sind. 

Wir  wollen  diesen  Fall  jetzt  genauer  untersuchen,  setzen  also 
voraus,  dass  in  der  Differentialgleichung  (A^)  die  Differenzen  der 
Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichungen  reale  (nicht 
negative)  Zahlen  sind,  oder,  was  dasselbe  heisst,  dass  sich  unter  den 
Substitutionen 

nur   elliptische   und  parabolische,   dagegen  keine   hyperbolischen  und 
loxodromischen  befinden. 

Wir  behaupten  dann:  Durch  Angabe  der  26  Ecken 

und  der  zu  den  (ff -{-  1)  Cyklen  gehörigen  Winkelsummen  ist 
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der  Bereich  F^^  und  damit  die  Gruppe  %•  vollkommen  und  ein- 
deutig bestimmt. 

In  der  That    kennen    wir    dui-ch    die   tf  +  1   Winkelsummen   für 
jede  der  Substitutionen  Ä^,  A^,        Ä^,  Ä^,^  den  MultipHcator 

(11)  ^^==^2«*^,         ^^^^^^^     ^^^j^ 

falls  dieselbe  elliptiscli  ist,  oder  wu-  wissen,  falls  die  betreffende  Winkel- 
summe KTull  beträgt,  dass  die  zugehörige  Substitution  parabolisch  ist 
Femer  kennen  wir  von  jeder  jener  ff  -f- 1  Substitutionen  einen  Doppel- 
punkt, und  endlich  wissen  wir,  dass 

(12)  K+l'^  -^i^a+i}       K  +  l'^^iK+u''     'K+i^^-^aK+l 

ist.  Wenn  also  z  B.  Ä^  eine  elliptische  Substitution  wäre,  so  hätten 
wii'  die  Gleichungen 


in  denen  A^,  K^,  A^_|_^,  A^_|_^  bekannt,  dagegen  ^^,  L^  unbekannt  sind. 
Berechnet  man  aus  beiden  Q-leichungen  A^r},  so  müssen  die  beiden  so 
gefundenen  Ausdi*ücke  für  jeden  Werth  von  yj  übereinstimmen;  hieraus 
findet  man  durch  einfache  Rechnung 

damit  ist  also  A^  bestimmt     Wäre  A^^  eine  parabohsche  Substitution 

1        ^      1        . 
A^rj-Xj^         7j-^,  ■T"5'i' 

so  ergäbe  sich,  indem  man  tj  =  A^_j_j,  also  Aj^rj  =  A^_|_j  setzt, 

1 1 

^       ^ff+i~^i       ^ff+i~^i 
Aehnlich  bestimmen  sich  die  A^,  A^,    •  •  A^j^^ 

Zufolge  der  G-leichung  (1)  besteht  zwischen  den  3tf  -|-  1  Grössen 

(14)  Aj,  Kf  ■  ■  •  K'^  K+v  '^ff+i?  *  •  ■  ^^+1  *'  ^'  -^2?  •  •  •  K+i 
noch  eine  Beziehung,  so  dass  also  nur  3  ff  derselben  willkürlich  sind. 
Diese  3  ff  Grössen  können  dann  als  die  Parameter  der  Gruppe  &•  an- 
gesehen werden-,  durch  die  WiUkürhchkeit  des  Integralquotienten  tj 
cehen  dann  noch  drei  dieser  Grössen  ab,  man  kann  z  B.  drei  der 
A  A  -  ■•  A  in  willkürlich  gewählte  feste  Punkte  legen,  so  dass  in 
der  That  genau  3  ff  — 3  wesenthche  Parameter  übrig  bleiben. 


320  XI    Formulirung  der  Umkehrprobleme    Kapitel  5 

Die  iu  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (Ag)  auftretenden 
Gonstauten  sind  also  eindeutige  Functionen  der  Grössen  (14)5  diese 
eindeutigen  Functionen  spielen  füi*  die  Differentialgleichung  (Ag)  eine 
ähnliche  Rolle,  wie  die  in  der  Nr.  206  (S  298)  erwähnte  Modulfanc- 
tion  für  ein  elliptisches  Integral  erster  Gattung 

Es  entsteht  nun  die  umgekehi-te  Frage,  ob  man  auch  stets  eine 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  von  der  für  (A^)  vorausgesetzten 
Beschaffenheit  finden  kann,  falls  man  den  Grössen  (14)  mit  den  Be- 
dingungen des  Problems  verträgliche,  sonst  aber  willkürliche  Werthe 
beilegt,  d  h.  mit  andern  Worten,  wenn  man  den  Bereich  F^  oder  die 
Gruppe  &  irgendwie  vorschreibt 

Denken  wir  uns  also,  es  sei  ein  Bereich  F^  gegeben,  der  von  2tf 
einen  zusammenhängenden  Curvenzug  bildenden  Seiten 

^1?   ^1;   ^2'   *2?    '   "       ®ffJ   ^a 

!  begrenzt  wird     Diese  6  Seitenpaare   mögen   durch   gewisse    gegebene 

Substitutionen  A^,  A^,  •  •    J.^,  die  wir  als  elliptische  oder  parabolische 
voraussetzen,  iu  einander  transformirt  werden,  und  der  Schnittpunkt  X 
der  Seiten  s    und 

,,  s^=A^s^        (x  =  i,a,    .(7) 

i  sei  ein  Doppelpunkt  von  A^,  und  zwar  wenn  die  Substitution  A    eine 

elliptische  ist,  derjenige,   der  bei  der  canonischen  Form  (5)    von  A 
'■'  im  Zähler  auftritt,  falls 

0<^  <1 

ist.    Ebenso  sei  der  Schnittpunkt  X^       von  s^  und  s^  ein  Doppelpunkt 
.  ;  der  Substitution 

'i,  dann  sind  die  Schnittpunkte  lf_^^  von  s^  und  s^  aus  X^,^  durch  die 

Substitutionen  A^A^     -  A^  transformii-t, 

und  die  im  Satze  11  (Nr.  210,  S  310)  vorgesehenen  Bedingungen  für 
die  Winkelsummen  der  Cyklen 

sind  erfüllt     Wir   nennen   einen   solchen  Bereich  F^  oder  einen  aus 
demselben  durch  erlaubte  Abänderung  hervorgehenden,  (wobei   wir  die 
' .  Abänderungen  stets  so  einrichten  wollen,  dass  der  abgeändeiie  Bereich 

auch  ein  zusammenhängender  ist),  oder  endlich  einen  aus  diesem  Be- 
reiche dui-ch  Anwendung  einer  beHebigen  Substitution  der  aus  den 
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ala  Basis  gebildeten  Grmppe  &  entstehenden^  nach  Herrn  Klein  einen 
Fundamentalbereicli,  wobl  aucb  ein  Fundamentalpolygon  der 
Gruppe  d"  (Polygon  generateur  bei  Herrn  Poincarö). 

Wir  fragen  nach  Functionen  3£  von  rj,  die  sich  mnerhalb  des 
Bereiches  F^  "wie  rationale  Functionen  verhalten,  d.  h.  für  welche  eine 
rationale  Function  von  rj  so  angegeben  werden  kann,  dass  die  Differenz 
von  26  und  dieser  rationalen  Function  innerhalb  F^  sich  wie  eine  ganze 
Function  verhält,  und  die  in  correspondirenden  Punkten  der  Seiten  s^,  s^ 
von  F^  für  x  ==  1,  2,  •  •  •  6  dieselben  Werthe  annehmen,  oder,  was 
dasselbe  heisst,  die  auf  der  aus  F^  durch  Zusammenbiegen  gebildeten 
geschlossenen  Fläche  F^^  eindeutig  sind.' 

Denken  wir  uns,  die  Existenz  dieser  Functionen  sei  bewiesen;  sei 
3£  eine  solche  Function.  Dann  kennen  wir  3£  zunächst  nur  innerhalb 
des  Bereiches  F^.  Construiren  wir  die  Abbildungen  des  Polygons  F^ 
];uittelst  aller  Substitutionen  der  Gruppe  &•,  so  werden  dieselben  eine 
gewisse,  die  i^- Ebene  oder  einen  Theil  derselben  einfach  oder  mehrfach 
überdeckende  Fläche  F  schlicht  und  lückenlos  erfüllen.  Wu-  versuchen 
zunächst  die  innerhalb  F^  definirte  Function  3£  in  den  mit  F^  längs 
der  Seite  sj  zusammenhängenden  Bereich 

fortzusetzen. 

Bedeutet  rj^  eine  Stelle  der  Seite  s^',  die  keine  Ecke  ist,  so  ent- 
spricht derselben  auf  der  geschlossenen  Fläche  F^  ein  Punkt,  der  nicht 
zui-  Begrenzung  von  F^  gehöi-t,  in  dessen  Umgebung  sich  die  Function 
de  folglich  wie  eine  rationale  Function  verhält  Wir  können  offenbar 
ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken  annehmen,  i^^  sei  auch  keine 
Unendlichkeitsstelle  für  unsere  Function,  dann  liegen  auch  in  einer 
gewissen  Umgebung  von  r}^  keine  Unendlichkeitsstellen  von  SE;  wenn 
wii'  also  einen  innerhalb  von  F^  gelegenen  Punkt  7]^^  in  hinreichender 
Nähe  von  rj^  betrachten,  in  dessen  Umgebung  sich  die  Function  3£ 
regulär  verhält,  und  wir  entwickeln  3£  in  der  Umgebung  von  rj^ 

(15)  X(^)  =  5ß(^|^^)^ 

so  reicht  der  Convergenzki-eis  dieser  Entwickelung  jedenfalls  über  den 
Bereich  F^  hinaus,  d.  h  es  hegt  ein  durch  ein  endliches  Stück  s  '  der 
Seite  s '  begrenzter  Theil  dieser  Kreisfläche  im  Bereiche  F .  Con- 
struiren  wir  uns  die  Abbildung  dieses  Theües  des  Convergenzbezirkes 
der  Reihe  (15)  vermittelst  der  Substitution  -4.~\,  so  hegt  diese  Abbil- 
dung q)  innerhalb  F^  und  hat  mit  der  Seite  s    das  Stück 

Sobleaingor,  Difforantialgleiolmugeii     II  21 
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gemein     Für  alle  Punkte  ^  von   93  verhält  sich  die  Function  3£  wie 
\  eine  rationale  Function,  dag  Q-leiche  gilt  von  der  durch  die  Gleichung 

(15)  defimrten  Function 

Für  alle  Punkte  ^  des  endlichen  Stückes  s^  der  Seite  s^  haben  aber 
'  ,  zufolge  der  über  die  Function  3£  gemachten  Voraussetzung  die  beiden 

Ausdrücke 

:  m)  ^nd   UA^M 

denselben  Werth,  sie  müssen  folglich  für  alle  Punkte  von  cp  überein- 
stimmen.    D   h    die   durch   die    Gleichung   (15)    definirte    analytische 

'  ,  Fortsetzung  der  Function  26  hat  für  Punkte  1^  innerhalb  des  dem  Be- 

reiche F  angehörigen  Theiles  des  Convergrenzbezirkes  der  Reihe  (15) 
dieselben  Wei-the,  wie  die  Function  3£  in  den  durch  die  Substitution 
Ä~    aus  diesen  Punkten  hervorgehenden  Punkten  ^  des  Bereiches  93 

1;  Durch  weitere  analytische  Fortsetzung  zeigt  man  ebenso,  dass  die 

Function  36  für  alle  Punkte  von  F^  dieselben  Werthe  annimmt,  wie  in 

'i  den  durch  die  Substitution  Ä~^   correspondirenden  Punkten  von  J'^; 

allgemein  kann  man  sagen: 

M  Die  Function  3E  lasst  sich  über  die  ganze  Fläche  F  hin  analytisch 

I  1  fortsetzen  und  sie  nimmt  in  einem  Punkte  ri  von  F,  der  dem  Bereiciie 

1  F  ==  SF 

■  WO  S  eine  Substitution  von  &  bedeutet,  angehöi-t,  denselben  Werth  an, 

■1  wie  in  dem  coiTCspondirenden  Punkte 

■'.  des  Bereiches  F^. 

;[',;  Die  Function  3£  verhält  sich  also  auf  der  ganzen  Fläcbe 

[!)\  F  wie  eine  rationale  Function  und  bleibt  bei  den  Substitu- 

i,',  tionen  der  Gruppe  &  ungeändert;  dagegen  wird  sich  dieselbe 

;  ,'  über  die  Begrenzung  der  Fläche  F  hinweg  nicht  analytisch 

J'i  fortsetzen  lassen,  so  dass  also,  wenn  F  z.  B.  nicht  die  ganze 

ly-Ebene  überdeckt,   der  Existenzbereich  der  Function  3:   oni 

beschränkter  ist. 


'I',' 


K'i 


Sechstes  Kapitel. 

212.   Methode  von  Schwarz  und  Carl  Neumann.    Foisson'sches 
Integral  imd  altemirendes  Verfahren. 

Die  m  der  vorigen  Nummer  betrachtete  E\inction  2c  kann  im  All- 
gemeinen innerhalb  des  Fundamentalbereiches  F^  jeden  Werth  öfter 
als  einmal  annehmen;  wir  wollen  uns  zunächst  die  Aufgabe  stellen, 
die  Existenz  einer  auf  F^  eindeutigen  Function  0  von  ??  nachzuweisen, 
die  innerhalb  F^  jeden  Werth  nur  ein  einziges  Mal  annimmt,  also 
innerhalb  F^  auch  nui-  einmal  (von  erster  Ordnung)  unendlich  wird. 
Sei  VI  =  71     diese  Unendlichkeitsstelle. 

Nach  dem  Vorgange  des  Herrn  Klein  liefern  wir  diesen  Existenz 
beweis  nach  denselben  Principien,  mit  Hülfe  deren  die  Herren  Carl 
Neumann  und  H.  A.  Schwarz  den  Beweis  für  die  Riemann'schen 
Existenztheoreme,  welche  die  ö-rundlage  von  Riemann's  Theorie  der 
Abel 'sehen  Functionen  bilden,  geliefert  haben. 

Wir  akizziren  zunächst  kurz  das  Wesen  dieser  Principien. 

Wenn  man  in  der  Function 

1er  complexen  Variabein 

VI  =  u  -{-  vi 

len  realen  Theil  und  Coefficienten  von  i  gesondei-t  als  Functionen  der 

■ealen  Veiünderlichen  m,  v  betrachtet, 

g  =  tp{ujv)-^  iip  (m,  v), 

0  genügen  bekanntlich  95  und  ip  der  partiellen  Differentialgleichung 

nd  man  hat 

II)  ^(u,v)=f{-^^du  +  l^dv), 

D  dass  also  ip  (u,  v),  abgesehen  von  einer  Constanten,  bestimmt  ist, 
»■enn  man  cp(u^v)  kennt.  Man  nennt  cp  und  f  complementäre 
lösungen  der  Differentialgleichung  (I). 

21* 
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Sei  in  der  Ebene  der  complexen  Variabeln  ly  oder  in  einer  über 
dieser  Ebene  ausgebreiteten  Riemann'sclien  Fläche  ein  von  einer  Curve 
©^  begi-enzter  Bereich  (S  gegeben,  so  lautet  das  Riemann'sche  Enstenz- 
theorem,  soweit  wir  hier  von  demselben  Grebrauch  zu  machen  haben, 
wie  folgt: 

Man  kann  eine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  (I) 
finden,  die  auf  der  Begrenzung  (£  eine  vorgeschriebene  stetige  Folge 
von  Wei-then  anmmmt,  innerhalb  (£  in  vorgeschriebener  Weise  unstetig 
oder  unendlich  wird,  sonst  aber  allenthalben  im  Innern  von  ©  eindeutig, 
endlich  und  stetig  ist. 

An  Stelle  des  von  Riemann  versuchten,  auf  das  sogenannte 
Dirichlet'sche  Princip  gegründeten  Beweises,  haben  die  Herren 
Schwarz  imd  Neumann  einen  Beweis  dieses  Theorems  gegeben,  der 
auf  zwei  Sätzen  beruht 

Der  erste  dieser  Sätze  rührt  von  Poisson  her  und  lehrt,  dass  das 
Integral 

2ä  2  3 

ü 
worin 

cos  y  =  cos  (cp  —  0) ,     u  =  Q  cos  9? ,     v  =  q  sin  cp 

zu  nehmen  ist,  eine  Function 

der  beiden  realen  Variabein  u,  v  darstellt,  die  innerhalb  des  Kreises 

2     I        3  -7)3 

eindeutig,  endlich  und  stetig  ist,  die  partielle  Differentialgleichung  (I) 
befriedigt,  und  die  auf  der  Peripherie  dieses  Kreises  die  vorgeschriebenen 
stetigen  Werthe 

f{B,(p),  (0<;q)<2Ä) 

annimmt. 

Der  zweite  Satz  lehrt,  dass,  wenn  die  Aufgabe,  eine  Function  zu 
bestimmen,  die  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  eindeutig,  endlich  und 
stetig  ist,  die  Differentialgleichung  (!)  befi-iedigt  und  auf  der  Begrenzung 
stetig  vorgeschriebene  Werthe  annimmt,  für  zwei  Bereiche  5^,  B^  ge- 
löst ist,  welche  em  gewisses  Flächenstück  b  gemein  haben,  dieselbe 
Aufgabe  auch  stets  gelöst  werden  kann  für  den  Bereich 

der,  wie  sich  Herr  Neumann  ausdrückt,  durch  Verschmelzung  der 
beiden  Bereiche  J5^,  B.^  entsteht. 
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Den  Beweis  dieses  zweiten  Satzes  liefera  die  Herren  Schwarz 
und  Neumann  durch  das  sogenannte  alternirende  Verfahren,  welches 
im  Folgenden  besteht. 

Bezeichnen  wir  die 
Begrenzung  des  Berei- 
ches B^  durch  ©^  +  Sg  ^ 
die  des  Bereiches  B^ 
durch  ©2  +  ©4 ,  so  dass 
die  Begrenzung  des 
B^f  B^  gemeinsamen 
Stückes  h  durch  ©3+6^^ 
gegeben  wird  (vergl. 
Fig.  6),  so  handelt  es 
sich  darum,  eme  Func- 
tion F(u,  v)  zu  finden, 
die  der  partiellen  Differentialgleichung  genügt,  innerhalb  des  Bereiches 

B^-^B,-d  =  B 

eindeutig,  endlich,  stetig  ist  und  auf  der  Begi-enzung  von  B,  d.  h.  auf 
®j  und  ©3,  die  vorgeschriebene  stetige  Werthenfolge 

i^(®J,    beziehungsweise  F((E^ 

annimmt.  Wir  sagen  kurz  von  emer  Function,  die  innerhalb  eines 
Bereiches  die  Grleichung  (I)  befriedigt  und  eindeutig,  endlicb,  stetig  ist, 
sie  sei  eine  Potential function  für  diesen  Bereich. 

Wir  denken  uns  dann  zunächst  für  den  Bereich  B^  eine  Potential- 
function  F^  construirt,  die  längs  S^  die  Werthe  F(jE^)  und  längs  ©^ 
die  sich  in  den  Pimkten  a  und  /3,  wo  Sy  mit  (5^  zusammenstösst,  an 
die  Werthe  i^(S^)  stetig  anschliessende,  aber  sonst  willkürlich  vor- 
geschriebene stetige  Werthenfolge 

annimmt.     Es  muss  also  nur 

limj;((53)  =  limJ^((£J, 

a  cc 

limi^,(S;„)  =  Hmi?'((S,) 
/^  (* 

sein,  im  Uebrigen  ist  die  stetige  Werthenfolge  F^(ß^)  ganz  behebig  Die 
Auffindung  der  Function  F^  ist  zufolge  der  Voraussetzung,  dass  die 
Aufgabe  für  den  Bereich  B^  lösbar  sei,  möglich.  Die  Werthe  dieser 
Function  F^  längs  ß^  seien  F^(ßJ,  dann  ist 


limJP/e,)  =  HmJP^(©3) 


limine©,), 
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also,  da  die  Randwerthe  jP'(Sj),  F{^^)  auch,  eine  stetige  Folge  bilden 
sollen,  d.  lt. 

a  et 

ist,  audi 

iinij;(ß;j==nm_F((£.) 

a.  et 

und  ebenso 

/*  1^ 

Wir  können  also  für  3^  eine  Potentialfanction  I^^  construiren,  die  auf 
©2  die  Werthe  i^(®g),  auf  ©^  die  Werthe  i^i(ej  annimmt.  Dann 
ist  wieder 

iimj^3(e:3)  =  iimi^(ej, 

limJ^,(e3)  =  limi^(S:^), 

es  lässt  sieb  folglich  für  den  Bereich.  J?^  eine  Potentialfunction  F^ 
finden,  die  längs  ©^  die  Wei-the  i^(S^)  und  längs  Sj,  die  Werthe 
i^g((£g)  annimmt.  Wir  bilden  dann  wieder  eine  Potentialfunction  F^ 
für  .Sg,  die  längs  Sg  die  Werthe  F(ß^)  und  längs  ©^  die  sich  an 
dieselben  stetig  anschliessenden  Wei-tiie  JP'^(^^)  annimmt,  und  fahren 
so  fort 

Es  ergiebt  sieb  auf  diese  Weise  eine  Folge  von  Potentialfunctionen 
F    F    F 

■*-l?   -^S>   -^B'    •  •  * 

für  JB^  und  eine  Reibe  ebensolcher  Functionen 

F    F    F 

2?        4?        6? 

für  Sg,  und  man  beweist  nun,  dass  sieb  jede  dieser  beiden  Folgen  einer 
bestimmten  Grenzfimction  annähert;  sei 

limJ,.      =F". 

X==a3 

Dann  ist  F'  innerhalb  B^,  F"  innerhalb  JB^  definirt,  beide  Functionen 
existiren  folglich  innerhalb  & ;  man  zeigt,  dass  dieselben  für  jeden  Punkt 
von  6  übereinstimmen  und  dass  sie  innerhalb  der  Bereiche,  wo  sie 
definirt  sind,  Potentialfiinctionen  darstellen.  Es  ist  folglich  F'  die 
Fortsetzung  von  F"  und  diese  beiden  Functionen  zusammen  genommen 
stellen  das  gesuchte  Potential  F  innerhalb  JB  dar. 

Dasselbe  Yerfabren  führt  auch  zum  Ziele,  wenn  die  beiden  Be- 
reiche JB^j  jB^  eine  gürtelförmige  Zone  mit  einander  gemein  haben; 
Herr  Carl  Neumann  spricht  dann  von  einer  gürtelförmigen  Ver- 
schmelzung. 


213,    Construction  kreisförmiger  Bereiche.  327 

Auf  Grund  dieser  beiden  Sätze  lässt  sich  die  Aufgabe,  ein  Potential 
zu  finden,  welches  auf  der  Begrenzung  vorgeschriebene  Werthe  an- 
nimmt, für  jeden  durch  Verschmelzung  einer  endlichen  Anzahl  von 
Kreisflächen  entstandenen  Bereich  lösen. 


213.    Construction  kreisförmiger  Bereiche  imi  die  Ecken  des 
gegebenen  Fnndamentalbereiches. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  unserem  Bereiche  F^. 
Wenn    wir    uns    denselben    durch    Zusammenbiegen    in    die    ge- 
schlossene Fläche  F^  verwandelt  denken,  die  durch  die  (j  -(-  1  Punkte 

begrenzt  wird,  die  den  Punkten 

K,  K,  •    •  K   ^"i<l    K+v  K+i^  •  •  •  ^^a+x 
entsprechen,  so  muss  eine  Function 

9)(m,  v) 
gefunden  werden,  die  auf  dieser  Fläche  allenthalben  emdeutig  ist,  der 
partiellen  Differentialgleichung  (I)  genügt  und  nur  an  einer  Stelle  m 
bestimmter  Weise  unendlich  ■v^^i^d.     Setzen  wir  nämlich 

1?  —  ''?oo  =  ^e     y 
so  soU  die  Function 

0  =  (p  -\-  itp 

für  ri  =  71^  z,  B.  so  imendlich  werden,  wie 

also  g)(MJ,  v)  so,  wie 

(16)  °°'  ® 


=  —  (cos  0  —  *  sm  @) , 


r 


Für  den  Bereich  F^^  selbst  handelt  es  sich  also  darum,  eine 
Lösung  (p{u,v)  der  partiellen  Differentialgleichung  (I)  zu 
finden,  die  in  correspondirenden  Punkten  der  Seitenpaare 
s  .  s'  denselben  Werth  annimmt,  an  der  vorgeschriebenen 
stelle  'q^  wie  der  Ausdruck  (16)  unendlich  wird,  sonst  inner- 
halb F^  allenthalben  eindeutig,  endlich,  stetig  ist,  und  für 
welche  die  complementäre  Function 


^  K  ^)  =  J(-|^  ^w  +  fl  ^^) 


ebenfalls  m  correspondirenden  Punkten  von  s^  und  sj  gleiche 
Werthe  besitzt. 
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Sei  zunächst  A^  der  Doppelpunkt  einer  elliptischen  Substitution 

dann  wissen  wir,  daas  die  Bahncui'ven,  d.  h.  die  Kreise 

n  —  K 


=  const 

durch  die  Substitution  Ä  in  sich  selbst  ti*ansformirt  werden  (Nr,  200, 
S  271)  Ist  A^  der  Doppelpunkt  einer  parabolischen  Substitution 
Ä^,  also 


ÄiTJ   —   Xf  7)   —  X; 

und  setzen  wir 

80  werden  die  geraden  Linien  der  g- Ebene 

v—v^  =  (u'  —  u'^)  tang  Arg  y^, 

wo  Vq,  u^  irgend  ein  reales  Werthepaar  bedeutet,  durch  die  Sub- 
stitution Äj  in  sich  selbst  transformirt.  Diesen  geraden  Linien  ent 
sprechen  in  der  i; -Ebene  Kreise,  die  einander  im  Punkte  ri  =  X^ 
berühren;  diese  Kreise  stellen  die  Bahncurven  der  parabolischen  Sub- 
stitution Ä^  dar,  d  h.  jeder  Punkt  eines  solchen  Kreises  wird  durcli 
die  Substitution  Ä^  in  einen  Punkt  eben  desselben  Kreises  transformu't 
Wir  denken  uns  nun  um  jeden  der  Punkte 
Aj,  Ag,  ...  A^ 

eine  Bahncurve  der  entsprechenden  Substitution  gelegt;  für  diejenigen 
Punkte,  die  Doppelpunkte  parabolischer  Substitutionen  sind,  geht  die 
betreffende  Bahncurve  durch  den  Punkt  selbst  hmdui-ch.  Diese  Bahn- 
ciuren  richten  wii*  so  ein,  dass  sie  einander  mcht  schneiden  und  be- 
zeichnen sie  durch  Jc^,  \,  ...  h^. 

Nehmen  wir  den  Sector  des  Kreises  Jo^,  der  ganz  innerhalb  F 
liegt,  also  von  Jc^,  s^,  s'^  begrenzt  wird,  und  bilden  denselben  durch 
die  Function 

beziehungsweise 

2rf<        1 

je  nachdem  A^  eine  elliptische  oder  parabolische  Substitution  ist,  auf 
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eine  g-Ebene  ab,  so  erKalten  wir  in  der  §-Ebene  einen  Kreis  K  mit 
dem  Mittelpunkte  &  =  0,  dessen  ganze  Peripherie  dem  zwischen  s^ 
und  s'^  innerhalb  F^  gelegenen  Bogen  des  Kreises  /c^  entspricht;  ferner 
entspricht  den  Schnittpunkten  (7ß^,  sj  und  (k^,  s^)  ein  und  derselbe 
Punkt  s  der  Peripherie  von  K,  und  endlich  den  beiden  innerhalb  li^ 
gelegenen  Stücken  von  s^  und  s'^  (die  ja,  weil  7c^  Bahncurve  von  A^ 
ist,  durch  die  Substitution  A^  aus  einander  hervorgehen)  eine  vom  Punkte 
S  =  0  nach  %=  s  hin  gelegte,  ganz  innerhalb  \  verlaufende  Curve. 
Wir  können  also  eine  Potentialftmction  finden,  die  auf  der  Peripherie 
von  li^  vorgeschriebene  Werthe  annimmt  und  innerhalb  li,  eindeutig, 
endlich  und  stetig  ist  (stetig  auch  bei  Ueberschreitimg  der  Curve  (0,  s)). 
Diese  Potentialfunction  hat  dann  als  Function  von  m,  v  die  Eigenschaft, 
eine  innerhalb  des  Sectors  (7c  ,  s  ,  s')  definirte  Potentialfunction  zu 
sein,  die  in  correspondirenden  Punkten  der  beiden  den  Seiten  s^,  s^  an- 


Blg  7 


gehörigen  Begrenzungsstücke  gleiche  Werthe  annimmt,  und  deren  Werthe 
auf  dem  li^  angehörigen  Begrenzungsstücke  willkürlich  vorgeschrieben 
werden  können  (m  den  Punkten  Qc^j  s^  und  (7c^,  s'^  müssen  diese  vor- 
geschriebenen Werthe  jedoch  übereinstimmen).  Die  zu  dieser  Potential- 
function complementäre  (durch  eine  Gleichung  von  der  Form  (ü)  de- 
finirte) Function  kann  dann  so  eingerichtet  werden,  dass  auch  sie  in 
correspondirenden  Punkten  der  den  Seiten  s^,  s'^  angehörigen  Begren- 
zungsstücke gleiche  Werthe  annimmt. 

Wir  beschreiben  nun  um  A^ ,  ^  herum  (beziehungsweise  durch 
l^,^,  wenn  A^,^  eine  parabolische  Substitution  ist)  eine  Bahncurve 
^^a+i  ^^^  '^ff+i  ^^^  oonstruiren  deren  Abbildungen 
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die  dann  Bahncurven  der  Substitutionen 

sind,  also  die  Punkte  k^^\^  m  derselben  Weise  umgeben,  wie  7c^_^j   den 
Punkt  A   ,  , .     Sei  dann 


i'g     Ä^  Sg     Ä^  Ä^  Sg   , 

^3  ==  A      ^3      *8  =  ^1      ^2      ^8      ^fl'j 


ff  12  ff — 1    ff  ff+1     ff' 

SO  geben  die  Curvenstücke  Sg,  Sg,  •  -5^  von  ^„,^  aus  und  verlaufen 
ausserhalb  des  Bereiches  F^.  Der  KJreis  7c^  ,^  zerfällt  dann  m  (tf -j-  1) 
Sectoren,  die  "wir  durch  ihre  in  Parenthesen  geschriebenen  Begrenziings- 
stücke  bezeichnen;  von  diesen  Sectoren  liegt  Qc^.^^  s^,  s'^)  innerhalb 
i^(,;  ferner  ist 

A+iJ  h}  y  =  A    (^ff+iJ  ^i>  ^'a)? 


und  die  Winkelsumme 

^(C  «i)  +  ^(^1,  Sa)  +  ^(^2;  ^3)  +  ••    +  ^(^ff-x;  ^ff)  =  "^(«;„  O 

beträgt  (vergl  Nr.  209,  S  309)  absolut  genommen  27td.^  oder  Null, 
je  nachdem  -^g,^  eine  elliptische  oder  parabolische  Substitution  ist. 
Im  ersteren  Falle  bilden  wir  den  Sector 

(K+x>  ^ff;  O 
durch  die  Function 

1 

^ff+i 


5  =  (!Li:Wi) 


im  letzteren  Falle  durch  die  Function 

2rff  1 

(■  __  p    ^0+1  '?~'^ffH-i 

auf  eine  g-Ebene  ab;  dann  entspricht  diesem  Sector  ein  um  §;  =  0  als 
Mittelpunkt  beschriebener  Vollkreis  K,  und  zwar  dem  zur  Begrenzung 
gehörigen  Bogen  von  Ä^_^^,  die  Peripherie  von  K,  den  zur  Begrenzung 
gehörigen  Stücken  von  s^,  s'^  ein  von  1=0  nach  einem  bestimmten 
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Punkte  der  Kreisperiphene  K  hin  gezogener  Schnitt  Constniiren  wir 
eine  Potentialfunction  für  K,  die  auf  der  Peripherie  dieses  Kreises 
eine  vorgeschriebene  stetige  Werthenfolge  besitzt,  so  ist  diese  Function, 
als  Function  der  Coordinaten  u,  v  eines  innerhalb  F^  gelegenen  Punktes 
aufgefasst,  eine  Potentialfunction,  die  innerhalb  der  d  Sectoren 

(")     (K+u  "i-  K),  (K+i,  s„  <),  •  •  ■  {k':+^\  \,  K-.) 

eindeutig,  endlich  und  stetig  ist,  m  correspoudirenden  Punkten  der  den 
Seitenpaaren 

(18)  s„  s;;  Sg,  Sg';    . .  s^,  s; 

angehörigen  Begrenzungsstücke  gleiche  Werthe  annimmt  und  auf  den 
den  Kreisen 

%+l}     \+l>  '"(T  +  l 

angehörigen  Begrßnzungsstücken  in  eine  willküj'lich  vorgeschriebene 
stetige  Werthenfolge  übergeht.  Diese  Stetigkeit  ist  dann  auch  wieder 
so  zu  verstehen,  dass  m  den  Punkten  (]i„,j^,  sj  und  {Ji^i^,  s^), 
(K+v  h)  ^^^  K+i;  «2);  •  •  Ä7i^  O  "^d  (7c^^„  s;)  die  vor- 
geschriebeneu Werthe  übereinstimmen  Die  complementäre  Potential- 
function kann  dann  auch  so  eingerichtet  werden,  dass  ihre  Werthe  in 
correspoudirenden  Punkten  der  Seitenpaare  (18)  übereinstimmen 
Wir  können  uns  die  Kreise 

(19)  \,]c„..    k„,  K+„K+u--    *?+i' 

so  eingerichtet  denken,  dass  nicht  nur  die  7c^,  ZCg,  •  Jc^,  sondern  auch 
die  /;;„,,,  7cl,i,  ••■  /^fT.  einander  nicht  schneiden:  die  letztere  Vor- 
aussetzung  hat  der  Betrachtung,  die  auf  die  Herstellnng  einer  Potential- 
function für  die  Sectoren  (17)  hinzielte,  schon  stillschweigend  zu  Grunde 
gelegen.    Dagegen  können  die  Kreise 

einander  durchsetzen,  wir  wollen  sogar  geradezu  annehmen,  dass  dies 
für  «:  =  1,  2,  •  •  •  ff  der  Fall  sei,  so  dass  also  (vergl  die  Figur  7)  die 
ausserhalb  aller  übrigen  Kreise,  aber  innerhalb  F^  gelegenen  Stücke 
der  Kreisperipherien  (19)  einen  ununterbrochenen  Linienzug  ©^  büden, 
der  mit  der  Begrenzung  von  F^  zusammengenommen  einen  güi-tel- 
förmigen  Theil  O  von  F^  vollständig  begrenzt.  Sollten  die  Ejreise  (19) 
allein  das  noch  nicht  leisten,  so  müssen  wir  einen  Cyklus  von 
scheinbaren  Ecken  des  Bereiches  einführen,  d.  h.  einen  ausserhalb 
aller  Kreise  (19)  gelegenen  Punkt  einer  Seite  von  F^  als  Ecke  auf- 
fassen, demselben   die  identische   Substitution  1  zuordnen    und   z.  B, 
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einen  durch  diesen  Punkt  bndurch  gehenden,  ganz  im  Innern  von  F^^ 
verlaufenden  Kreis  den  Kreisen  (19)  hinzufügen.  Sollte  die  Eiufiihrunf,' 
einer  solchen  scheinbaren  Ecke  nicht  ausreichen,  so  wären  deren  mehrere 
einzuführen. 

Wir  halten  der  Einfachheit  wegen  die  erwähnte  Annahme; 
fest  und  stellen  uns  zunächst  die  Aufgabe,  für  den  gilrtel- 
förmigen  Bereich  0  eine  Potentialfunction  zu  finden,  dii^ 
zugleich  mit  ihrer  complementären  in  correspondironden 
Punkten  der  Seitenpaare  (18)  gleiche  Wertho  annimmt  und 
auf  Kj  eine  stetige,  aber  willkürlich  vorgeschriebeneWorthon- 
folge  besitzt. 

Wir  bezeichnen  die  innerhall) 
F^  befindhchen  Thoile  der  Kreise 
(19)  wie  in  der  nejbenstehenden  Figur 
angedeutet  ist,  so  dass  also  der  inner- 
halb Fq  gelegene  Theil  von  h^  sich 
aus  a^,  a^j  cc'^,  der  von  k^^^^  ans 
ft_i,  ßr-v  ft'-i  zusammcn.sGt/.i; 
die  Stücke 

a^,  ß^        (x  =  i,  3,     <i) 

1  ,  Fig  8  bilden      zuaammengenommen      den 

'   j  Linienzug  (5. . 

,1' ' 

;'  '  Wir  betrachten  nun  die  ö-esanuntheit  der  Sectoreu 

:i 

(20)  (K>^>K)      (''=M,  •  «^) 

I  emerseits,  die  ö-esammtheit  der  Sectoren  (17)  andererseits  als  jo  einen 

\  I  Bereich  und  wenden  auf  diese  Bereiche  das  in  der  Nr.  212  (iS.  Il^f)) 

beschriebene  alternirende  Verfahren  an. 


214.    Existenzbeweis  durch  zweimalige  Anwendung  des 
altemirenden  Verfaluens. 

Zunächst  construiren  wir  für  jeden  der  Sectoren  (Je  ,  s  ,  s ')  oijie 
Potentialfunction,  die  zugleich  mit  ihrer  complementären  in  correapon- 
direnden  Punkten  der  zur  Begrenzung  gehörigen  Stücke  von  s  ,  ,s' ' 
gleiche  Werthe  annimmt  und  die  auf  «^  die  Werthe  der  für  (5!^  vor- 
geschriebenen stetigen  Folge  besitzt-,  die  Werthe  auf  «^  und  a"  mögen 
beliebig  vorgeschrieben  sein,  sie  müssen  sich  nur  in  den  Punkton,  wo 
«^  imd  a'^  an  a^  stossen,  den  daselbst  vorgeschiiebenen  WeiHjhen  stetig 
anschliessen.     Wir   können   z.  B.  fordern,   dass   die    zu    bestimmondo 
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Potentialfanction  längs  aj  constant  gleicli  dem  in  dem  Grenzpunkte 
von  a^  und  aj  vorgesckriebenen  Wertlie,  und  längs  a'^  ebenfalls  con- 
stant, gleicli  dem  im  Grenzpunkte  von  a"  und  a  vorgeschriebenen 
Werthe  sei 

Die  Gesammtheit  der  so  construirten  Potentialfunctionen  bezeicbnen 
wir  durch  %^  (u,  v),  d.  h.  wir  verstehen  unter  %^  {u,  v)  etwa  einen  ana- 
lytischen Ausdruck,  der  innerhalb  jedes  einzelnen  der  Sectoren  (20) 
die  daselbst  construirte  Potentialfanction  darstellt 

Dieses  %^  (u,  v)  nimmt  dann  längs  der  Stücke  /3^,  /3^'  gewisse  wohl 
bestimmte  Werthe  an,  die  sich  an  die  für  die  Stücke  ß    stattfindenden 
Werthe  der  für  ©^  vorgeschriebenen  Folge   stetig  anschliessen.    Wir 
construiren  nun  eine  Potentialfanction  %^{u,  v)  für  die  Sectoren  (17), 
die  längs  der  Stücke 

ßv  ßi}  ßiP  ß^'}  •  •  ■  ßa}  ßa 
die  daselbst  stattfindenden  Werthe  von  /^(m,  v),  längs  der  Stücke 

ßv   ßV'   ßa 

die  für  S^  vorgesckriebenen  Werthe  annimmt  und  überdies  zugleich 
mit  ihrer  complementären  m  correspondirenden  Punkten  der  Seiten 
s^,  sj  (x  =  i,3,     (T)  die  gleichen  Werthe  besitzt 

Dann  construiren  wir  wieder  ein  System  x^  i^h  ^)  "^o^  Potential- 
functionen für  die  Sectoren  (20),  die  auf  den  Stücken 

<,  <,  <;  «2'^  •       <J  K 
die  daselbst  stattfindenden  Werthe  von  Xj^(u,  v),  auf  den  Stücken 

die  füi-  ßj^  vorgeschriebenen  Werthe  annehmen  und  zugleich  mit  ihren 
complementären  in  correspondirenden  Punkten  der  Seiten 

s^,  sj  ('«  =  1,2,      <y) 

gleiche  Werthe  erhalten.  Darauf  wieder  eine  Potentialfanction  %^  (m,  v) 
für  die  Sectoren  (17),  die  längs  der  Stücke 

ß^,  ßj        (>'=i.2,      o) 

die  Wei-the  von  x^iu,  ü),  längs  der  ß^  die  für  (Sj^  vorgeschi-iebenen 
Werthe  annimmt  u.  s  w  — 

Nach  den  Principien  der  Herren  Neumann  und  Schwarz 
ist  dann 

lim  %2,  (w,  v)  =  lim  jj^   ,  ^  (u,  v)  =  x  (u,  v) 

V  V 

die  gesuchte  Potentialfanction  für  ^. 
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Sei  nun  vi^  eine  Stelle  des  nicht  zu  0  gehörigen  Theiles  von  F^  • 
wir  können  dann  stets  einen  Bereich  W  abgrenzen,  der  ganz  innerhalb 
jPq  liegt,  7}^  in  sich  schliesst,  innerhalb  dessen  die  ganze  innere  Be- 
grenzung S^  von  0  gelegen  ist  und  der  durch  Verschmelzung  einer 
endhchen  Anzahl  von  Kreisflächen  entstanden  gedacht  werden  kann 
(vergl  die  Figur  7,  wo  ^  durch  Verschmelzung  zweier  Kreisflächen 
gebildet  wird)  Dann  lässt  sich  fttr  diesen  Bereich  ^  eine  Potential- 
fimction  ^(m,  v)  herstellen,  die  auf  der  (durch  Kreisbogen  gebildeten) 
Begrenzung  ®  eine  willkürLch  vorgeschriebene  stetige  Werthenfolge 
^(©)  annimmt 

Man  kann  dann  aber  auch  leicht  eine  Lösung  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung (I)  finden,  die  im  Punkte  tj^  wie  (16) 

cos  0 

r 

unendlich  wird,  sonst  innerhalb  0  allenthalben  eindeutig,  endlich,  stetig 

ist  und  auf  ^  mit  ^(S)  übereinstimmt.    Zu  dem  Ende  bilden  wir  die 

Differenz 

*(®)-(^),=?(e) 

der  vorgeschriebenen   Begrenzungswerthe   und   der  Werthe   von   

auf  ©,  construiren  eine  Potentialfonction  "^  (ii,  v)  für  0,  die  auf  S  die 
Werthe  ^(®)  annimmt,  dann  ist  offenbar 

cos  0    ,    —  ,       . 

die  zu  findende  Lösung  von  (I).  Wir  wollen  auch  eine  solche  Lösung 
als  Potentialfimction  für  0  bezeichnen,  fügen  aber  zum  Uuterachiede 
von  einer  allenthalben  endlichen  Potentialfuncbion  hinzu,  dass  dieselbe 
für  7}  =  7]^  unendlich  wird  wie  (16). 

Um  nun  an  das  Ziel  der  gegenwärtigen  Untersuchung  zu  gelangen, 
haben  wir  jetzt  nur  noch  auf  die  beiden  Bereiche  0  und  W  das  alter- 
nirende  Verfahren  (gürtelförmige  Verschmelzung)  anzuwenden. 

Wir  bilden  für  Q  eine  wie  %(m,  v)  beschaffene  Potentialfunction 
(d.  h.  eine  Potentialfunction,  die  sowohl  wie  ihre  complementäre  in 
correspondirenden  Punkten  der  Seiten  s^,  s^  gleiche  Werthe  annimmt) 

(Pq{u,v),  welche  längs  S^  dieselben  Werthe  annimmt  wie  ■ — ; — ;  dann 
für  W  eine  Potentialfunction  cpj^(u,  v),  die  in  7}  =  7]^  wie  (16)  unend- 
lich wird  und  auf  der  Begrenzung  S  dieselben  Werthe  hat,  wie  q)^. 
Dann  wieder  für  0  eine  wie  %(m,  v)  beschaffene  Potentialfonction 
(p^iy'fV),  die  längs  ©^  die  Werthe  von  (p^(u,v)  annimmt,  darauf  für  W 
eine  Potentialfunction  (p^  (w,  v) ,  die  in  ri  =  ri^  wie  (16)  unendlich 
wird  und  auf  ®  mit  (p^  (ii,  v)  übereinstimmt,  usw.  — 
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Dann  ist  innerhalb  des  ^  und  ^  gemeinsamen  Bereiches 
hm  cp,^^{ii,  V)  =  Hm  <p        {u,  «) , 

und  die  beiden  Grenzwerthe  stellen  innerhalb  des  aus  0  und  W  durch 
Verschmelzung  hervorgehenden  Bereiches  F^  eine  Potentialfiinction 
(f  (u,  v)  dar,  welche  die  m  der  Nr.  213  (S.  327)  geforderten  Eigen- 
schaften besitzt.  Diese  Function  ist,  wie  man  leicht  einsieht,  durch 
ihre  Eigenschaften  auch  eindeutig  determimrt. 

Fügen  wir  dieses  <p  (u,  v)  nut  dem  durch  die  Gleichung  (ü)  be- 
stimmten ip  (u,  v)  zu  der  Function 

g  =  g}(u,v)  -{-  iipiu,  v)  =  f{rj) 

der  complexen  Variabein  ly  zusammen,  so  haben  wir  eine  Function,  die 
sich  innerhalb  i'^,  wie  eine  rationale  Function  verhält,  nur  an  der  Stelle 
■*?  =  '*?«  "^^ö  der  Ausdruck 


V  —  Va, 
unendlich   wird    und  in    correspondirenden  Punkten    der    Seitenpaare 
s^,  sj  gleiche  Werthe   annimmt     Diese  Function  ist,    abgesehen  von 
einer  additiven  Constanten,  auch  eindeutig  bestimmt. 

215.   AUgemeine  Sätze  ülDer  Ftmotionen,  die  bei  den  Substitutionen 

der  Gruppe  iingeändert  bleiben.  AufsteHnng  der  linearen  Differential- 

gleiohimg  zweiter  Ordnung. 

Bedeute  g(ri)  eine  rationale  Function  von  yj,  deren  sämmtHche 
Unendlichkeitsstellen  innerhalb  des  Bereiches  F^  gelegen  sind,  dann 
könnten  wir  nach  genau  derselben  Methode,  nach  welcher  wir  die 
Existenz  der  Function  cp  (u,  v)  beziehungsweise  8  nachgewiesen  haben, 
zeigen,  dass  es  eine  Function  3£  der  complexen  Variabein  ri  giebt,  die 
sich  innerhalb  F^  verhält  wie  die  rationale  Function  gi^i),  d.  h.  also 
so,  dass  die  Dijfferenz 

'^  —  g{n) 

innerhalb  F^  allenthalben  eindeutig  endlich  und  stetig  ist,  und  die  in 
correspondirenden  Punkten  der  Seitenpaare  s  ,  s  '  gleiche  Werthe  an- 
nimmt. Diese  Function  wäre  dann  ebenfalls,  abgesehen  von  einer 
additiven  Constanten,  eindeutig  determmirt.  Nimmt  man  für  g(r])  die 
allgemeinste  rationale  Function,  die  nur  innerhalb  von  F.  unendlich 
wird,  so  ist  die  entsprechende  Function  36  die  allgemeinste  Function, 
die  sich  innerhalb  F^  wie  eine  rationale  Function  verhält  und  in  corre- 
spondirenden Punkten  der  Seitenpaare  s  ,  s'  gleiche  Werthe  annimmt 
Von  dieser  Function  kann  man  nun  nach  einem  von  Herrn  Schottky 
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angewandten  Verfahren  zeigen,  dass  sie  sicli  rational  durch  die  Function 
ff  darstellen  lässt. 

Dieses  Yerfahren  besteht  in  Folgendem.    Bezeichnen  wir  durch 

diejenige  ;»- Function,  die  der  Wahl  rj^  =  u  entspricht,  die  also  an  der 
Stelle  7j  =  a  unendlich  wird  wie 

1 

7]  —  a' 

und  allgemeiner  durch 

eine  Function  vom  Charakter  der  3£-Fiinctionen,  die  der  Wahl 

(^^)  ^«=^.' 

V  eine  positive  ganze  Zahl,  entspricht,  d.  h.  innerhalb  F^  nur   an  der 
Stelle  7}  =  a  und  daselbst  so  wie   der  Ausdruck  (21)  unendlich  wird 
Sei  femer  3£^  eine  Function  vom  Charakter  der  26,  die  zu  der  ratio- 
nalen Function 

(22)        p(^)  =  c„  +  ^  +  -%+    •  +  r^* 

gehört,  wo  Cg,  Cj,  ■  c^  Constanten  bedeuten,  dann  ist  zunächst  leicht 
einzusehen,  dass  der  Ausdruck 

2  m 

%  +  ^1^«  +  ^a^a  H h  C„^«  (c  =  const) 

auch  eine  36 -Function  darstellt,  die  sich  innerhalb  F^  verhält,  wie  die 
rationale  Function  (22),  so  dass  sich  also  dieser  Ausdruck  von  3£^  nur 
durch  eine  additive  Constante  unterscheiden  kann.    Also  ist: 

2  m 

3£„  =  c'+  c. Ä   +  c„s  -j +  c  n  , 

WO  c   eine  Constante  bedeutet. 

Man  beweist  dann  sofort  den  Satz: 

Das  Product  zweier  Functionen  vom  Charakter  der  3£  ist 
wieder  eine  Function  von  demselben  Charakter 

Daraus  folgt,  dass  das  Product: 

ki  =  ^0  +  o,ff^  +  c,l  + .  ■ .  +  c  ^X 

sein  muss,  wo  die  C^,  C^,  ■    ■  G^ij  Constanten  bedeuten. 

Hieraus  schliessen  wir  aber,  dass  sich  3£   als  ganze  rationale  Function 
m-ten  Grades  mit  constanten  Coefficienten  von  s    darstellen  lässt. 

Bedeuten   endlieh   «,  ß   zwei   von   einander    verschiedene   Stellen 


215    Allgemeine  Sätze.  337 

innerlialb  F^ ,  so  ist  die  Function  0^  in  der  TJmgebnng  von  f]  ==  ß 
regulär,  also 

wir  haben  demnaob 

(23)  ^  =  ;r-ifi  +  ^>'(i-^) +  •••>' 

d.  li  die  Function  0  kann  sich  von  dem  Ausdrucke  (23)  nur  durch 
eine  additive  Constante  unterscheiden. 

Die  Functionen  0^,  e.  sind  demnach  linear  gebrochene 
Functionen  von  einander. 

Aus  diesen  Sätzen  folgt  aber  unmittelbar  die  Richtigkeit  der  Be- 
hauptung, dass  jede  Function  vom  Charakter  3£  rational  durch  8  aus- 
gedrückt werden  kann 

Betrachten  wir  eine  Function  36,  die  zu  einer  rationalen  Function 
girf)  gehöi-t,  die  innerhalb  F^  an  genau  m  Stellen  von  der  ersten  Ord- 
nung unendlich  wird  (wie  gewöhnlich  m  der  Functionentheorie  zählen 
wir  eine  x- fache  Unendhchkeitsstelle  als  x  einfache).    Bilden  wir  dann 

3£  —  fl  =  3£', 
wo  a  irgend   eine  complexe  Grösse  bedeutet,  so  wird  die  Function  3£' 
innerhalb  F^^  auch  an  genau  7n  Stelleu  von  erster  Ordnung  unendlich 
werden. 

Wir  integiiren  d  log  36'  über  den  mnern  Rand  der  Begi'enzungs- 
curve  von  F^J  im  positiven  Sinne,  dann  ist  bekanntlich 


Jd\og?£,'  =  m' 


m. 


(V 


wo  m'  die  Anzahl  der  Stellen  bedeutet,  an  denen  die  Function  3£'  von 
der  ersten  Ordnung  verschwindet.    Nun  ist  aber 

ferner  hat  man,  wenn 

gesetzt  wird, 

rdlogl'in)  7    __  rälog^'iÄ^S)  dA^^ 

also,  da  die  Function  dc'{rj)  in  correspondirenden  Punkten  von  s    und 
6  '  gleiche  Wei-the  annimmt, 

Solilesluger,  DlifeTentlalgleiobimgen    IL  22 
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d.  li.  es  ist 

plogr==0, 

also  m=m.    Wir  haben  somit  den  Satz: 

Eine  Function  3£,  die  sicli  innerhalb  des  Bereicbes  F^  wie 
eine  rationale  Function  verhält  und  in  correspoudirenden 
Punkten  der  Seitenpaare  s^,  s^  (^=1.2,  c)  gleiche  Werthe  be- 
sitzt, nimmt  innerhalb  F^  jeden  complexen  Werth  ebenso  oft 
an,  als  sie  von  erster  Ordnung  unendlich  wird. 

Die  Function  0,  die  nur  an  einer  Stelle  von  erster  Ord- 
nung unendlich  wird,  nimmt  folglich  innerhalb  F^  jeden 
Werth  nur  ein  einziges  Mal  an 

Wir  denken  uns  nun  diese  Function  0  von  n^  nach  allen  Punkten 
der  Fläche  F  hm  foi-tgesetzt,  so  wie  wir  dies  in  der  Nr.  211  (S.  :]21  tf) 
eröi-tert  haben,  und  wollen  uns  nun  umgekehi-t  die  Aufgabe  stellen, 
die  Natui-  der  fimctionalen  Abhängigkeit  des  r]  von  s  zu  ergründen. 
Dies  geschieht  nach  einem  in  einem  besonderen  Falle  bereits  von  Rie- 
mann  angewandten  Verfahi-en,  welches  wir  jetzt  darlegen  wollen 

Die  Function  rj  von  0  ist  im  Allgemeinen  eine  unendlich  viel- 
werthige.  Bedeutet  t]  einen  Werth  innerhalb  F^,  so  ist  die  Gesammt- 
heit  der  ij-Werthe,  die  zu  demselben  0  gehören,  durch  die  Formel 

Srj 

dargestellt,  wo  S  eine  Substitution  der  Grmppe  &•  bedeutet  Bilden  wir 
also  die  Differentialmvai-iante  der  allgemeinen  projectiven  öi-upp<%  die 
Schwarz'sche  Ableitung  (Nr.  180,  S   184) 


^a'  = 


so  ist  (a  a.  0.  S.  185) 


_3  /d^jV       1  dri  d^n 
^\d?J        ^deg^^ 


d.  L  dieser  Differentialausdruck  ist  eine  eindeutige  Function  von  .:■ 
Betrachten  wir  denselben  aber  als  Function  von  rj,  so  erkennen  wji-, 
dass  er  sich  innerhalb  F^  wie  eine  rationale  Function  verhält  und  m 
con-espondirenden  Punkten  der  Seitenpaare  s  ,  s'  gleiche  Werthe  an- 
nimmt.    Es  ist  folglich 
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eine  Function  Tom  Charakter  der  3£,  also  eine  rationale  Function 
von  8, 

(24)  ^(l)  =  äW- 

Setzen  wir  nun  noch 

(25)  ..=)^,  y.  =  nYf,, 

so  genügen  diese  beiden  Ausdrücke  nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  180 
(S   184)  der  homogenen  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

(2G)  S  =  äWä'- 

az 

Bedeutet  tj  ==  rj^  einen  Werth,  der  innerhalb  F^  liegt,  ^  =  ^q  den 
entsprechenden  Wei-th  von  ^,  so  ist  m  der  Umgebung  von  rj^ 

s!  —  g^  =  ccfy  —  i?J  +  cc^in  —  %?  +  •    •, 

und  es  muss  a^  von  Null  verschieden  sein,  da  g  den  Weiih  0^  inner- 
halb i^Q  nur  einmal  annehmen,  d.  h.  g  —  ;ö„  innerhalb  F^  nur  einmal 
und  zwar  von  erster  Ordnung  verschwinden  kann.  Also  ist  in  der  Um- 
gebung von  g  =  g^^ 

V  —  Vo'^Wl^)» 
wo  ^  eine   gewöhnliche  Potenzreihe  bedeutet.     Diejenigen   Ä-Werfche, 
die   Punkten   innerhalb  J^^,  oder  genauer  Punkten  innerhalb  der  ge- 
schlossenen Fläche   F^  entsprechen,  sind  demnach  reguläre  Stellen 
der  Differentialgleichung  (2ß). 

Die  singulären  Stellen  der  Differentialgleichung  (26)  können  also 
nur  den  Grenzpunkten  der  Fläche  F^,  d.  h.  den  Ecken  des  Funda- 
mentalbereiches Fq  entsprechen.  Machen  wir  uiis  dämm  zunächst  klar, 
wie  sich  8  in  diesen  Eckpunkten  verhält 

Wenn  wir  rj   etwa    im   positiven   Sinne    die  Begi*enzung  von   F^ 

duichlaufen    lassen,    so    entsprechen    denjenigen    Punkten    der    Seiten 

s  ,  s ',  die  keine  Ecken  sind,  reguläre  £f-Werthe;  wenn  i]  längs  einer 

Seite    m   eine   Ecke   einrückt,  so  nähei-t   sich  g   einem   bestimmten 

Wei-the     Sei 

Um  f{7])  =  a^        (f=i,2,     (0, 

'  X 

lim    /"(?;)  =  lim     f(rj)  =  a.^        (''=1,2,     a-i), 
'     ff+i 
dann  sind  also  die  Punkte 

die  singuläien  Stellen  der  Differentialgleichung  (26)     Wenn  t]  die  Be- 

22* 
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grenzung  von  J^^  durchläuft,  so  beschreibt  folghch  e  ein  Liniensysteni; 
welches  den  Punkt  a  ,  ,  mit  den  Punkten  a,,  a^,  ■  a  verbindet 
(vergl.  Fig  9),  und  zwar,  wenn  ri  z.  B.  von  X^  längs  s^  nach  ^,j ,  j,  dann 

über  s  '  weiter  nach   l     und  so   fort 

CT  a 

bis  nach  X^  zurück  wandert,  so  geht  e 

auf    dem    negativen    Ufer    der    Linie 

{a^,  ^(j-i-i)    '''^^   ^\   "n&ch.    a^ ,  1,   dann 

*^    auf  dem  positiven  Ufer  von  («^  i  i,  a„) 

nach  a^  u.  s.  f.,  endlich  auf  dem  posi- 

mg  9.    "  *i^®^    ^^®i'  ^on   (a^_^j,  aj    nach    a^ 

zurück.  Allemal  ent^rechen  den  beiden 

Seiten  s^,  s^  die  beiden  Ufer  der  Linie 

K;  «CT+i)  =  ^x; 
und  die  durch  das  Liniensystem 

h}  hf  •  ■ "  h 
zerschnittene  ;3-Ebene  T  ist  die  eindeutig  conforme  Abbildung  des  Be- 
reiches Fq. 

Geht  7]  längs  der  Seite  sj  in  den  Bereich  F^,  so  überschreitet  0 
den  Schnitt  l^,  indem  es  vom  positiven  Ufer  nach  dem  negativen  geht, 
oder  wenn  wir  uns  dem  Bereiche  F^  entsprechend  ein  neues  Blatt  über 
der  Ä -Ebene  ausgebreitet  denken,  so  gelangt  0  m  dieses  neue  Blatt, 
welches  längs  des  negativen  Ufers  des  in  ihm  gezogenen  Schnittes  l 
mit  dem  positiven  Ufer  des  Schnittes  l^  im  Ausgangsblatte  zusammen- 
hängt. Kurz,  wir  haben  hier  dieselben  Verhältnisse,  wie  sie  in  der 
Nr.  210  (S  312)  für  die  daselbst  untersuchte  Differentialgleichung 
(Ag)  erörtert  worden  sind 

Nun  können  wir  auch  das  Verhalten  von  rj,  beziehungsweise 
2/j,  2/2)  111  der  Umgebung  der  Punkte  a^  vollständig  beschreiben. 

Wenn  0  einen  Umlauf  im  positiven  Simie  um  a  (»«  =  1,2,  a)  voll- 
zieht, d.  h.  von  dem  negativen  Ufer  von  l  innerhalb  T  nach  dem 
gegenüberliegenden  Punkte  des  positiven  Ufers  geht,  so  hat  rj  die 
Substitution 

erfahren      Sei 

"23''  +  "31 

Av  =  ^-;r+«ü'    ''11  "23 -  «.i«i2  =  1 , 

dann   erleidet  also   das  Pundamentalsystem  y^,  y^  von   (26)  bei  einem 
positiven  Umlaufe  von  0  um  a^  die  Substitution 

«11  ^A +  «12^/3; 

^'21 2/1  +  "^.-y-2^ 
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oder  aber 

da,  wenn  rj  imgeändei-t  bleibt,  nach  den  Ergebnissen  der  Nr  180  (S.  179), 
die  y^ ,  y^  entweder  selbst  nngeändert  bleiben  oder  sich,  nodt  —  1  multi- 
pliciren  müssen 

Die  Wurzeln  der  zum  Punkte  a^  gehörigen  Fundamentalgleicbung 
sind  demnach 

a  n  t  — - —  Sä» 


wenn  Ä    eine  elliptische,  und 

27t  t 

ojj  ==  cöjj  =  e      , 

wenn  ö'  =  0,  d.  h  ^  eine  parabolische  Substitution  ist.  Im  erateien 
Falle  haben  wir  also  für  das  zu  s  =  a^  gehörige  canouLSche  Funda 
mentalsystem  \)^,  l)^  die  Entwickelungen 

im  letzteren  die  Entwickelungen 

l;^  =  (^  _  a^l'^H^sC^I»;  +  c(^  -  a/-^-''''' *i(^k.)  log  (^  -  ^.)), 

wo  ^^,  ')\^^  nach  ganzen  Potenzen  von  0  —  a^  foi-tschreitende  Reihen 
sind,  ö  eine  Constante  bedeutet  und 

log  üJj  log  03  o 

gesetzt  wurde. 

Nim  haben  aber  7]  sowohl  wie  ^  im  Punkte  S  ==  %  bestimmte 
Werthe,  es  ist  nämlich 

also  können  die  Reihen  ^^,  ^^  nicht  unendlich  viele  negative  Potenzen 
enthalten;  d  h  die  Stelle  a^  ist  keine  Unbestimmtheitsstelle.  Nehmen 
wir  also  gleich  an,  dass  r^^,  r^^  die  Wurzeln  der  zu  ^  =  »^  gehörigen 
determmirenden  Fundamentalgleichung  sind,  so  ist,  da  in  der  Diffe- 
rentialgleichung (26)  der  Coefficient  der  ersten  Ableitung  verschwindet, 

»■.i-^3  =  '^x  +  ^^ 
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wo  g  eine  ganze  Zahl  bedeutet    Wir  hätten  also,  wenn  A^  eine  ellipti- 
sche Substitution,  d.  h.  8^  von  Null  verschieden  ist, 

»3a        'J-^x 
und  wenn  A    eine  parabolische  Substitution  wäre, 

?i  =  -i^==(^-a^r^^(.|aJ+clog(.-a,), 

wo  c  eine  Constante,  ^  beide  Mal  eine  gewöhnliche  Poteuzreihe  bedeutet, 
die  für  a  =  o,^  nicht  verschwindet. 

Es  ist  aber  ß  eine  eindeutige  Function  des  Ortes  in  der  Fläche  F\ 
die  Umgebung  der  Stelle  v  =  K  ^^^'^  ^^  ^elle  einer  eUiptischen  Sub- 
stitution durch 


im  Falle  einer  parabolischen  Substitution  durch 


Im      1 


p  __  g  «^x  n—^ 


auf  eine  schlichte  Fläche  der  £; -Ebene  abgebildet  (vergl  Nr.  213, 
S  329);  es  muss  also  8  in  der  Umgebung  von  ^  =  a^  eindeutig  durch 
t,  darstellbar  sein.     Daraus  folgt  aber  (vergl.  Nr  197,  S.  254),  dass 


9^=0 
sein  muss 

Also  haben  wir 


und  ebenso  ergiebt  sich  für  g  =  a^j^^,  dass  die  zu  diesem  Pimkte  ge- 
hörige detenninirende  Fundamentalgleichung,  wenn  cb^j^^  ein  endlicher 
Werth  ist,  die  Wurzeln 

(28a)  »-^+1,1  = 2        '     ^+1,3  = 2 ' 

dagegen,  wenn  0^.1  =  00  ist,  die  Wurzehi 

C^öD;  ^«7+1,1—  2  '     *^ff+i,a  2 

besitzt. 
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216    FoTza  der  Differentialgleichung.   Fall  zweier  singulärer  Pnnfrte 
im  Endlichen.    Disoontinuirliche  Gruppen.    Weitere  Probleme. 

Wir  ■wissen  nach,  den  Ergebnissen  der  vorigen  Nummer,  dass  die 
Differentialgleichung  (26)  zur  Fuchs 'sehen  Classe  gehört,  dass  ihre 
smgulären  Punkte  a^,  a^,  •  a^,  a^i  ^  sind  und  dass  die  Wurzeln  der 
zugehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  durch  die  Glei- 
chungen (27),  (28)  gegeben  werden.  Auf  Gmnd  der  iu  der  Nr.  68 
(Bd.  I,  S.  242)  entwickelten  Fonneln  können  wir  dadurch  die  Gestalt 
der  Differentialgleichung  (26)  bestimmen.  Wir  finden,  wenn  alle  Werthe 
ffj,  «2,  •  •     a^,  %+!  endliche,  also  g  =  (x  kein  singulärer  Punkt  ist, 

und  wenn  «„  ,  ,  =  cx>  ist, 

(29b)     a=-^ {-{ (1  -  K+.)K-M 


x=i 


4 

WO  im  ersteren  Falle  E^_,,,{8)  eine  ganze  rationale  Function  {p  —  3)'"'^ 
Grades,  im  letzteren  Falle  JS^_^(s)  eme  ganze  iiitionale  Function 
((?  —  2)*^°"  Grades  bedeutet;  in  E^_^(ßi)  ist  der  Coefficient  von  3'^~' 
gleich  Eins. 

Die  Function  8  war  dadurch  charakterisirt,  dass  sie  eine  3£- Function 
ist,  die  innerhalb  F^  jeden  Werth  nur  ein  einziges  Mal  annimmt;  da- 
durch ist  s  nicht  vollkommen  bestimmt,  sondern  auch 

besitzt  dieselbe  Eigenschaft.  Es  ist  folglich  noch  über  drei  Constauteu 
zu  disponiren,  wir  können  z.  B. 

(30)  «1  =  0,     «a  =  l;     %+i  =  <x> 

wählen.  Es  ist  dann  rj  em  bestimmter  lutegralquotient  der  Diffe- 
rentialgleichung (26);  einem  beliebigen  anderen  Integralquotienten  ent- 
spricht eine  der  Gruppe  0"  ähnliche  Gruppe  und  ein  Fundameutalbeieich, 
der  aus  F^  durch  Anwendung  einer  willkürlichen  projectiven  Substi- 
tution hervorgeht. 


/* 

H 
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Wenn  die  Anzahl  der  singulären  Punkte  6  grösser  als  zwei  ist, 
so  ist  die  gefundene  Form  Ton  q  zur  vollständigen  Bestimmung  der 
Differentialgleichung  (2ß)  seihst  bei  Festhaltang  der  Convention  (30) 
nicht  ausreichend;  nur  für  6  =  2  haben  wir 

^^  2        4  1  z{l  —  z)  ^3  il-zf^' 

d.  h  in  diesem  Falle  ist  der  Coefficient  der  Differentialgleichung  (26) 
in  exphciter  Form  gefanden 

Für  tf  =  2  ist  die  Differentialgleichung  (26)  im  Wesentlichen  die 
Differentialgleichung  der  Gauss 'sehen  Keihe,  imd  wir  sehen  durch 
diese  Bemerkung,  woher  es  kommt,  dass  sich  in  diesem  Falle  die  Dif- 
ferentialgleichung m  expliciter  Form  bestimmt;  es  rührt  dies  nämlich 
daher,  dass  (vergl.  Nr.  69,  Bd  I,  S.  243)  die  Differentialgleichung  der 
Grau  SS 'sehen  Reihe  durch  Angabe  der  Wurzeln  ihrer  determimrendeii 
Fundamentalgleichungen  vollkommen  bestimmt  ist. 

Die  Annahme,  dass  die  Substitutionen 

Aj    ^2?    '  *  ■    -^a)    ^tf+1 

elliptische  oder  parabolische  seien,  wai*  für  den  geführten  Existenz- 
beweia  wesentlich;  der  Fall,  wo  einige  dieser  Substitutionen  hyper- 
bolisch oder  loxodromisch  sind,  bietet  wesentlich  grössere  Schwierig- 
keiten dar,  die  bisher  noch  nicht  ganz  überwunden  sind. 

Die  besondere  Wichtigkeit  des  behandelten  Falles,  den  wir  kurz 
auch  so  charaktensiren  können,  dass  die  Differentialgleicliuiig  (26) 
reale  Wurzeln  für  aUe  determinirendeu  Fundamentalgleichungen  be- 
sitzt, erhellt  daraus,  dass,  wenn 

rj  eine  eindeutige  Function  von  s  ist, 

dieser  FaU  nothwendig  eintreten  muss. 

In  der  That  wissen  wir  nach  den  Erörterungen  der  Nummern  196, 
197  (S  256),  dass,  wenn  in  der  Differentialgleichung  (2ß)  die  unab- 
hängige Variable    eine    eindeutige    Function   des   Integralquotienten   tj 


■k  ist,  die 


^i>  «^a;  ■  •  •  ^ö7  ^a+i 


entweder  reciproke  ganze  Zahlen  oder  Null  sein  müssen.  Die  Gnippe  ^ 
ist  dann  eine  (in  der  complexen  Tj-Ebene)  discontinuirliche;  sie 
besitzt  überdies  die  folgenden  Eigenschaften: 

1)  In  dem  Fimdamentalbereiche  F^  ist  die  Winkelsumme  für  jeden 
Cyklus  von  Ecken  entweder  ein  aliquoter  Theil  von  2:jt  oder  Null. 

2)  Der  Bereich  F^  überdeckt  keinen  Theil  der  ?j -Ebene  mehrfach. 
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3)  Auch  die  Gesammtheit  aller  Bereiclie  Fg,  d  h.  die  ganze 
Fläche  F  bedeckt  die  ?; -Ebene  oder  einen  Tkeil  derselben  ein- 
fach und  lückenlos. 

Die  Eigenschaften  2),  3)  sind  eine  unmittelbare  Folge  der  Thntsache? 
dass  zu  jedem  Werthe  von  »j  nur  ein  Werth  von  s  gehört. 

Herr  Poincare  hat  nachgewiesen,  dass  diese  drei  Eigenschaften 
jeder  discontinuirlichen  projectiven  Grruppe  &  zukommen.  Wir  gehen 
auf  diesen  Nachweis  nicht  ein,  sondern  wollen  die  Eigenschaft  3),  dio 
offenbar  die  Eigenschaften  1)  und  2)  unmittelbar  nach  sich  zieht, 
geradezu  als  Definition  einer  discontinuirlichen  Gruppe  ansehen.  Diese 
neue  Definition  ist  dann  anscheinend  enger  als  die  in  der  Nr.  'J02  (S.  279) 
aufgestellte,  sie  reicht  aber  für  die  Zwecke,  die  wir  im  Auge  haben, 
vollständig  aus. 

Wir  wissen  dann  auf  Grund  der  vorhergehenden  Untersuchungen, 
dass,  wenn  irgend  eine  discontinuirliche  projective  Gmppe  &•  durch 
ihren  Fundamentalbereich  F^^  gegeben  ist,  stets  Functionen  3:  gebildet 
werden  können,  die  sich  innerhalb  F^  wie  rationale  Functionen  ver- 
halten und  bei  den  Substitutionen  der  Gruppe  &•  ungeändert  bleiben 
Diese  Functionen  sind  aber  dann  eindeutige  Functionen  von  rj 
schlechthin,  da  die  Fläche  F  jetzt  die  »y-Ebene  nirgends  mehrfach 
überdeckt.  Sie  lassen  sich  durch  eine  Function  s  von  rj,  die  innerhalb 
Fq  jeden  Werth  nur  einmal  annimmt,  rational  ausdrücken,  und  t]  ist 
als  Function  dieser  Grösse  ä  betrachtet,  der  Integralquotieut  einer 
homogenen  lineai-en  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  der  Fuchs- 
schen  Classe  von  der  Form  (20).  Nach  Festlegimg  dei  der  Function  ,:; 
noch  anhaftenden  drei  wiUkürlicheu  Constanten  (z.  B.  durch  die  Glei- 
chungen (30j)  sind  die  in  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (2<i) 
auftretenden  Parameter  durch  die  Parameter  der  Gruppe  &  eindeutig 
bestimmt  (Nr.  210,  S  318). 

Wenn  für  die  Gmppe  &  insbesondere 

6  =  2 

ist,  so  ist  dieselbe  (wenn  wir  ähnliche  Gruppen  als  nicht  wesentlich 
von  einander  verschieden  ansehen)  durch  Angabe  dei- 

lUein  schon  vollkommen  bestimmt  (vergl.  Nr.  128,  Bd.  I,  S.  472,  476); 
1er  Coefficient  (j  der  zugehörigen  Differentialgleichung  (26)  ist  durch 
lie  Gleichung  (31)  gegeben.  Wenn  es  discontinuirliche  Gruppen  ■9'  für 
T  ==  2  giebt,  oder  was  dasselbe  besagt,  wenn  es  Differentialgleichungen 
1er  Gau  SS 'sehen  Keihe  giebt,  in  denen  der  Integi'alquotient  eindeutig 
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umkekrbar  ist,  so  müssen  dieselben  unter  den  Fällen  enthalten  sein, 
die  wir  erhalten,  wenn  wir  für  ' 

irgend  welche  reciproke  ganze  Zahlen  oder  Null  nehmen.  Es  wird 
sich  zeigen,  dass  alle  diese  Fälle  zu  discontmuirlichen  Gruppen  und 
somit  zu  Gauss 'sehen  Differentialgleichungen  mit  eindeutig  umkehr- 
baren Integralquotieuteu  fuhren. 

Wenn  ff  >  2  ist,  und  wir  wählen  für  die 

in  dem  Ausdrucke  (29b)  reciproke  ganze  Zahlen  oder  Null,  so  wissen 
wir,  dass  jede  bneare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  den 
singulären  Punkten 

«1  =  0;    fl^ä  =  l;    %^  "'i'  ■'•  %^  »a+l=°°» 

deren  unabhängige  Variable  8  eine  eindeutige  Function  des  Integi-al- 
quotienten  ist,  unter  der  Form  (26),  wo  q  durch  (29  b)  bestimmt  wird, 
enthalten  sein  muss.     Es  entsteht  also  die  Frage: 

Lassen  sich  die  Coefficienten  der  ganzen  Function  Eg_^{s) 
so  bestimmen,  dass  die  Differentialgleichung  (2Q)  einen  ein- 
deutig umkehrbaren  Differentialquotienten  besitzt? 

Auf  die  Beantwortung  dieser  Frage  wird  ein  wesentlicher  Theil 
der  nun  folgenden  Untersuchungen  hinzielen;  wir  werden  sehen,  dass 
die  Frage  zu  bejahen  ist. 


Siebentes  Kapitel. 

217.    FornmJinmg   eines   neuen  Problems.     Differentialgleiohiingen, 
die  zur  selben  Familie  gehören. 

Durch  die  am  ScMnsse  der  vorigen  Nummer  aufgeworfene  Frage 
smd  wir  wieder  in  den  Grodankenki'eis  zurilckgekolii-t,  in  welchem  sich 
die  Untersuchungen  des  ersten  Kapitels  des  zehnten  Abschnittes  be- 
wegen; wir  wollen  noch  durch  eine  andere  Problemstellung  den  An- 
schluss  an  die  Betrachtungen,  die  sich  auf  Differentialgleichungen  der- 
selben Ai-t  beziehen,  zif  gewinnen  suchen. 

Es  war  gezeigt  worden,  dass  eine  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  der  Fuchs'schen  Olasse,  die  keinen  scheinbar  singulären 
Punkt  besitzt,  eindeutig  bestimmt  ist  durch  Angabe  ihrer  projeotiven 
Monodi-omiegrappe  9:     Wenn  die  Differentialgleichung 

aber  nebst  den  wirldichen  singulären  Punkten 

noch  die  scheinbar  singulären  Stellen 

\f  K  •  •  •  \ 
besitzt,  so  enthält  der  Coefficient  p  mehr  Parameter  als  die  projective 
Monodromiegrujipo  &.  Dies  ergiebt  sich  schon  aus  den  allgemeinen 
Untersuchungen  der  Nr  207  (S  301  ff.),  wir  können  aber  die  Form  des 
Coefficienteu  p  genau  angeben  und  an  derselben  die  in  der  genannten 
Nummer  vorgenommene  Constantenzählung  controllireii. 

Der  Einfachheit  wegen  setzen  wir  voraus,  dass  die  scheinbar  singu- 
lären Stellen  K,  ■  -  h,  einfache  seien,  d.  h.  dass  für  h  die  Wurzeln 
der  determinirenden  Fundamentalgleichung  die  Werthe 

besitzen;   die  Wurzeln   der   zu   a^  gehörigen    detei-minirenden   Funda- 
mentalgleichung seien 

*■  ,.    ^  a\    r^ — r  o  =  <y  (x  =  i,  2,  •    <t4-i) 

xl'        xS'        xl  x2  X  ^  I    j  I     / 
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Dann  hat  j»  in  der  Differentialgleichung  (Ag)  die  ö-estalt 

(1)        P  =^^^Z^2  +^(^^=^  '^2j^bf  '^2j'^^K 
und  es  ist 

i=l  f=l 

^(=1  f=i  t==i 

die  Bedingung,  dass  h^  scheinbar  singuläi-e  Stelle  sei,  lautet 

(3)  Ä'  =  ^. 

wo  s^  das  Resultat  der  Substitution  Ton  h^  m  ^^n  Ausdruck 

bedeutet.    Weiin  wir  also  noch  z.  B. 

wählen,  so  hängt  p  in  der  That  von 

Parametern  ab. 

Wenn  also  die  3  tf  —  3  Parameter,  von  denen  die  Gruppe  -O-  ab- 
hängt, gegeben  sind,  so  kann  man  noch  über  q  von  den  Parametern, 
die  in  p  auftreten,  wiUkürlich  disponiren,  z.  B.  könnte  man  die  scheinbar 
singulären  Stellen  in  q  beliebig  vorgeschriebene  Punkte  der  Ebene 
verlegen 

Man  kann  aber  auch  die  wirklich  singulären  Stellen 

(^)  ^x^    ^a;     •  •  %>    %+i   ' 

festhalten  und  die  übrigen  Parameter  von  p  so  zu  bestimmen  suchen, 
dass  die  projective  Monodromiegruppe  &•  eine  vorgeschriebene  ist;  dann 
muss  aber  jedenfalls 

angenommen  werden  Wenn  q  genau  gleich  6  —  2  ist,  so  stimmt  die 
Anzahl  der  noch  verfügbaren  Parameter  von  p  mit  der  Anzahl  der 
Parameter  der  Gruppe  überein;  es  steht  also  zu  erwarten,  dass  sich 
stets  eine  und  im  Allgemeinen  auch  nur  eine  Differentialgleichung  (Ag) 
bestimmen  lässt,  welche  die  tf  -j-  1  vorgeschriebenen  wirklichen  singu- 
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lären  Stellen  (4)  und  genau  g  —  2  scheinbar  singulare  Stellen  "besitzt, 
und  deren  projective  Monodi'omiegruppe  mit  &•  übereinstimmt.  Wir 
werden  diese  Frage  in  einer  specielleren  Fassung  behandeln  und  fülireu 
zunächst  einige  neue  Begriffe  ein 

Wir  -wollen  Differentialgleicbungen  betrachten,  die  der  Fuchs- 
schen  Classe  angehören,  dieselben  wirklichen  singulären  Punkte  haben, 
und  für  welche  Systeme  Yon  Integi-alquotienten  existiren,  die  bei  jedem 
Umlaufe  von  x  dieselbe  projective  Substitution  erfahren      Seien 

zwei  Differentialgleichungen  von  der  angegebenen  Beschaffenheit, 

Vif  2/3;        •  2/«; 

FundamentaLsysteme  derselben,  deren  Quotienten  bei  jedem  Umlaufe  von 
X  dieselbe  projective  Substitution  erfahren.  Dann  wissen  wir  nach  den 
Ergebnissen  der  Nr  180  (S.  179),  dass  wir  die  Werthe  der  a^^  ^^,  •  •  •  r^^ 
nach  einem  Umlaufe  von  x  erhalten,  indem  wir  auf  z^,  is^,  ■  ■  s  die 
Substitution  anwenden,  welche  die  y^^,  y.^,  •  •  ■  y ^  bei  diesem  Umlaufe 
erfahren  haben,  und  dann  die  so  entstandenen  Ausdi-üclce  noch  mit 
einem  und  demselben  constanten  Factor  multipliciren.  Dai-aus  folgt, 
dass  die  Gleichungen 

für  die  r^,  7\,  •  •  •  r^^_^  Ausdrücke  ergeben  müssen,  die  sich  von  ratio- 
nalen Functionen  von  x  nur  durch  einen  allen  gemeinsamen  Factor 

A 
unterscheiden,  der  selbst  so  beschaffen  ist,  dass  seine  logarithmische 
Ableitung    sich  rational    durch  x  ausdrücken   lässt      Wir   haljen   also 
zwischen   den   abhängigen  Variabein   y,  s   der  Differentialgleichungen 
^A),  (B)  eine  Beziehung  von  der  Form 

'5)  g  =  A%y  +  <p^y' -\"  '  +  q>.-J"~''), 

voselbst  die 

'n\  d  log  Ä 

■ationale  Functionen  von  x  sind.  Da  überdies  (A),  (B)  der  Fuchs- 
elien    Glasse  angehören  sollten,  so  dai-f  der  Nenner  von 
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d  log  A 
dx 
nm-  einfache  Factoren  enÜialten. 

Wir  sagen  allgemein  mit  Herrn  Poincar^  von  zwei  linearen 
Differentialgleicliimgen  (A),  (B)  mit  rationalen  Coefficienten,  sie  ge- 
hörten zur  selben  Familie,  wenn  zwischen  ihren  abhängigen  Variabein 
eine  Beziehung  von  der  Form  (5)  stattfindet,  in  welcher  die  Functionen 
(6)  rational  m  x  sind  Diese  Beziehung  zwischen  zwei  Differential- 
gleichungen ist  offenbar  eine  gegenseitige;  zwei  Differentialgleichungen 
derselben  Familie  haben  femei-,  wie  man  sofort  übersieht,  bei  geeigneter 
Wahl  eines  Fundamentalsystems  von  Integralquotienten  sowohl  dieselbo 
projective  Monodromiegruppe  %;  als  auch  dieselbe  projective  Transforma- 
tionsgruppe 0.  Für  Differentialgleichungen  derselben  Art  (Nr.  165, 
S.  120)  ist  einfach  A  gleich  Eins. 

Untersuchen  wir  nun  den  Charakter  der  Differentialgleichungen 
(A)  und  (B)  derselben  Familie  in  der  Umgebung  der  singuläreu  Stellen. 

Wenn  eine  Stelle  x=  a  Unbestimmtheitsstelle  für  die  lutegriilo 
der  einen  Differentialgleichung  ist,  so  ist  sie  es  im  Allgemeinen  auch 
für  alle  Differentialgleichungen  derselben  Familie,  ausgenommen  den 
besonderen  Fall,  wo  sich  die  Unbestimmtheit  bei  x  ==  a  durch  Multi- 
plication  von  y  mit  einer  Function  von  x  beseitigen  lässt  Wir  be- 
schränken uns  im  Folgenden  auf  die  Betrachtung  von  Differentialglei- 
chungen der  Fuchs'schen  Classe  und  bemerken  nur,  dass  die  in 
den  Nummern  163  — 165  für  die  Differentialgleichungen  derselben 
Art  und  für  cogrediente  Differentialgleichungen  angestellten  Unter- 
suchungen sich  in  ähnlicher  Weise  auf  den  Begriff  der  Familie  über- 
tragen lassen,  wenn  man,  statt  wie  bei  der  Ai't  die  Integrale  und  dio 
zugehörigen  homogenen  Gruppen,  hier  die  Integralquotienten  und  dio 
entsprechenden  projectiven  Gruppen  zu  Grunde  legt.  Es  folgt  dies 
einfach  daraus,  dass  der  Uebergang  von  einer  Differentialgleichung  zu 
einer  anderen  von  derselben  Familie  erfolgen  kann,  indem  man  zu- 
nächst zu  einer  Differentialgleichung  derselben  Art  übergeht  und  dann 
die  Transfoi-mation  ausführt,  welche  die  Integralquotieuten  conservii-t. 

Wenn  die  Differentialgleichung  (A)  zur  Fuchs'schen  Classe  gehöi-t, 
so  wird  die  Differentialgleichung  (B)  derselben  Familie  dann  und  nur 
dann  auch  zur  Fuchs'schen  Classe  gehören,  wenn  A  keine  Uubestimmt- 
heitsstelle  enthält,  d  h.  wenn  der  Nenner  von 

d  logA 
dx 

nur   einfache  Factoren   besitzt.    Bedeutet   dann   x  =  a   eine  singulare 
Stelle  von  (A),  in  deren  Umgebung  die  Entwickelungen  der  lutegi-ale 
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Logaritimien  enthalten,  so  h.&ix  =  a  aucli  für  jede  Differentialgleiclimig 
derselben  Familie  denselben  Charakter. 

Sei  femer  a;  =  a  ein  Punkt,  in  dessen  Umgebung  die  Entwicke- 
lungen  der  Integi-ale  von  (A)  keine  Logarithmen  enthalten,  und  be- 
deuten 

^v    '\,  •  '     »•„ 

die  Wurzeln  der   zu   ic  =  a   gehörigen   determinirenden  Fimdamental- 

gleichung  von  (A),  so  haben  die  Wurzeln  der  zu  demselben  Punkte 

gehörigen  detenninirenden  Fundamentalgleichung  von   (B)  die  Gestalt 

^  +  »-1  +  ö'x;     ^-\rr,  +  (/„  -       X  +  r^  +  g^, 

wo  A  irgend  eine  beliebige  constante  Grösse  bedeutet  und  g^,g.-^,-    ■  g 
ganze  positive  oder  negative  Zahlen  sind. 

Hieraus  folgt,  dass  Differentialgleichungen  derselben 
Familie  dieselben  wiiklichen  smgulären  Punkte  haben,  wäh- 
rend ihre  scheinbar  singulären  Stellen  verschieden  sein 
können. 


liflH,  Differentialglelohiingen  zweiter  Ordnung,  die  zur  selben  Familie 
gehören.     Satz  von  Poinoarö. 

Wir  sjiecialisiren  nunmehr  die  oben  an  die  Differentialgleichung 
(A^)  geknüpften  Fragen,  indem  wir  uns  auf  die  Betrachtung  der  mit 
(A„)  zur  selben  Familie  gehörigen  Gleichungen  beschränken.  In  der 
That  sind  ja  unter  den  Differentialgleichungen  der  Fuchs'schen  Classe, 
deren  projective  Monodromiegruppe  d'  dieselbe  ist,  wie  für  die  Diffe- 
rentialgleichung (Ag),  und  deren  wirkliche  singulare  Stellen  mit  denen 
von  (Ag)  übereinstimmen,  die  mit  (A,)  zur  selben  Familie  und  zur 
Fuchs'schen  Classe  gehörigen  als  specielle  Fälle  enthalten. 

Sei  die  Differentialgleichung 

von  dieser  Beschaffenheit,  dann  ist  also 

8  =  A(fy-}-gy'), 
oder,    wie    wir   mit   Rücksicht   auf    die  Nr    19   (Bd   I,   S    52 j    auch 
schreiben  können, 

wo 

r^  ilx  —  \  —  dx 

M^e-^'     ,     A^  =  Age   -^^ 
•resetzt  wurde 
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Ebenso  können  wir  aucli  für  beliebiges  n  die  Relation  (5),  die 
zwisclien  den  abhängigen  Variabein  zweier  Differentialgleicbungen  der- 
selben Familie  bestellt,  in  die  Form  setzen 

.  ^     1      d  1    d    y 

wir  besebränken  uns  aber  der  Einfacbbeit  wegen  auf  die  Betrachtung 
von  Differentialgleicbungen  zweiter  Ordnung. 

Wir  sehen,  dass  der  Uebergang  von  emer  Differentialgleichung  (A) 
zu  einer  andern  derselben  Familie  ausgeführt  werden  kaim,  indem 
man  die  abhängige  "Variable  y  von  (A)  mit  einer  Function  multipUcii-t, 
dann  das  Product  differentiirt,  das  Resultat  abermals  mit  einer  Function 
multiplicirt,  wieder  differentürt  u.  s.  w. 

Durch  Ausführung  der  Multiplicationen  werden  die  Diffe- 
renzen der  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalglei- 
chungen nicht  geändert,  dagegen  können  diese  Differenzen 
durch  Ausführung  der  Differentiationen  geändert  werden. 

Es  wird  nämlich  im  Allgemeinen  der  Exponent,  zu  welchem  eine 
Function  gehört,  die  sich  im  Punkte  x  =  a  wie  ein  Integi-al  einer 
linearen  Differentialgleichung  verhält,  durch  Differentiation  um  eine 
Einheit  erniedrigt,  es  kann  aber,  wenn  dieser  Exponent  gleich  Null 
ist,  der  im  Satze  2.  der  Nr.  40  (Bd.  I,  S.  141)  hervorgehobene  Aus- 
nahmefall eintreten.    Sei  z.  B   für  n  =  2  in  der  Umgebung  von  x  =  ci 

My  =  c^{cc^ -]- cc^ix  —  a)  +  -    .) -^  c^(ß^(x  ~  a)  +  ß^{x  -  af  +    ■), 

wo  c^,  Cg  willkürliche  Constanten  bedeuten,  dann  ist,  wenn 

«li^a  — S/5i  =  0 

ist,  die  Ableitung  dieses  Ausdruckes  in  der  Form 

c,(3«3(^-a)'H-..  )  +  (c3  +  ^c,)(i3,-f  2/3,(^-a)+    •  ) 

dargestellt.  Während  also  in  der  Differentialgleichung  für  My  die 
zu  a;  =  a  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung  die  WuiTieln 
0,  1  hatte,  sind  diese  Wurzeln  für  die  Differentialgleichung,  der 

d{My) 
dx 

genügt,  0,  2  geworden;  der  für  die  erste  Differentialgleichung  reguläre 
Punkt  ic  =  a  hat  sich  demnach  in  eine  ausserwesentlich  singulare 
Stelle  verwandelt,  er  ist  also  für  (ß^  jedenfalls  scheinbar  smgulärer 
Punkt  geworden.  So  können  also  durch  die  Differentiationen  neue 
scheinbai*  singulare  Punkte  eingefühi-t  werden-,  es  können  aber  um- 
gekehrt auch  scheinbar  singulare  Punkte  verschwinden. 
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In  der  That,  wenn  wiederum  fftr  w  =  2,  z.  B. 
My  =  c,(«,  +  «^(a;  -  a)  +  .  •  ■)  +  c,iß,(x  -  af  +  ß^{x  -  af  +  • .  ■) 
ist,  so  folgt 

während  also  der  Punkt  a;  =  a  f ür  (Ag)  jedenfalls  soteinbar  singulare 
Stelle  war,  kann  derselbe  (wenn  nämlicli  A^  für  x  =  a  weder  ver- 
scbwindet  noch  unendlich  wird)  für  (Bg)  reguläre  Stelle  geworden 
sein.    Wir  können  aUgemein  sagen: 

Die  Differentiation,  die  in  dem  Ausdrucke  (7)  vorkommt,  kann  die 
Differenz  der  Wurzeb.  der  determinirenden  Fundamentalgleichung  nur 
dann  um  eine  Einheit  veimehren  oder  vermindern,  wenn  eine  dieser 
Wurzeln  gleich  Null  ist.  Im  Sinne  der  in  der  Nr.  197  (S.  256)  ein- 
geführten Auffassung  heisst  dies,  es  kann  nur  in  diesem  Falle  eine  neue 
scheinbar  singulare  Stelle  eintreten  oder  eine  solche  Stelle  wegfallen. 

Sei 

die  Differentialgleichung,  welcher  My  genügt,  dann  befriedigt  die  Ab- 
leitung dieses  Productes  die  Differentialgleichung 

und  es  besitzt  die  Differentialgleichung  (8)  genau  ebensoviele  scheinbar 
singulare  Stellen  wie  (A^)  und  (9)  ebensoviele  wie  (B^).  In  die  GHei- 
chung  (9)  werden  zunächst  durch  die  Nullstellen  von  ^>^  scheinbar 
singulare  Stellen  eingeführt,  die  in  (8)  nicht  vorhanden  waren. 

In  der  rationalen  Function  qo^  ist,  da  (Ag)  zur  Fuchs 'sehen  Classe 
gehören  sollte,  der  Zahler  von  um  Zwei  niedrigerem  Grade  wie  der 
Nenner,  Möge  99^  an  8  Stellen  von  der  zweiten  Ordnung  und  an  £ 
Stellen  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  werden,  dann  ist  die  Anzahl 
V  der  endlichen  Nullstellen  von  y^ 

v  =  2d-|-fi  — 2, 


V  ^  £  (mod  2) . 

Die  einfachen  TJnendlichkeitsstellen  von  qp^  sind  in  dem  in  der  Nr.  112 
(Bd  I,  S.  401)  eingeführten  Sinne  einfache  singulare  Punkte  von  (8), 
es  ist  also  eine  Lösung  von  (8)  in  der  Umgebung  einer  solchen  Stelle 
regulär  und  gehört  zum  Exponenten  NuU.  Durch  die  Differentiation 
wird  also  die  Differenz  der  Wurzeln  der  zugehörigen  determinirenden 

SohleBlngei,  BlfferentliLLglelohungeii.  IL  28 
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Fundamentalgleiahmig  nm  eine  Einheit  vermekrt  oder  vennindei*t, 
d.  li.  es  tritt  entweder  ein  neuer  scheinbar  singulärer  Punkt  hinzu, 
oder  es  geht  ein  solcher  verloren.  Die  e  einfachen  Unendlichkeitsstellen 
von  g}^  bewirken  also,  dass  sich  die  Anzahl  der  scheinbaren  singulären 
Stellen  der  Differentialgleichung  (9)  von  der  Anzahl  dieser  Stellen  in 
(8)  um  eine  Zahl  r  unterscheidet,  welche  die  Congruenz 

T  ^  £  (mod  2) 

befriedigt.  Da  durch  die  v  NuUstellen  von  gj^,  ebensoviele  scheinbar 
singulare  Stellen  von  (9)  erzeugt  werden,  beträgt  also  die  Gesammtzahl 
der  in  (9)  neu  hinzugetretenen  scheinbar  singulären  Stellen  t-\-v,  und 
es  ist 

T  + v  =  2£  =  0(mod2). 

Wir  haben  somit  den  von  Herrn  Poincar^  herrührenden  Satz: 

Für  alle  Differentialgleichungen  (zweiter  Ordnung)  der 
Fuchs 'sehen  Classe,  die  zur  selben  Familie  gehören,  lä-sst 
die  Anzahl  der  scheinbaren  singulären  Stellen  (im  Smne  der 
Nr.  197,  S.  256)  denselben  Rest  modulo  Zwei. 


219.    Beatimmxmg   einer  Diflferentialgleioliuiig   der  Familie  mit   der 
Minimalzahl  von  seheinlbar  singulären  Funkten. 

Wenn  für  die  Differentialgleichung  (Ag)  die  Zahlen  q  und  6  den- 
selben Rest  modulo  Zwei  lassen,  so  kann  es  eine  Differentialgleichung 
derselben  Familie  geben,  die  <J  —  2  scheinbar  singulare  Punkte  besitzt 
(vergl.  Nr.  217,  S.  348);  dagegen  ist  dies  nicht  möglich,  wenn  von  den 
Zahlen  q  und  et  die  eine  gerade  und  die  andere  ungerade  ist.  Im 
letzteren  Falle  kann  es  noch  eine  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit 
von  Differentialgleichungen  derselben  Familie  geben,  die  0  —  1  scheinbai 
singulare  Stellen  enthalten,  denn  für  p  =  ^  —  1  enthält  der  Coefficieni 
p  von  (Ag)  einen  Parameter  mehr,  als  durch  die  Forderung  der  Zu- 
gehörigkeit zu  einer  bestimmten  FamiUe  fixirt  werden. 

SoU  die  Differentialgleichung  (B^),  die  mit  (Ag)  zur  selben  Familie 
gehört,  auch'  die  Form 

(B,)  0  =  2. 

haben,  so  müssen  in  der  Beziehung 

(10)  8==^l,(-pj^y'^^ 

die  zwischen  den  abhängigen  Variabein  von  (A,)  und  (B^)  besteht,  dit 
Coefficientou  -ifj,  %  der  Q-leiehung 
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(11)  x-i-ä^=p  +  -:^ 

Genüge  leisten,  wo  %  eine  rationale  Function  bedeutet.     Es  ist  dann, 
wie  eine  einfache  Rechnung  zeigt, 

(12)  a-P  +  ^^-ji*x+i''x)- 

In  diesem  Falle  muss  also  ip  die  Quadi-atwurzel   aus  einer  rationalen 
Function  sein. 

Nehmen  wir  zunächst  an,  dass  die  Zahlen  q  und  tf  in  der  Diffe- 
rentialgleichung (Ag)   denselben  Rest  modulo  Zwei  lassen;  sei  dann 

2m  =  Q  —  ö" . 
Wäre  diese  Zahl  negativ,  so  müsste 

also  jedenfalls  q  kleiner  oder  höchstens  gleich  6  —  2  sein;  in  diesem 
Falle  wäre  die  Differentialgleichung  (Ag)  seihst  schon  so  beschaffen, 
dass  die  Anzahl  ihrer  scheinbar  singulären  Stellen  nicht  grössei-  ist 
wie  0  —  2.  Wir  woUen  uns  die  Aufgabe  stellen,  wenn  m  niclit  negativ 
ist,  die  Differentialgleichung  (Bg)  so  zu  bestimmen,  dass  in  derselben 
höchstens  6  —  2  scheinbar  singulare  Stellen  auftreten. 
Setzen  wir  zu  diesem  Ende 

i  _  (^  —  ^i)  (P  —  h)      (^  —  \)  C^  —  ^i)  (^  —  ^3)  •   •  C^  —  ^,r-a) 


wo  die  d^,  •  •  3„_3,  G^,  •  •  c^„  vorläufig  unbestimmt  sind,  und  ver- 
suchen, diese  m  -\-  6  —  2  Constanten  und  eine  (in  -\-  6  —  1)*°  Con- 
staute  Cg  so  zu  bestimmen,  dass  die  rationale  Function 

i'  +  -;¥  =  -P 
sich  in  die  Form  der  linken  Seite  der  Gleichimg  (11) 

(14)  ^+% 

setzen  lässt.  P  wird  im  TJnendKchen  von  zweiter  Ordnung  Null,  also 
muss  die  rationale  Function  %  im  Unendlichen  von  der  ersten  Ordnung 
verschwmden. 

Seien  A^  für  «  =  1,  2,  •    •  v  die  TJnendlichkeitsstellen  von  %  und 
ft    die  zugehörigen  Gauchy*schen  Residus,  dann  ist  offenbar 

v 


x=l 

23* 


356  XI.  Fonnulirmig  der  TJnitehrprobleme.   Kapitel  7 

Setzt  man 


so  ist 


wenn  also 


ist^  so  muss  sein 

(15)  üf,  =  il^  ~  IJL^  (x  =  l,  2, .   .  r) 

Diese  Gleiclmngen  bestimmen,  wenn  P  gegeben  ist,  die  ft  und  folglich 
die  Function  %.  Wenn  also  die  X^,  •  ■  ■  X^  und  die  Jlf^,  •  ■  M  bekaiuit 
sind,  so  sind  dadurcb  die  N^^,  •  ■  ■  N^  bereits  bestimmt,  falls  P  in  der 
Form 

^  "^  dx 
darstellbar  sein  soll;  es  ist  nämlich 

Setzen  wir 

lim    P ?L^__^    =p 


so  ist 

(")  ^.=«.''  +  (i  +  2(«.)z;. 

Die  Function  P  bat  die  m  +  tf  +  9  =  v  Unendlicbkeitsstellen  zweitei- 
Ordnung 

^1;  •  •  •  %7    \,"-  &^,    c„  .  •  .  c^; 

damit  P  in  der  Form  (14)  darstellbar  sei,  müssen  für  jede  derselben 
die  Bedingung  (17)  oder  die  Gleicbungen  (15),  (16)  erfüUt  sein. 

Betraebten  wir  zunächst  die  Unendliclikeitsstellen  h  ,  so  ist,  wenn 
wir  A^  =  \  nehmen,  zufolge  der  durch  die  Gleichungen  (1),  (2) 
(Nr.  217,  S.  348)  gegebenen  Form  von  _p, 
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also  nacii  (15) 

8  3 

Neknien  wir  z.  B.  die  Wurzel 

1 
f*x  =  — Y 

dieser  Gleichung,  so  lautet  (17) 

Jr    =  Y    . 

Andererseits  ist  aber  nach  (16) 

(18)  K X., 

and  nach  (1),  (2) 

(19)  K-h, 

SO  dass  also 

sein  muss.  Da  aber  für  x  =  h  die  Function  -=  verschwindet,  so  ist 
einfach 

wo  E^  die  in  der  Nr.  217  (S.  348)  festgelegte  Bedeutung  hat.  D.  h,  die 
Bedingung  (17)  reducirt  sich  auf 

Lind  dies  ist  nichts  anderes  wie  die  GHeichung  (3),  welche  besagt,  dass 
b^  scheinbar  singulare  Stelle  der  DijBPerentialgleichung  (A^)  ist. 

Für  die  Unendlichkeitsstellen  h^  (x=i, a, -•  q)  von  P  sind 
ilso  die  Bedingungen  (17)  schon  von  selbst  erfüllt. 

Wir  können  dann  die  in  P  noch  vorhandenen  m  +  <J  —  1  Con- 
itanten  so  einrichten,  dass  die  Bedingungen  (17)  auch  für  die  übrigen 
n  -\-  6  Unendlichkeitsstellen  von  P  erfüllt  sind,  denn  wegen  der 
jleichung 

x=l 

ind  nur  m-\-  6  —  1    dieser  Bedingungen    von   einander   unabhängig. 
)ann  hat  also  P  die  Form  (14).     Die  Function  %  lässt  sich  alsdann 
uf  die  folgende  Weise  bestimmen. 
Es  ist: 

^        ^^  X  —  a^         2  ^^  x  —  b^'^  ^^  X  —  c^' 
x=i  x=l  x=l 

0  dass  also  die  2m  -j-  6  =  q  Grössen 
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zu  bestimmen  sind.    Dies  geschieht  mit  Hülfe  der  aus  (18),  (19)  fol- 
1  genden  q  GHeichungen 

(20)  —%.  =  h        ^''=''''     «"^ 

Setzen  wir 


-TT  tV  ' 


x=l  x=l 


■wo  H{x)  eme  ganze  rationale  I'\inction  (wi  +  ^  +  ff  —  1)'™  Grades, 
jr(a;)  eme  ebensolcshe  Function  w*^™  Grades  bedeutet,  so  erkennt  ]iian 
leicht,  dass  die  Gleichungen  (20)  in  den  Coefficienten  von  E(x)  und 
K(x)  Imear  sind;  das  Gleiche  gilt  von  den  Gleichungen 

lica  [{x  —  6J  %]  =  —  "2         (*=^'  ^'     <?) ' 

welche  besagen,  dass  das  Rösidu  von  %  in  Bezug  auf  h^  gleich  —  — 

ist  Diese  Gleichungen  reichen  im  AUgemeinen  zur  Bestimmung  dei 
Coefficienten  von  S{x)  und  K(x)  gerade  aus,  so  dass  also  im  AUge- 
meinen  die  Bestimmung  von  %  auch  nur  auf  eine  einzige  Weise 
möghch  ist. 

Hat  man  x  ^^<^  dadurch  auch  P  und  ^  bestimmt,  so  genügt 

s '^  il}{— %y  +  f) 

der  Differentialgleichung  (B^),  wo  q  durch  (12)  gegeben  wird. 

Von  dieser  Gleichung  ist  zunächst  leicht  einzusehen,  dass  sie  die 
Punkte  6j,  &3,  •  •  &  nicht  mehr  zu  scheinbar  singulären  Stellen  hat 
sondern  dass  sich  das  allgemeine  Integral  von  (B^)  in  der  Umgebuiij; 
von  h  regulär  verhält.  Es  ist  nämlich  für  das  allgemeine  Integi-al  i 
von  (Ag)  in  der  Umgebung  von  h 


i 


also  da 

ist,  erhält  man 
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Endlich  ist 

t(x)  =  (^  -  hf  (d^  +  d^(x  -&;  +  ••  •), 
also  iu  der  That 

^  =  «0  +  «i(^  —  K)  +  ^a(^  —  Kf-\ • 

Dagegen  hat  die  Differentialgleichung  (B^)  die  Stellen  d^,  8^,  •  •  •  d^_^ 
zu  scheinbar  singulären  Puntten,  so  dass  also,  wie  verlangt  worden 
war,  (Bg)  nicht  mehr  wie  ö  —  2  scheinbar  singulare  Punkte  besitzt, 
d  h.  genauer  gesagt,  nicht  mehr  wie  &  —  2  einfache,  von  den  wirklich 
singulären  Stellen  a^,  a^,  •  •-  a.^  getrennt  liegende  scheinbar  singu- 
lare Punkte. 

Für  die  wirklich  singulären  Stellen  <^ij  «a?  * ' '  '^s+i  s^'ü^^-sn,  wie 
mau  sofort  übersieht,  die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamental- 
gleichungen der  Differentialgleichungen  (Ag)  und  (B^)  überein,  wenn, 
wie  wir  bisher  stillschweigend  vorausgesetzt  haben,  keine  der  Grössen 

^v  hf"  '  ^«  ^^^  ^1?  ^2J  ■  '  ^fi-2  ™^*  ®"^®^  ^^^  Grössen  a^,  ct.,,  •  a^_^^ 
zusammenfällt. 
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Die  Reduction  der  Differentialgleichung  (Ag)  auf  (Bg)  ist  aber  in 
genau  derselben  Weise  ausführbar,  wenn  einige  der  Punkte  i^,  h^,    ■  •  h 
mit  Punkten  der  Reihe  a^,  a^,  •  •  •  a^,  a^_^^  coincidiren,  denn  das  zur 
Herstellung  der  Function  ijj  eingeschlagene  Verfahren  lässt  sich  auch 
in  diesem  Falle  in  ganz  unveränderter  Form  anwenden. 

Nehmen  wir  also  an,  es  mögen  fär  die  Differentialgleichung  (Ag) 
mit  dem  wirklich  singulären  Punkte  a^  etwa  g^  scheinbar  singulare 
Punkte  vereinigt  sein,  d  h.  im  Sinne  der  in  der  Nr.  197  (S.  256)  ein- 
gefühi-ten  Sprechweise,  es  sei  der  reale  Theü  von  d^  zwischen  den 
positiven  ganzen  Zahlen  g^  und  g^  +  l  gelegen,  femer  mögen  &i,  Jg,  •  •  &^ 
die  von  den  wirklichen  singulären  Punkten  getrennt  liegenden  scheinbar 
singulären  Stellen  bedeuten,  die  wir  nach  wie  vor  als  einfache  vor- 
aussetzen wollen.  Wir  können  dann  die  Reduction  von  (Ag)  auf  (B^) 
so  vornehmen,  dass  wir  nebst  den  t  Stellen  ö^,  •  ■  •  h^  noch  jeden  der 
Punkte  a^  g^-iach,  wo 

ist,  als  scheinbar  singulären  Punkt  aufzählen,  es  muss  nur 
t-\-''^g^  =  0{mod2) 
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sein.    In  (13)  hat  man  dann 


Qf+l  a  +  1 


und  femer  etwa 


u.  s.  w. 
zu  nelunen.  Wenn  einige  der  h^  gleich.  Unendlich  zu  nehmen  sind,  so 
sind  natürlich  die  entsprechenden  Linearfactoreu  im  Zähler  von  (13) 
einfach  wegzulassen,  indem  ja  bekanntlich  dem  Auftreten  einer  imend- 
lichen  Wurzel  in  einer  Grleichung  stets  die  Erniedrigung  des  Grades 
der  Grleichung  um  eine  Einheit  entspricht.  In  der  Differentialgleichung 
(Bg),  die  auf  diese  Weise  entsteht,  ist  die  Differenz  der  Wurzeln  der 
zu  a^  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichiuig  im  Allgemeinen 
gleich 

^^  —  9^        (''=^'^'-    ") 
geworden,  und  an  die  Stelle  der  6^,  &g,  •  •  •  h    sind  die  tf  —  2  einfachen 
(im  Allgemeinen  von  den  a^  getrennt  liegenden)  scheinbar  singiüären 
Stellen  3^,,  S^,  •  •  ■  3^_g  eingetreten. 
Nehmen  wir  insbesondere 

so  dass  also 

-1 

»i 

die  wirklich  vorhandene  Anzahl  einfacher  scheinbar  singuläi-er  Stellen 
(im  Sinne  der  Nr.  197,  S.  256)  angiebt;  wenn  dann  9  und  6  modulo 
Zwei  gleiche  Reste  lassen,  und  wir  durch  ft^,  •  • .  l  die  siimmtlichon 
scheinbar  singulären  SteUen  (jede  so  oft  gezählt,  als  ihre  Violfachheit 
erfordert)  bezeichnen,  so  ergiebt  das  zur  Bestimmung  der  Pnuctiou 
(13)  dargelegte  Verfahren  eine  mit  (A^)  zur  selben  Familie  gehörige 
Differentialgleichung  (B^),  die  im  strengen  Sinne  des  Wortes  nur  ö  —  '2, 
einfache  scheinbar  singuläj:e  SteUen  besitzt.  Von  diesen  Stellen  können 
eventueU  auch  einige  in  die  Punkte  a,,  a„  •  •  •  a^,  a,  hineinfallen: 
im  A^ememen  Hegen  die  a„  3,,  •  •  •  a^_^  yon  einander  und  von  den 
a  getrennt,  und  dami  ist  die  Differenz  der  Wurzeln  der  zu  a  gehörigen 
detenmnirenden  Fundamentalgleichung  von  (B^)  gleich  8*-g  Da 
die  zur  Bestimmung  von  ^  beziehungsweise  t  dienenden  Gleichungen 
eine  eindeutige  Bestimmung  Hefem,  so  giebt  es  auch  stets  luu-  eine 
Differentialgleichung  von  der  für  (B,)  angegebenen  Beschaffenheit,  die 
mit  (A,)  zur  selben  Familie  gehört.    Wir  haben  also  den  Satz- 
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Wenn  die  Differentialgleioliung  (Ag)  ö  wirkliche  im  End- 
lichen gelegene  und  q  einfach  zu  zählende  scheinbar  singu- 
lare Stellen  besitzt,  so  giebt  es,  wenn  g  und  6  niodulo  Zwei 
gleiche  Reste  lassen,  eine  und  nur  eine  mit  (A^)  zur  selben 
Familie  gehörige  Differentialgleichung  (Bg),  die  nur  6  —  2 
einfach  zu  zählende  scheinbar  singulare  Stellen  hat.  Man 
nennt  diese  Differentialgleichung  (Bg)  nach  Herrn  Poincarö 
die  ßeducirte  der  Familie. 

Wenn  q  und  6  modulo  Zwei  incongruent  sind,  so  kann  man  auf 
analoge  Weise  zeigen,  dass  sich  eine  mit  (Aj)  zur  selben  Familie  ge- 
hörige Differentialgleichung  (Bg)  bestimmen  lässt,  die  tf  —  1  scheinbar 
singulare  Punkte  besitzt  und  deren  Coefficient  q  noch  einen  willkürlich 
bleibenden  Parameter  enthält,  lieber  diesen  kann  man  z.  B.  so  disponiren, 
dass  einer  der  tf  —  2  scheinbar  singulären  Punkte  eine  vorgeschriebene 
Lage  erhält.  Dabei  liefern  dann  die  Bestimmungsgleichungen  von  (Bg) 
diese  Gleichung  auch  in  eindeutiger  Weise.  Man  kann  dann  ebenso 
wie  vorhin  die  Reduction  entweder  so  ausführen,  dass  man  nur  die 
von  den  wii-klichen  singulären  Punkten  getrennt  liegenden  scheinbaren 
singulären  Stellen  in's  Spiel  bringt,  oder  so,  dass  man  auch  noch  einen 
Theil  der  mit  wirklichen  coincidirenden  scheinbaren  singulären  Stellen, 
oder  endlich  so,  dass  man  aUe  scheinbaren  singulären  Stellen  (im 
strengen  Sinne)  mit  heranzieht.  Im  letzteren  Falle  erhält  man  eine 
eindeutig  determinirte  Differentialgleichung  (Bg),  die  genau  c?  —  1  ein- 
fach zu  zählende  scheinbar  singulare  Stellen  besitzt  (über  eine  der- 
selben ist  willkürlich  disponirt  worden),  und  die  in  diesem  FaUe  als 
die  Reducirte  der  Familie  anzusehen  ist. 

Es  bedarf  noch  der  Erörterung,  dass  die  Reducirte  innerhalb 
der  Familie  auch  wirklich  eindeutig  determinirt  ist,  d.  h.  dass  man 
stets  zur  selben  Reducirten  kommt,  von  welcher  Differentialgleichung 
(Ag)  der  Famüie  man  auch  ausgegangen  sein  mag.  Hat  man  aber 
zwei  Differentialgleichungen,  die  zur  selben  Familie  gehören,  für  welche 
die  Wurzeln  der  zu  den  wirklichen  singulären  Punkten  a^,  ög,  •  •  •  a^_j_j^ 
gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  übereinstimmen,  und 
die  nicht  mehr  wie  <?  —  2  einfach  zu  zählende  scheinbar  singulare 
Stellen  besitzen,  so  muss  in  der  zwischen  den  abhängigen  Variabein  y,  e 
bestehenden  Beziehung 

g  verschwinden  und  Af  sich  auf  eine  Constante  reduciren,  d.  h.  die 
Differentialgleichungen  sind  identisch.  Also  kann  es  innerhalb  einer 
Familie  nicht  zwei  verschiedene  Reducirte  geben. 


3ß2  XI.   Pormulimiig  der  Umkehrprobleme.   Kapitel  7. 

Die  hier  für  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  entwickelten 
Resultate  lassen  sich  im  WesentHchen  auch  auf  Differentialgleichungen 
beliebiger  Ordnung  übertragen.  Wir  wollen  dies  hier  des  Näheren  nicht 
ausführen,  sondern  ähnliche  Betrachtungen,  wie  wir  sie  hier  für  die 
Integralquotienten  einer  linearen  Differentialgleichung  angestellt 
haben,  nunmehr  für  die  Integrale  selbst  anstellen  und  dabei  die 
Ordnimg  der  Differentialgleichung  beliebig  lassen.  Wenn  es  nämlich 
auch  bei  Behandlung  der  Umkehnmgsfragen  geboten  erscheint,  die 
Integralquotienten  in  den  Vordergrund  der  Untersuchung  zu  stellen,  so 
darf  man  doch  hierbei  nicht  stehen  bleiben.  Denn  eine  nicht  geringe 
Anzahl  von  Eigenschaften  tritt  deutlicher  hervor,  wenn  man  statt  der 
Quotienten  die  Integrale  selbst  studu-t,  andere  Eigenschaften  können 
überhaupt  nur  an  den  Integi-alen  dargelegt  werden. 

Es  ist  dies  eine  ähnliche  Erscheinung,  wie  sie  auch  in  vielen 
anderen  Gebieten  der  Mathematik  zu  Tage  tritt,  wo  dm-ch  den  Ueber- 
gang  von  nicht  homogenen  Ausdrücken  zu  homogenen  Vieles  verein- 
facht, Vieles  überhaupt  erst  zugänghch  wird,  so  z.  B.  in  der  algebraischen 
und  arithmetischen  Theorie  der  algebraischen  Fonnen,  wo  manche 
Fragen  erst  bei  Betrachtung  homogener  Functionen  foimulirt  worden 
können.  Dass  auch  bei  den  Umkehrproblemen  die  Betrachtung  der 
Integrale  selbst  zu  wesentlich  neuen  ö-esichtspunkten  führt,  wird  sich 
an  späterer  Stelle  zeigen,  wo  wir  statt  z.  B.  für  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  Functionen  des  Integralquotienten 

^       Vi 

zu  untersuchen,  homogene  Functionen  der  Integrale  y^,  y^  studiren 
werden.  Von  der  Betrachtung  homogener  Functionen  der  y^,  v/^  können 
wir  dann  stets  wieder  zu  den  Functionen  von  iq  herabsteigen,  indem 
wir  den  Grad  jener  homogenen  Functionen  gleich  Null  annehmen. 


221.   DifferentiaIgleioliUD.g  für  die  Integralquotienten  einer  linearen 
Differentialgleioliiing  dritter  Ordnung. 

Ehe  wir  das  Gebiet  der  Integralquotienten  verlassen,  wollen  wir 
der  Vollständigkeit  wegen  noch  die  algebraische  Differentialgleichung 
aufstellen,  der  die  Integralquotienten  einer  linearen  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung  Genüge  leisten  Wir  wissen,  dass  diese  Differential- 
gleichung von  der  fünften  Ordnung  sein  muss  (Nr.  180,  S.  181);  sie 
spielt  für  ?z  =  3  dieselbe  RoUe  wie  die  Gleichung  (4)  der  Nr.  180 
(S.  184)  für  tt  =  2. 
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Möge  die  Differentialgleicliuiig  dritter  Ordnimg  in  der  Form 

vorgelegt  sein.  Dann  lässt  sieb,  durch  Integration  der  Differentialgleieliung 

oder,  wenn 

f~dx 
gesetzt  -vdrd,  dnrcli  lutegi-ation  von 

die  DiflfereutialgleichiTng  für  y  in  die  Form  setzen 

(1)  :-7  +  *»  =  o, 

WO  (Nr.  183,  S.  198) 

de 

(di\'V'        2    dxj 
\dx) 
zu  nehmen  ist. 

Seien  u^,  m^  zwei  linear  unabhängige  Lösungen  von  (1),  dann  ist 
wenn  wir 

setzen.     Wir    erhalten    folglich    mit    Rücksicht    auf    die    Differential- 
gleichung (1) 

oder 

(2)  0  =  u/'\0)  +  3w;Ws"(^)  +  3<'W5'(^), 

wo  die  oberen  Accente  Ableitungen  nach  e  bedeuten. 

Differentiiren  wir  diese  GHeichung  zweimal  nach  0  und  entfernen 
mit- Hülfe  von  (1)  die  Ableitungen  höherer  als  zweiter  Ordnung  von 
Wj,  so  kommt 


'  I,' 

,  '( 
,  'II I 
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Eliminiren  wir  aus  diesen  beiden  Gleidiungen  und  aus  (2)  die  Grössen 

so  erhalten  wir  die  gesuchte  Differentialgleichung  fünfter  Ordnung  für 
die  Integralquotienten  s  von  (1)  in  der  Form 


d/  da^  «^«^^  d^ 


d'^s 


d8  d8^ 


dh 


dZ^ 


^73 


ds 


0. 


Bedeuten  s^,  Sg  zwei  Lösungen  dieser  Differentialgleichung,  so  ist 
die  allgemeine  Lösung  s  in  der  Form 

^^  Ä'  +  B's^  +  O's^ 

darstellbar,  wo  Ä,  B,  C/,  Ä\  B'j  G'  willkürliche  Litegrationsconstanten 
bedeuten,  und  ein  Fundamentalsystem  von  (1)  ist  durch 

{s;\z)s;{ß)  —  s;{8)s;'{z))  ' , 

s^{s;\0)s^{s)  —  s;{8)s;'(ß))  \ 

_  1^ 

gegeben  (vergl  Nr.  180,  S.  181,  Nr.  179,  S.  175). 


'  ,1 


Achtes  Kapitel. 

222.   Differenüalgleiolningen  tmd  Ennotionssysteme,  die  zur  selben 
Classe  gehören.     Sätze  von  Eiemann. 

Die  nun  folgenden  Untersuchungen  schhessen  sich  enge  an  die 
bereits  in  der  Nr  162  (S.  156)  skizzirte  Art  und  Weise  an,  wie  Rie- 
mann  die  Theorie  der  durch  die  öauss'sche  Reihe  definirten  Function 
entwickelt  und,  wie  aus  den  aus  seinem  Nachlasse  zuerst  im  Jahre  1876 
bekannt  gemachten  Fragmenten  hervorgeht,  auch  in  die  Theorie  der 
allgemeinen  linearen  Differentialgleichungen  einzudringen  versucht  hat. 

Wir  haben  zwei  lineare  Differentialgleichungen  der  Fuchs 'sehen 
Classe  derselben  Familie  zugezählt,  wenn  sie  dieselben  wirklichen 
singulären  Punkte  besitzen  und  wenn  sich  zwei  Systeme  von  Integral- 
quotienten angeben  lassen,  die  bei  Umläufen  der  unabhängigen  Variabein 
um  diese  singulären  Punkte  auch  dieselben  projectiven  Substitutionen 
erfahren.  Die  scheinbar  singulären  Stellen,  die  für  Differentialglei- 
chungen derselben  Familie  noch  verschieden  sein  können,  sind  im  All- 
gemeinen Unendlichkeitsstellen  der  Integralquotienten,  in  deren  Um- 
gebung sich  die  Integralquotienten  verhalten  wie  rationale  Functionen. 
Es  würde  also  den  .Anschein  haben,  dass  wir  das  Analogen  dessen,  was 
für  die  Integralquotienten  die  Familie  ist,  bei  Betrachtung  der  Inte- 
grale selbst  in  der  Zugehörigkeit  zweier  Differentialgleichungen  zur 
selben  Art  zu  suchen  hätten. 

In  der  That  stimmen  für  die  Integrale  zweier  Differentialglei- 
chungen derselben  Art  (vergl.  Nr.  165,  S.  120)  diejenigen  singulären 
Punkte  überein,  in  deren  Umgebung  sich  die  Integrale  verzweigen  oder, 
wenn  die  Differentialgleichung  nicht  zur  Fuchs 'sehen  Classe  gehört, 
unbestimmt  werden,  und  es  können  sich  nur  diejenigen  singulären 
Punkte  ändern,  in  deren  Umgebung  die  Integrale  das  Verhalten  von 
rationalen  Functionen  zeigen.  Nun  kann  schon,  wenn  wdr  die  Integral- 
quotienten einer  und  derselben  Differentialgleichung  betrachten,  eine 
Stelle,   die  für   einen   dieser  Quotienten   eine  reguläre  Stelle  ist,  für 
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einen  anderen  eine  Unendlichkeitsstelle  sein.  Dagegen  ist  für  die  Inte- 
grale selbst  das  Auftreten  einer  TJnendliclikeitsstelle  für  ein  Integi-al 
insofern  charakteristiscli,  als  es  dann  in  jedem  Fundamentalsysteme 
mmdestens  ein  Integral  geben  muas,  welcbes  an  dieser  Stelle  ebenfalls 
unendlich,  wird.  Es  liegt  dies  eben  daran,  dass  von  zwei  Funda- 
mentalsystemen von  Integralen  das  eine  durcb  das  andere  ganz  linear 
darstellbar  ist,  während  Fundamentalsysteme  von  Integralquotienten  als 
gebrochene  Imeare  Functionen  von  einander  erscheinen. 

Suchen  wii-  also  das  Analogen  der  Zugehörigkeit  zweier  linearer 
Differentialgleichungen,  deren  Integralquotienten  wir  betrachten,  zur 
selben  Fanülie,  so  werden  wir  den  Integralen  nicht  nur  dieselben  Ver- 
zweigungs-  und  Unbestinuntlieitsstellen,  sondern  überhaupt  dieselben 
singulären  Stellen  zu  erhalten  haben,  d.  h.  wir  werden  unter  den 
Differentialgleichungen  derselben  Art  noch,  diejenigen  aussondern,  für 
welche  auch  die  singulären  Stellen,  in  denen  Integrale  wie  rationale 
Functionen  unendlich  werden  (Kategorie  3.  der  in  der  Nr.  165,  S.  119 
aufgestellten  Classification),  dieselben  sind. 

Wir  sagen  mit  Riemann,  dass  zwei  Differentialgleichungen  der- 
selben Art  insbesondere  zur  selben  Classe  gehören,  wenn  auch  die 
Unendlichkeitsstellen  ihrer  Integrale,  wo  sich  diese  Integrale  wie  ratio 
nale  Functionen  verhalten,  übereinstimmen,  d.  h,  wenn  die  sämmtHchen 
wesentlichen  singulären  Punkte  in  beiden  Differentialgleichungen 
dieselben  sind. 

Zwei  Differentialgleichungen  der  Fuchs 'sehen  Classe  gehören  also 
dann  und  nur  dann  zur  selben  Classe  im  Sinne  von  Riemann,  wenn 
ihre  sämmtlichen  wesentlichen  singulären  Stellen  übereinstimmen,  und 
wenn  überdies  Fundamentalsysteme  dieser  Differentialgleichungen 
existiren,  die  cogredient  sind,  d.  h.  bei  Umläufen  um  dieselben  singu- 
lären Stellen  auch  dieselben  Substitutionen  erfahren*). 

Wir  beschränken  uns  im  Folgenden  auf  die  Betrachtung  von 
Differentialgleichungen  der  Fuchs 'sehen  Classe. 

Sei 

(A)  ^_|_«^  +  ...  +  p     ^  +  ^2/  =  0 


*)  In  seinen  in  den  Sitzimgabencliten  der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  1888 
und  folg  veröffentlichten  Arbeiten  bedient  sich  Herr  Fuchs  der  Bezeichnung 
„Classe"  filr  die  Gesammtheit  derjenigen  linearen  Differentialgleichungen,  die 
nach  unserer  im  Anschlüsse  an  Herrn  Poincarö  (Acta  Mathematica  Bd  6,  1884) 
gewählten  Terminologie  zur  selben  „Art"  gehören  Wir  haben  den  Classen- 
begnff  in  der  ursprünglich  von  Riemann  festgesetzten  Form  beibehalten.  i 
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eine  solche  Differentialgleicliuiig,  «1,0^3,  •  a^  die  im  Endlichen  ge- 
legenen, a^.^  =  00  der  unendlicli  ferne  wesentlich  singulare  Punkt  und 
^1?  ^3;  ■    •  ^n  <Ü6  ausserwesentlich  aingulären  Punkte.     Pemer  seien 

2/1;  2/3;  ••  ■  Vn 
die  Elemente  irgend  eines  Pundamentalsystemes  von  (A), 

die  Elemente  des  zu  x  =  a^  gehörigen  canonischen  Fimdamentalsystemes, 

die  Wurzeln  der  zu  x  =  a^  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichung, endlich  mögen 

die  dem  Fundamentalsysteme  ^j,  2/3? '  * "  2/«  entsprechenden  Fundamental- 
substitutioneu  bedeuten,  die  bei  der  gewohnten  durch  die  Fig.  2 
(Nr.  208,  S.  304)  angedeuteten  Zei"schneiduiig  der  a;- Ebene  in  eine 
einfach  zusammenhängende  Fläche  T  den  Ueberschreitungen  der  Quer- 
schnitte 

h}   \}  '  '  '  K 

entsprechen.    Da  unter  den  a^,  •  •  •  a^,  o,^,^  auch  die  Stellen  enthalten 
sind,  an  denen  einzelne  Integi-ale  unendlich  werden,  ohne  sich  zu  ver- 
zweigen, so  können  einzelne  der  Substitutionen  Ä^  sich  auch  auf  die 
identische  Substitution  1  reduciren. 
Bedeutet 

eine  Differentialgleichung,  die  mit  (A)  zur  selben  Classe  gehört,  so  ist 
jedenfalls,  da  (A)  und  (B)  zur  selben  Art  gehören, 

(C)  ,^r,y-i-r,y'+^''  +  r^_J''~'\ 

wo  die  r„,  *',,••■  y  ,  rationale  Functionen  von  x  darstellen  Diese 
rationalen  Functionen  müssen  aber  überdies  so  beschaffen  sein,  dass 
die  durch  die  GHeichung  (C)  definirte  Function  0  an  keiner  von  den 
a^,  «g,  •  •  a^  verschiedenen  endlichen  Stelle  unendlich  wird.  Dagegen 
kann  die  Differentialgleichung  (B)  im  AJlgemeinen  ausserwesentlich 
singulare  Stellen  besitzen,  die  von  denen  der  Differentialgleichung  (A) 
verschieden  sind.  Für  eine  wesentlich  singulare  Stelle  x  =  a  können 
sich  die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung  von  (B) 
von  den  »',,1,  ^^^3,  •  *    '*'y,n  ^-^^^  ^11^  ganze  Zahlen  imterscheiden. 
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Wir  sagen  von  dem  mit  y^,  V^,  '  "  Vn  cogredienten  Fundamental- 
systeme 

(1)  ^  =  ^y^c  +  ^ivJ  +  •  •  •  +  ^n-Jr''\ 

es  sei  ein  Ehmctionssystem,  welches  mit  dem  Fimctionssysteme 
yiiVit  '"  Vn  ^^^  selben  Classe  gehört.  Diese  Definition  stimmt 
dann  offenbar  mit  der  folgenden  überein. 

Ein  System  von  n  Functionen  ä^,  ^a  " '  ^n)  ^^^  ^^  ^^^ 
einfach  zusammenhängenden  Fläche  T  allenthalben  eindeutig 
und  endlich  sind,  beim  Ueberschreiten  der  Querschnitte 
hf  hj  "'  K  ^^®  Substitutionen  J.^,  -4g,  •  •  •  Ä^  erfahren  und 
keine  Stelle  der  Unbestimmtheit  besitzen,  gehört  mit 
2/ij  y^}  " '  Vn  ^^-"^  selben  Classe. 

In  der  That  befriedigt  jedes  so  beschaffene  Functionssystem  eine 
Lineare  homogene  Differentialgleichung  von  höchstens  w*^'  Ordnung  der 
Fuchs 'sehen  Classe,  die  mit  (A)  zur  selben  Classe  gehört. 

Seien 
(2)  s^i,  s,a»  •  •  ■  s««        ^=^'^'     "+« 

die  Wurzeln  der  zu  a;  =  ß^^  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichung der  Differentialgleichung  (B),  so  sagen  wir  mit  Riemann, 
diese  Zahlen  seien  die  Exponenten  des  Functionssystems 
0^,  0^,  •  •  •  nf  .  Es  wird  uns  wesentlich  darauf  ankommen,  festzustellen, 
inwieweit  ein  mit  y^:  y^  '  "  yn  ^^■'"  selben  Classe  gehöriges  Functions- 
system durch  Angabe  seiner  Exponenten  (die  sich  natürlich  von  den 
entsprechenden  r^^  nur  durch  additive  ganze  Zahlen  unterscheiden 
können)  bestimmt  ist. 

Hat  man  (w  +  1)  Systeme  von  je  n  Functionen,  die  zur  selben 
Classe  gehören, 

y.v  y.,>  •-•  y^n     ^^^-^^  "+^)' 

so  besteht  zwischen  diesen  Systemen  eine  homogene  lineare  Beziehung, 
deren  Coefficienten  ganze  rationale  Functionen  von  x  sind. 
Denn  setzt  man 

so  sind  die  qo^,  gjg»  "  * "  9'n+i  proportional  den  aus  dem  Systeme 

gebildeten  Detei-minanten  n^^  Ordnung.  Diese  Determinanten  sind  aber 
nach  dem  Appell'schen  Satze  (Nr.  15,  Bd.  I,  S.  40)  proportional  mit 
gewissen  ganzen  rationalen  Functionen  von  x. 
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Betrachten  wir  insbesondere  die  Bezieliimgen  (1),  die  zwischen 
^if  ^ij  "  ^n  ^^*^  ^^^  Ableitungen  der  y^,  y^,  •  •  •  y^  bestehen,  welch' 
letztere  ja  offenbar  Functionssysteme  sind,  die  mit  y^,  y^,  •  y  zur 
selben  Classe  gehören.  Diese  Beziehungen  lassen  sich  in  die  Form 
setzen 

(3)         ^^^  =  Ä„2/^  +  A,2/;+...  +  Ä„_,2/t"~'^        (x=M.     «), 

wo  die  g,  h^,  li^,        \—i  gaJize  rationale  Functionen  von  x  bedeuten. 
Sei  x  =  c  eine  Wurzel  der  GHeichung 

gix)  =  0. 

Wenn  x  =  c  mit  keiner  der  wesentlichen  smgulären  Stellen  a^,  «j,  •  a^ 
zusammenfällt,  so  sind  die  ^^,  m^,  -  •  i3^  für  x  =  c  jedenfalls  endlich, 
also  müssen  in  diesem  Punkte  die  Ausdrücke 

verschwinden.  Wenn  nun,  wie  wir  voraussetzen  können,  die  ganzeji 
Functionen 

g,  \,  \,  •  •  •  \_^ 

keinen  gemeinsamen  Theiler  besitzen,  so  können  für  x  =  c  mcht  alle 

K  K  •  •    K-i 
gleicB  Null  sein;  also  muss  die  Determinante 

-D(«/i,2/aj  •"  yj 
füi-  X  =  c  verschwinden.     Diese  Determinante  verschwindet  aber  nur 
für   singulare   Punkte   der   Differentialgleichung  (A),    wir   haben   also 
den  Satz: 

Der  Coefficient  g  der  0^  in  den  Gleichungen  (3)  kann  nur 
für  die  singulären  Stellen  der  Differentialgleichung  (A)  ver- 
schwinden. 


223.    Bestkamung  einer  Differentialgleiohung  der  OlasBe, 
deren  determinirende  Gleioliimgen  zwisohen  NnU  und  Eins  gelegene 

Wurzeln  haben. 

Wenn  g  nur  in  den  wesentlichen  singulären  Stellen  von  (A) 
gleich  Null  wird,  so  definiren  die  Gleichungen  (3)  bei  willkürlicher 
Wahl  der  ganzen  rationalen  Functionen  Ji^,  h^,  •  Ä^_i  ein  Functions- 
system  [0  ],  welches  mit  [y  ]  zur  selben  Classe  gehört  Dies  ist  also 
insbesondere  der  Fall,  wenn  g  gleich  einer  Constanten  gewählt  wird. 

Diese  einfache  Bemerkung  soll  uns  dazu  dienen,  um  von  der 
Differentialgleichung  (A)  zu  einer  Differentialgleichung  derselben  Classe 

Schlesingei,  Biffeieutlalglelohiingeii    II,  24 
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überzugelieii,  in  welclier  die  Wm*zeln  der  detenninirenden  Fundamental- 
gleichungen gewisse  vorgeschriebene  Abweichungen  von  den  ent- 
sprechenden Q-rössen  der  Gleichung  (A)  zeigen. 

Denken  wir  uns  die  Differentialgleichung  (A)  in  der  Umgebung 
einer  gewissen  wesentlichen  oder  ausserwesentlichen  singulären  Stelle 
a;  =  a  in  der  Normalform  (Nr.  44,  Bd.  I,  S.  154)  geschrieben 

(A)  (x  -  ayPS^)y^^'  +  (^  -  ay-'P^_,{xly^-''  -f  •  •  •  +  P,{x)y 

=  P{y)  =  o 

und  setzen  wir 

,  =  B,y-i-(x-  a)B,y'  -{-      -  +  [x  -  ay-'B^_J^-  '^  =  M^y) , 

wo  also  die  P^,  P^_-y,  ' '  •  Pq  bestimmte,  die  i2„_i,  •  •  B^  noch  ge- 
eignet zu  wählende  ganze  rationale  Functionen  von  x  bedeuten,  von 
denen  P^  und  B^_^  für  x  ==  a  nicht  verschwinden,  so  genügt  e  einer 
mit  (A)  zur  selben  Classe  gehörigen  Differentialgleichung,  die  wir  uns 
bei  X  =  a  ebenfalls  in  der  Normalform  geschrieben  denken  wollen: 

(B)  {X  -  afQj"  +  ix-  ar-^ö„_,/»-^^  + . .  +  ^^^  =  ^(;,)  ==  0, 

Q^j  ^„_i,  '  •  ^  Qo  süid  ganze  Functionen,  ^^  f ür  a;  =  a  von  Null  ver- 
schieden. 

Buden  wir  den  zusammengesetzten  Differentialausdruck 

so  besitzt  derselbe  (Nr.  17,  Bd.  I,  S.  46)  bei  x  ==  a  ebenfalls  die  Nor- 
malform und  hat  x  =  a  zur  Stelle  der  Bestimmtheit.  Es  ist  dann 
(Nr  164,  S.  118) 

QB  =  SP, 

wo   S  einen   Differentialausdruck   (n  —  1)*^*   Ordnung   mit   rationalen 
Coefficienten  bedeutet,  der  für  x  =  a  auch  die  Normalform  und  diese 
Stelle  zur  Stelle  der  Bestimmtheit  hat. 
Seien  nun  für  unbestimmtes  q: 

P{i^x  -  a)0  =  (^  -  ay^aQ){x  -  aj , 

B{{x  -  af)  =  {x-  af^  ^^{q) (x  -  af , 
S{ix  -  af)  =  {x-  ay^  xM)(P  "  < 
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die  charakteristisclien  Functionen  der  Differentialauadrücke  P,  Q,  B,  8, 
so  haben  wir  nach  Nr.  86  (Bd  I,  S  309)  die  GHeichungen: 

Die  beiden  ersten  dieser  GHeichungssysteme  lauten 

(4)  9oi9  ^o(.9)==%oWo(9)f 

(5)  <p^iQ  +  l)i,,iQ  +  1)  =  XoiQ  +  l)/'o(9  -h  1), 

(6)  ipMi^M  -(-  g'oC«'  +  l)^i(«')  =  xMfoiQ)  +  3;o(C  +  l)/"i(«>). 
Aus  der  letzten  GHeiehung  folgt  dann  mit  Rücksicht  auf  die  zy^eite 

(7)  xMfoiQ)  —  9>i(?)^oW  =  ^ü(?  +  1) ^^(g  +  i) 

Sei  nun  r^  eine  ^- fache  Wurzel  der  zu  a;  ==  a  gehörigen  determi- 
nirenden  Fundamentalgleichung 

(8)  /o(p)  =  0 

von  (A),  so  kann  man  im  AUgememen,  wie  Herr  Heffter  gezeigt  hat, 
die  Coeffieienten  des  Differentialausdruckes  R(^)  so  ein- 
richten, dass  die  zu  ic  =  a  gehörige  determinirende  Funda- 
mentalgleichung 

(9)  %iQ)  =  0 

von  (B)  die  A-fache  Wurzel  r^  -\-  1  besitzt  und  ihre  sämmt- 
lichen  n  —  ^  übrigen  Wurzeln  mit  (8)  gemein  hat. 

Nehmen  wir  nämlich  Il(y)  von  der  A*®°  Ordnung  so,  dass 

%{q)  =  const  (q  —  r^f 

ist,  dann  verschwindet  die  linke  Seite  der  Q-leichung  (7)  für  ^  ==  r^ 
von  der  A*"*  Ordnung.     Wenn  nun  nicht  gleichzeitig 

(10)  fo(r,  +  l)  =  0    und    f,(r,)  =  0 
sind,  so  kann,  da 

^o(^  + 1)4=0 

ist,  und  R(y)  auch  noch  so  eingerichtet  werden  kann,  dass 

^iW  +  0 

ist,  die  rechte  Seite  von  (7)  nur  dadurch  für  Q  =  r^  von  A*"  Ordnung 
verschwinden,  dass 

Xo((?H-i)  =  o 

die  A- fache  Wurzel  r^,  also 

24* 
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die  A-faehe  Wurzel  r^-\-  1  besitzt  Dann  hat  aber  zufolge  der  Glei- 
chung (4)  auch 

die  A-fache  Wurzel  r^  -f-  1  Dass  R(y)  überdies  so  eingerichtet  werden 
kann,  dass  die  n  —  A  übrigen  Wurzeln  Ton  (9)  mit  denen  von  (8), 
und  überhaupt  für  jeden  wesentlich  singulären  Punkt  die  Wurzeln  der 
determinirendeu  Fundamentalgleichungen  von  (A)  und  (B)  überein- 
stimmen, ist  evident. 

Was  die  Bedingungen  (10)  anlangt,  so  ist  Folgendes  zu  bemerken. 
Wenn  z  B.  zur  Wurzel  r^  ein  in  Reihenform  darstellbares  Integral 

gehört,  so  lauten  die  beiden  ersten  Q-leichungen  der  für  die  g  bestehen- 
den Recursionsformel  (Nr  45,  Bd.  I,  S   158) 

Wenn  alsdann  z  B. 

wäre,  so  müsste  nothwendig  auch 

«0  =  0 

sein;  m  diesem  Falle  wäre  also  die  angegebene  Reduction  nicht  aus- 
führbar 

Wenn  für  alle  wesentlich  singulären  Stellen  von  (A)  die  zu- 
gehörigen Fundamentalgleichungen  lauter  von  einander  verschiedene 
Wurzeln  haben,  so  können  die  Q-leichungen  (10)  füi*  keine  der  Wurzeln 
der  zu  diesen  Stellen  gehörigen  determinirendeu  Fundamentalgleichungen 
bestehen.  Da  wir  femer  durch  Multiplication  von  y  mit  einer  ratio- 
nalen Function  von  der  Form 

(a;-aJ-"^(^-a,)-"^.    ■  (^  -  0~"% 

wo  die  «j,  «g,  •  a^  positive  ganze  Zahlen  oder  Null  bedeuten,  stets 
erreichen  können,  dass  die  realen  Theüe  der  Wurzeln  der  detenniniren- 
den  Fundamentalgleichungen  für  die  im  Endlichen  gelegenen  wesent- 
lichen singulären  Stellen  a^,  «g,  a^  nicht  positiv  sind,  so  können 
wir  durch  wiederholte  Anwendung  des  für  x  =  a  und  die 
Wurzel  r^  beschriebenen  Verfahrens  stets  von  (A)  zu  einer 
Differentialgleichung  (A')  derselben  Classe  übergehen,  die  so 
beschaffen   ist,   dass  die  realen  Theile  der  Wurzeln  der  auf 
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a^,  ttg,  •  a^  bezügliclien  determinirenden  Fundamentalglei- 
chungeii  zwischen  Null  und  der  negativen  Einheit  liegen. 

Herr  Fuchs,  der  diese  Reduction  zuerst  angegeben  hat,  lehrt,  wie 
man  die  Coefficienten  der  Beziehiing,  die  zwischen  den  abhängigen 
Variabein  der  Differentialgleichungen  (A)  und  (A')  besteht,  direct 
finden,  also  die  Reduction  mit  einem  Schlage  ausführen  kann.  Die 
analoge  Reduction  m  dem  Falle,  wo  für  die  determinirenden  Funda- 
mentalgleichungen von  (A)  Wurzeln  vorhanden  sind,  die  sich  um  ganze 
Zahlen  unterscheiden,  beruht  auf  dem  folgenden  ebenfalls  von  Herrn 
Fuchs  herrührenden  Satze: 

Man  kann  stets  eine  mit  (A)  zur  selben  Olasse  gehörige 
Differentialgleichung  (A')  finden,  die  so  beschaffen  ist,  dass, 
wenn  r^,  /g,  *  r^^^  die  Wurzeln  der  zu  einem  singulären 
Punkte  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung 
von  (A')  bedeuten,  welche  sich  nicht  um  ganze  Zahlen  von 
einander  unterscheiden,  die  Gesammtheit  der  von  r^  um  ganze 
Zahlen  (die  Null  mit  eingeschlossen)  verschiedenen  Wurzeln 
m  der  Form 

r^,    r^  —  1 ,    r^  —  2,     •  •  ^^  —  v         {y^n—x) 
darstellbar  ist. 

Seien  nämlich  für  die  tm  x  ==  a  gehörige  determinirende  Glei- 
chung von  (A) 

die  von  r^  um  ganze  Zahlen  verschiedenen  Wurzeln,  und  möge  für 
x  =  0,  1,  •  •  V  die  Wurzel  r^  —  g^  eine  A^- fache  sein,  während 
yiij  9v  9ii  '  '  '  üv  ganze  Zahlen  bedeuten,  für  welche 

ist;  dann  kann  man  zunächst  zu  einer  Differentialgleichung  übergehen, 
die  mit  (A)  zur  selben  Classe  gehört,  und  für  welche  die  zu  a;  =  a 
gehörige  determinirende  Gleichung  die  Wurzeln 

beziehungsweise  Jl^,  A^,  Ag,  •  •  ■  A^-fach  besitzt,  wenn  ^^  >  1  ist.  Durch 
Wiederholung  dieses  Processes  gelangt  man  zu  einer  mit  (A")  zur  selben 
Classe  gehörigen  Differentialgleichung,  für  welche 

beziehungsweise  A^,  A^,  Ag,  ••  A^,- fache  Wurzeln  der  zu  x  =  a  ge- 
hörigen determinirenden  Gleichung  sind.     Wenn  //g  >  2,  so  fähi-t  man 
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in  dersellDen  Weise  fort,  bis  die  gewünschte  Form  der  Wurzelgnippe 
erreicht  ist. 

Diese  Reduction  ist,  wie  sich  leicht  übersehen  lässt,  für  den 
Punkt  a;  =  oo  genau  in  derselben  Weise  durchführbar  wie  für  eine 
im  Endlichen  gelegene  Stelle. 


224.    Sätze  über  Differentialgleioliungen,  die  zu  derselben  Olasse 

gehören. 

Wir  kehren  zur  allgemeinen  Untersuchung  der  CoeflicicntiMi  der 
Relation  (3)  (Nr.  223,  S  369)  zurück  unter  der  Voraussetzung,  das« 
die  [z  ]  ein  mit  [^  ]  zur  selben  Claase  gehöriges  FunctionsHystom 
bedeuten. 

Bezeichnen  wir  mit 

die  Determinante,  welche  aus  der  Determinante 


yi,  yi,  • 

••2/r' 

^{Vi,  y^  ■ 

y.)  = 

2/2;  2^/; 

•  •  yr ' 

yn>  yn>  • 

"y\r' 

dadurch  hervorgeht,  dass  man  die  Elemente  der  Z;'""  Verticalreihe  durch 
0i,  0a,      •  0    ersetzt,  so  ist 

In  der  Umgebung  des  wesentlich   singulärcn  Punlctes  a    ist  (Nr.  43, 
Bd.  I,  S.  152)  die  Determinante  I)(y^,  y^,  •  -  •  «/„)  in  der  Form 

^(^1,  2/a;  ■  •  •  yn)  ==  (-^  -  «x)'"  ^x(^  I  «^) 
darstellbar,  wo  ^^  eine  gewöhnliche,  für  x  =  a^  nicht  verschwindende 
Potenzreihe  von  x  —  a  bedeutet  und 

71 

XTT  n(n  —  1) 

gesetzt  wurde;  ebenso  ist  in  der  Umgebung  von  a;  =  cx) 


wenn  wir 

n 

n{n  —  1) 
''n  +  l,i  T 
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setzen   und    ^    eine   gewöhnliclie,    für    ic  =  oo    niclit    verschwindende 
Potenzreihe  von  ctT^  bedeuten  lassen. 

Zufolge    der   zwischen   den    Substitutionen    A^,  A^,  •  •    A^,  A.^ 
bestehenden  Beziehung 

ist  (vergl.  Nr.  122,  Bd.  I,  S.  445)  die  Summe 

o-J-l      n 

eine  ganze  Zahl;  es  ist  folglich 

(12)  ^(y„y„---Vn)JJ(^-^.r'''' 

y=l 

eine  für  aUe  endlichen  Werthe  von  x  eindeutige  und  endliehe  Function, 
die  sich  für  ic  =  oo  wie  die  ganzzahlige  Potenz 


(I) 


r-(g  — 1)       ^ 


verhält.  Wäre  der  Exponent  dieser  Potenz  positiv,  so  müsste  das 
Product  (12)  nach  einem  elementaren  Satze  der  Punctionentheorie  eine 
Constante  und  zwar,  da  es  für  x  =  cx)  verschwindet,  gleich  Null  sein 
Dies  ist  aber  ausgeschlossen,  weü  [j/J  ein  Fundamentalsystem  bedeutet; 
also  ist 

und  das  Product  (12)  ist  demnach  eine  ganze  rationale  Function  vom 

Grade 

,  ^  s  nOn  —  1) 

Wir  können  diese  ganze  Function  auch  sofort  genau  angeben, 
wenn  wir  bemerken,  dass  D{y^,  y^,  •  •  «/„)  und  folglich  auch  das  Pro- 
duct (12)  für  jeden  ausserwesentlichen  singulären  Punkt  ic  =  \  ver- 
schwinden muss  wie 

wo  (vergl.  Nr  57,  Bd  I,  S.  201) 

ist  und  r  t  ■  •  i^  diö  Wurzeln  der  zu  oc^h^  gehörigen  determi- 
nirenden "  Fundamentalgleichung  bedeuten.  Da  nämlich  zufolge  der 
Fuchs'schen  Beziehung  (Nr.  68,  Bd.  I,  S.  241) 
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ist,  so  ist,  abgesehen  Ton  einer  Constanten,  das  Product  (12)  direct 
gleich  der  ganzen  Function 


JJix-iy^'^Gix). 


Wir  haben  also 

(14)  I>(2/„  !/„...  2/J  ==  G(x)Yl{x  -  ay- 

Durch  ganz  analoge  Schlüsse  findet  man,  dass  auch 

^yiPS  Vi,  2/3'  •  •  •  2/J  =  (^Ä^)TJ(p  —  O'xY^  ,         («  =  1.2.     "> 

ist-,  wo  G^{x)  eine  ganze  rationale  Function  bedeutet,   die  für  keine 
der  Stellen  a^,  a^,  ■  •  •  <z^  verschwindet  und  wo  die  Differenzen 

'Tj^  —  r^l  (i  =  l,2,        <T,  x  =  l,2,        n) 

ganze  Zahlen  sind. 

Hieraus  schliessen  wir,  dass  wir  den  Factor  g  von  e  in  den  GHei- 
ohnngen  (3)  gleich  einem  Producte  von  der  Form 

9=G{x)Eix) 
nehmen  können,  wo  S{oc)  eine  ganze  rationale  Function  bedeutet,  die 
nur  für  die  Punkte  a^,  a^,  ■  •  •  a^  verschwindet.    Wir  erhalten  also  den 
folgenden  Satz,  der  eine  wichtige  Ergänzung  des  m  der  Nr.  222  (S.  369) 
gefundenen  Ergebnisses  bildet; 

Der  Coefficient  g  von  z^  in  der  G-leichung  (3)  kann  in 
ausserwesentlichen  singulären  Punkten  der  Differentialglei- 
chung (A)  von  keiner  höheren  Ordnung  verschwinden  wie  die 
Determinante  des  Fundamentalsystems  dieser  Differential- 
gleichung. 

Wir  wollen  sagen,  der  Punkt  6^  sei  ein  ausserwesentlich 
singulärer  Punkt  r  **'^  Ordnung  oder  ein  i  -facher  ausser- 
wesentlich smgulärer  Punkt  der  Differentialgleichung  (A),   wenn 

wie  oben 

w(w  —  1) 


=2''-<- 


ist.  Für  tj^  ==  1  haben  wir  also  einen  einfachen  ausserwesentlich 
singulären  Punkt:  es  ist  dann,  da  alle  r  ,,  i*  ,  •  •  r  von  einander 
verschiedene  ganze  Zahlen  bedeuten,  nothwendig 
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die  emgefüirte  Bezeichnimg  stimmt  also  in  diesem  Falle  mit  der  in 
der  Nr.  112  (Bd.  I,  S.  401)  benutzten  überein 

Für  emen  solchen  einfachen  ausserwesentlicL  singulären  Pimkt  b^ 
wird  also  g  im  Allgemeinen  von  erster  Ordnung  verschwinden.  Damit 
dann  die  [äJ  mit  den  [j/J  zur  selben  Classe  gehören,  müssen  die 
ganzen  Functionen  h^,  h^,  •  •  •  \__^  so  emgerichtet  werden,  dass  die 
[;5j  für  x==i^  endlich  bleiben.  Sei  ^^,  t)g,  •  •  •  t)^  das  zu  x  =  b^  ge- 
hörige   canonische   Fundamentalsystem,    also    in    der   Umgebung   von 

wo  ^j,  ^g,  ■  •  ^^  gewöhnliche  Potenzreihen  sind,  die  für  ^  =  &^ 
nicht  verschwinden.  Mögen  femer  g^,  gg,  ■  •  J^  die  den  "f^^,  t)^,  •  t)^ 
entsprechenden  Lösungen  der  Differentialgleichung  (B),  und 

g(x)==ix-i;)-g{x),    Ky  +  0 
sein.    Dann  sind  die  Coefficienten  der  ganzen  Functionen 

so  einzurichten,  dass  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen 

(X  -  \)u^)i,  =  \^,{x  1 6j  +  \^;{x  1 6,)  +    .  +  K-^^'-r'X^  I K) 


ip  -  Kr9{^)K-x  -M^-  KT-'^n-^d^  I K)  + 


+  Ä_i^,((^-&J-^^._,(^|6J1 


\7l  —  1 

— r  na?  —  o 
dx 

den  Factor  x  —  h^  erhalten-,  die  rechte  Seite  der  n*^"*  GHeichung 

enthält  den  Factor  x  —  h^  schon  von  selbst.    Also  müssen  entsprechend 
dem  einfachen  ausserwesentlich  singulären  Punkte  x  =  h    die  m  den 

\>    K>"  ■  \-i 
auftretenden    Coefficienten    genau    w  —  1    von    einander    unabhängige 
homogene  lineare  Gleichungen  erfüllen.     Ebenso  folgt  allgemein: 

Entsprechend  einem  r  -fachen  ausserwesentlichen  singu- 
lären Punkte  müssen  die  Coefficienten  der  ganzen  Functionen 

^o;    ^»  •  •  •  Ä,_i 
genau   (n  —  l)r^  von   einander  unabhängige  Bedingungen  er- 
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füllen;  zu  diesen  treten  dann  noch  die  r    Bedingungen,  welche 
bewirken,  dass  g  den  Factor 

enthält. 


225.    Differentialgleiolrnngen   mit   nur  eiQfacb.en  au8serwesentlioh.en 

Bingulären  SteUen.     Constanteuzählimgen  für  die  homogene 

Monodromiegruppe. 

Wenn  wir  is  gleich  der  n^^^  Ableitung  von  y  nehmen,  so  liefeni 
uns  die  erlangten  allgemeinen  Resultate  eine  Bestätigung  der  bereits 
im  fünften  Abschnitte  gefundenen  Sätze  über  die  Gestalt  der  Coeffi- 
cienten  einer  Differentialgleichung  der  Fuchs 'sehen  Classe. 

In  diesem  Falle  ist  nämlich  (vergl.  Nr.  14,  Bd  I,  S.  37) 

-D,(^;  t/i,  2/2,  •■  •  O  =  (— IJ^-D^-.+iCyi,  2/a,  •  •  •  2/J, 

und  folglich  haben  die  oben  mit  r^   bezeichneten   Zahlen  die  Werthe 

rj*^  =  r^  +  X  —  n — 1         ('«  =  1,2,     «,^  =  1,2,     a) 

Wir  erhalten  also 

g  g 

(15)  G^x)]J{x-aJ'y'"'  =  Tl{x-a,r-'G,{x)y''^-''-\-     +GS^)y, 

wo  die  G^{x),  •  ■  G^(x)  ganze  rationale  Functionen  bedeuten,  deren 
Grade  sich  durch  Betrachtung  des  unendlich  fernen  Puntfees  ergeben 
Man  findet  m  Uebereinstimmung  mit  Nr.  62  (Bd.  I,  S  220)  den  Grad 
von   G  (x)  gleich 


t' 


1=1 
Wenn  wir  nebst  dem  Systeme  [äJ  noch  die  (n  —  1)  Systeme 

betrachten,  so  gehören  diese  offenbar  auch  mit  [«/J  zur  selben  Classe. 
Es  ist  folglich 

ö(a;)B,(a;)^f  =h,^y^  +h,X+-''+\^_J:-''      («=1,2  »,  .=0.1.  n-i). 

wo   die  S^,  5"^,  •    •  S^_^  ganze   rationale  Functionen   bedeuten,  die 
nur  für  a^,  a^,  •  •  •  a^  verschwinden  können,  und  die 
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ganze  Functionen  sind,  die  sich  aus  den 

Ko  =  K}  Ki  =  K     ■     \n-i  =  K-x 
und  deren  Ableitungen   sowie    aus  den  Coefficienten    der  Differential- 
gleicliung  (A)    nebst  deren  Ableitungen    zugammensetzen.    Nach   dem 
MultiplicationsÜieoreme  der  Determinanten  haben  wir  demnach 

(16)    \.a{xffE,{x)  ...  fl,_Xa;)i)(^„  ,,,  ...«.)  =  \kj  D(j,^,  y^,  ...  ;,,) 

(x,  t=0, 1,       n— 1) 

Die   Coefficienten  \,\,---K^i  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (3) 
müssen  zufolge  der  ausserwesenthch  singulären  Stellen  r  *"  Ordnung 

a;==&^        (»«  =  1,2,     Q) 
genau 


(»-!)_§ 


Bedingungen  erfüllen.    Diese  Bedingungen  können  wir  jetzt  auch 
HO  formuliren,  dass  wir  sagen,  es  muss  die  Determinante 

durch  die   (w  —  1)*^  Potenz  der   ganzen   Function   G{x)   theil- 
bar  sein. 

Setzen  wir 

K{x)       (f,*=o,i,     w-i), 


so  lässt  sich  die  Gleichung  (16)  mit  Rücksicht  auf  (14)  in  der  Form 

ff 

schreiben.    Die  Determinante  des  Fundamentalsystems  [^J, 

kann  nur  für  singulare  Stellen  und  muss  für  die  ausserwesentUch  singu- 
läi-en  Stellen  der  Differentialgleichung  (B)  verschwinden  (Nr  11,  Bd  1, 
S.  30  und  Nr.  57,  Bd.  I,  S.  201);  daraus  folgt,  dass  die  Gleichung 
(17j  Kix)  =  0 

durch  ihre  Wurzeln  die  Lage  und  durch  die  Vielfachheit  jeder 
Wurzel  zugleich  die  Ordnungszahl  der  ausserwesentlich  sin- 
gulären Stellen  der  Differentialgleichung  (B)  bestimmt 
Nun  können  wir  offenbar  die  ganzen  Functionen 

so  einrichten,  dass  die  Gleichung  (17)  lauter  einfache  Wurzeln  besitzt. 
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dann  sind  also  alle  ausserwesentlicli  singulären  Stellen  der  Differential- 
gleiclmng  (B)  einfaclie,  d.  la..: 

Wir  können  von  (A)  stets  zu  einer  Differentialgleichung 
derselben  Classe  übergehen,  die  nur  einfache  ausserwesent- 
liche  singulare  Stellen  besitzt. 

Es  ist  folglich  keine  Beschränkung  der  Allgemeinheit,  wenn  wir 

im  Folgenden  von  vornherein  annehmen,  dass  die  ausserwesentlichen 

singulären  Stellen  \,  h^,  •  ■  •  b    der  DifFerentialgleichimg  (A)  einfache 

sind.     Dann  ist  also 

r  =  1         (>f=i,2,     (.), 

und  die  ganze  Function  G{x)  ist  einfach  vom  Grade  p, 

x  =  l 

Die  Thatsache,  dass  b  einfache  ausserwesentlich  singulare  Stelle  ist, 
legt  den  Coefficienten  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (15)  n  —  1  Be- 
dingungen, dem  Coefficienten  der  linken  Seite  eine  Bedingung  auf, 
so  dass  wir  also  im  Ganzen  für  die  Coefficienten  von  (15)  oder  von  (A) 
genau  n  Bedingungen  und  für  alle  q  ausserwesentlich  singulären  Stellen 
zusammengenommen 

von  einander  unabhängige  Bedingungen  erhalten  (vergl.  Nr.  57,  Bd.  I, 
S  203). 

Wir  nehmen  nun  an  der  Differentialgleichung  (A)  bez.  (15)  eine 
Constantenzählung  vor,  die  der  in  der  Nr  207  (S.  301)  vorgenommenen 
analog  ist;  so  wie  dort  die  projective  Monodromiegruppe,  wird  aber 
jetzt  die  homogene  lineare  Monodromiegruppe  ®  m  Betracht  ge- 
zogen werden. 

Die  ganzen  Functionen  G-^(x)  in  (15)  sind  vom  Grade 

Q-\-x(6—l)  («  =  1,3,      n), 

wir  haben  also  in  allen 

Gix),  G^ix),  ...  G^(x) 
im  Ganzen 

(n  +  l)(?  +  l)  +  (,-l)"-^ 

Constanten,  wo  die  ausserwesenthch  singulären  Stellen  b^,  feg,  •••  b  alw 
Constanten  von  G(x)  schon  mitgezählt  sind.  Zu  diesen  treten  noch 
die  6  wesentlichen  singulären  Stellen,  die  aber  nur  6  —  2  wesentbcho 
Parameter  liefern,  da  wir  durch   lineare  Transformation  des  x,  ohne 
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den  Charakter  des  unendlich  fernen  Punktes  als  wesentlich  singulärer 
Stelle  zu  ändern,  z   B. 

machen  können  Dagegen  sind  abzuziehen  ein  constanter  Homogenitäta- 
factor  m  der  Gleichung  (15)  und  die  ng  Bedingungsgleichungen  ffir 
die  ausserwesentlich  singulären  Stellen,  so  dass  genau 

verfügbare  Parameter  in  den  Coefficienten  von  (A)  enthalten  sind 

Die  Gruppe  ®,  die  aus  den  Fundamentalaubstitutioneu  J.^ ,  Ä^,  Ä 
gebildet  ist,  hängt  von  n  0  Parametern  ab;  da  wir  aber  ähnliche  Gruppen 
als  nicht  von  einander  verschieden  ansehen  müssen,  d.  h  also  die  n^ 
Coefficienten  einer  willkürlichen  linearen  Transformation,  durch  die  wir 
von  dem  Pundamentalsysteme  [^J  zu  einem  anderen  Fundamentalsysteme 
übergehen,  noch  abziehen  müssen,  bleiben  zunächst 

n'6  —  n' 

Parameter.  Aber  die  Multiplication  aller  [?/J  mit  einem  constanten 
Factor  ändei-t  nichts  an  der  Gmppe,  es  sind  also  richtig  nicht  n  ,  son- 
dern nur  n^  —  1  Parameter  abzuziehen,  so  dass  @  genau  von 

w'((y  — 1)  +  1 
Parametern  abhängt 

Denken  wir  uns  die  Gruppe  @,  d  h  die  dieselbe  bestimmenden 
w^((?  —  1)  +  1  Parameter  gegeben  und  fragen,  ob  es  möglich  ist,  die 
lineai'e  Differentialgleichung  (A)  so  einzurichten,  dass  die  gegebene 
Grappe  die  Monodromiegiiippe  derselben  sei,  so  müssen  wir  also  die 
in  den  Coefficienten  von  (A)  auftretendön  Parameter  in  geeigneter 
Weise  zu  bestimmen  suchen.  Es  muss  also  jedenfalls  die  Anzahl  dieser 
Parameter 

Q-^n  +  (ö  -1)'-^^^^  +  ^  _  2  >  w'(tf  —  1)  +  1 

sein.  Hieraus  erkennen  wir,  dass  es  füi-  «  >  2  im  Allgemeinen  nicht 
möglich  ist,  eine  Differentialgleichung  (A)  herzustellen,  die  eine  vor- 
geschriebene Monodromiegruppe  0  und  keinen  ausserwesentlichen  singu- 
lären Punkt  besitzt  Oder  wie  wir  auch  sagen  können:  Damit  es 
möglich  sei,  eine  zar  Gruppe  ®  gehörige  Differentialgleichung  (A)  her- 
zustellen, die  keinen  ausserwesentlich  singulären  Punkt  besitzt,  müssei; 
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zwisciaen  den  w"(ff  —  1)  +  1  Parametern  von  0  genau 

n  {6  —  1)  -f-2  —  (ö— 1)  — ^-7-^ ** 

Relationen  bestellen. 

Diese  Anzahl  ipt  stets  positiv,  ivenn 
M>2,    <y>  1 

ist,  nur  für  w  ==  2  ist  dieselbe  gleich  Null.     Wir  finden  also 
Betrachtung  der  Integrale  und  der  zu  denselben  gehörigen  hör 
hnearen  Gruppe  genau  dasselbe  Ergebniss,  wie  wir  es  in  der 
(S.  302)  durch  Betrachtung  der  Integralquotienten  und  der  zug€ 
projectiven  Q-ruppe  abgeleitet  hatten.     Die  daselbst  aufgestellte 
bleiben  für  unsere  gegenwärtige  Untersuchung  bestehen,  wenn 
denselben  an  die  Stelle  von  „scheinbaren  singiijären  Punkten" 
wesentlich  singulare  Punkte"  setzen.     Es  liefert   uns   also    auc 
Constantenzählung  eine  Bestätigung  dessen,  dass   den  ausserwt 
smgulären  Punkten  fär  die  Betrachtung  der  Integrale  die  analoj 
zufällt   wie  den  scheinbar  singulären  Punkten  für  die  Betracht 
Integralquotienten,  und  dass  demnach  beim  Studium  der  Integra] 
die  Differentialgleichungen  derselben  C lasse  (also   nicht  die  d' 
Art)  das  Analogon  sind  für  die  beim  Studium  der  Integralqu 
auftretenden  Differentialgleichungen  derselben  Familie. 

Wir  woUen  auch  hier,  ähnlich  wie  in  der  Nr  217  (S.  3-^ 
Constantenzählung  unter  der  Voraussetzung  vornehmen,  das 
nur  die  Parameter  der  Gruppe  @,  sondern  auch  die  wesentlichei 
lären  Stellen 

«i;  S;  •••  «a;     %^i  =  °^ 

fest  aber  sonst  willkürlich  gegeben  sind 

Die  Anzahl  der  m  den  Coefficienten  der  Differentialgleichi 
verfügbaren  Parameter  reducirt  sich  dann  auf 

Soll  eine  Bestimmung  derselben  möghch  sein,  so  dass  die  Diff< 
gleichung  (A)  die  durch  ihre  n  {ö  —  1)  +  1  Pai-ameter  g 
Gruppe  0  zur  Monodromiegruppe  hat,  so  muss  also 

sein,  d.  h.: 

Damit  eine  Differentialgleichung  (A)  gefunden  -^ 
kann,  welche  die  vorgeschriejienen  wesentlichen  sing 
Punkte 
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oo 


besitzt,  und  (so  drücken  wir  uns  jetzt  exacter  aus)  für  welche 
ein  Fundamentalsystem  existirt,  welches  bei  Ueberschreitung 
der  Querschnitte  l^,  Zg,  •  l^  die  vorgeschriebenen  Substitu- 
tionen 

A>  A>     *  *  -^a 
erfährt,  muss  die  Anzahl  q  der  ausserwesentlich  singulären 
Stellen 
(18)  ^^(^_i)!M  +  i_^ 

genommen  werden. 

Da  die  Gesammtheit  aller  Differentialgleichungen,  deren  wesentlich 
singulare  Punkte  die 


und  deren  zugehörige  Fundamentalsubstitutionen  die 

sind,  eine  bestimmte  Classe  ausmacht,  so  schliessen  wir  aus  der  vor- 
genommenen Constantenzählung,  daas  bei  willkürlicher  Wahl  der 
a^,  a^,  •  a^  eine  und  nur  eine  Differentialgleichung  der  Classe  vor- 
handen sein  dürfte,  die  genau 

(19)  ,^  =  (,_i)'i(!t^)  +  l_„ 

ausseiTvesentlich  singulare  Stellen  besitzt,  da,  wenn  q  gleich  dieser  An- 
zahl genommen  wird,  in  den  Coefficienten  von  (A)  genau  ebensoviele 
noch  verfügbare  Parameter  auftreten,  wie  in  der  Gruppe  ®.  Natürlich 
hat  diese  Folgerung  aus  der  Constantenzählung  nur  heuristische  Bedeu- 
tung, wir  werden  sehr  bald  sehen,  wie  dieselbe  präcisirt  werden  muss. 

226.    DifferentialgleiolLUugeii  derselben  Olasse,  deren  determinirende 
Fundamentalgleioliungen  ülbereinstinunen. 

Wir  hatten  in  der  Nr  224  (S.  376)  erkannt,  dass  die  allgemeinste 
Transformation,  durch  welche  man  von  der  Differentialgleichung  (A) 
zu  einer  Differentialgleichung  (B)  derselben  Classe  übergeht,  in  der  Form 

(20)  g{x)z  =  \y  +  \y  +  •    -  +  K.J""-'^ 
dargestellt  werden  kann,  wo  die  ganze  Function  g{sc)  als  ein  Product 

g(x)  =  a(x)Hix) 
von  zwei  Factoren  darstellbar  ist,  deren  einer  S{x)  nur  für  die  wesent- 
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Hellen  singulären  Stellen  a^,  a^^  '  ■  a^  verscli windet,  während  de 
andere  G(x)  für  jeden  ausserwesentlichen  singulären  Punkt  von  (A 
TOn  so  hoher  Ordnung  verschwindet,  wie  die  Yielfachheit  dieses  ausser 
wesentlich  singulären  Punktes  angiebt  Die  Ä^,  Ä^,  •  •  Ä,_,  sind  dam 
ganze  rationale  Functionen,  deren  Coefficienten,  entsprechend  jeden 
linearen  Factor  von  Gr(x),  n  —  1  von  einander  unabhängige  Bedingungei 
zu  erfüllen  haben. 

Wir  stellen  uns  nun  nach  Riemann  die  Aufgabe,  die  Coefficientei 

der  Relation  (20)  so  zu  bestimmen,  dass  die  Differentialgleichung  (B) 
der  0  Q-enüge  leistet,  nicht  nur  mit  (A)  zui-  selben  Classe  gehört,  son 
dern  dass  auch  für  jeden  wesentlichen  singulären  Punkt  dit 
Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung  derDif 
ferentialgleichungen  (A)  und  (B)  übereinstimmen 

Aus  der  Forderung  folgt  zunächst,  dass  die  Exponenten  r^"',  zu 
denen  die  Detei-minanten 

in  Bezug  auf  die  Punkte  a^  gehören,  für  «  =  1,2,  •  •  n  nicht  kleiner 
sind  wie  die  entsprechenden  Exponenten  r^,  zu  denen 

^(2/1;  Vi,  ■■  yj 

gehört.     Es  ist  nämlich  im  Allgemeinen 

rj'^  =  r^  +  ;«  —  1         (^=-1,2,    ff;  x=i,2,     «) 

Daraus  schliessen  wir,  dass  wir  S(oc)  gleich  einer  Constanten  nehmen 
können,  so  dass  also  einfach 

g(a;)  ==  G(x) 

ist  Wir  hatten  vorausgesetzt,  dass  die  Gleichung  (A)  genau  q  ein- 
fache ausserwesentlich  singulare  Punkte  haben  sollte;  die  Voraussetzung, 
dass  alle  ausserwesentlich  singulären  Punkte  einfache  sind,  ist  zwar 
im  Folgenden  nicht  erforderlich,  wir  halten  aber  der  Bequemlichkeit 
wegen  trotzdem  an  derselben  fest. 

Es  ist  also  g(x)  eine  ganze  Function  q^^^  Grades,  die  für  keinen 
der  wesentlich  singulären  Punkte  a^,  a^,  -  a^  verschwindet.  Seien 
die  ganzen  Functionen  \^  Ä^,  •  -  }h^_^  beziehungsweise  von  den  Gra- 
den tß,  Tj,  •  •  T^_i,  so  handelt  es  sich  zunächst  um  die  Bestim- 
mung dieser  Gradzahlen. 

Zu  dem  Ende  betrachten  wir  den  Punkt  a;  =  00  und  das  zu  dem- 
selben gehörige  canonische  Fundamentalsystem  von  (A) 
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Wi,.  =  G)''°'""'5|ä«(s)'    ^.(~)  +  0       <«  =  '.=■    •' 
Dann  ist,  da  die  entsprechenden  Integrale  von  (B)  zu  denselben  Ex- 
ponenten gehören  müssen,  in  der  Umgebung  von  x  =  oo 

wo  die  ^j^,  ^j,,  ^  y,  ■  •  •  ^^  ,j_j  gewöhnüclie  Potenzreiben  bedeuten, 
von  denen  ^  für  a;  =  cxd  sicher  von  Null  verschieden  ist  Es  mnss 
folglich 

S^«»;     '^i^P  +  l;     1^2^9  +  2,  •■      r,^_i^()  +  w  — 1 
sein,  wir  können  also  im  Allgemeinen 

(21)  T^=^Q-^7C 

nehmen. 

Die  ganzen  Functionen  /i,, ,  h^j     ■  •  \_^  enthalten  somit 

'*(«>H-i)  +  -^— 

Coofficieuteii,  zwischen  denen  zufolge  der  q  ausserwesentlichen  aingu- 
lären  Piinkto,  für  welche  (f(x)  verschwindet, 

homogene    lineare    Bediugtingsgleichungen    st,attfindon ,    ao    dass    also 

nur  noch 

,         ,    w(n — 1) 
«  +  9  +  --  ■  2" 

dieser  Coefficienten  verfügbar  bleiben.  Wir  haben  .]otzt  noch  die  Be- 
dingungen dafür  aufzustellen,  dass  auch  für  die  im  Endlichen  gelegeneu 
wesentlichen  singulären  Punkte  TJebereinstimmung  der  Wnrzeln  der 
döterminirenden  Gleichungen  von  (A)  und  (B)  stattfindet. 

Setzen  wir  in  (20)  für  y  die  Elemente  des  zu  x  =  a^  gehörigen 
canonischen  Fundamentalsystems  von  (A) 

ein,  so  erhalten  wir  in  der  Umgebung  von  x  =  a^ 

+  IM^^) + V(0(^  -«.)  +  ••  •](^-  O  '''''-%M%)  +  •  • 

0  =  1,3,        «), 
ScliloBlugor,  DifreTBDtialglclohiingon    n.  2ü 
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wo  die  ^^,  ^^,  •  ■  •  ^,  „_j  gewölmliclie  Poteiizreilien  bedeuten,  ^^^  ^" 
X  =  a^  niclit  verseil  winden  Es  müssen  folglich  anf  den  rechten  iSi-itc 
dieser  Gleichungen  die  Coefficienten  der  Potenzen 

{x  -  «J'^-^+S     (x  -  aJ'--"+^  '■•(x-  «J"--^ 

verschwinden  Dies  giebt  für  jeden  Wei-th  von  in  —  1  lineare  lit)niii 
gene  Gleichungen  zwischen  den 

so  dass  wir  also  im  Ganzen  n(n — 1)  homogene  Gleichungen  kavI.sl'Iu'J 
diesen 

Grössen  erhalten.  Diese  Gleichungen  lassen,  da  sie  homogen  sind,  sti-i 
eine  Auflösung  zu,  es  kommen  folglich  nur  n^  von  einander  unabliüiif^i;];'' 
derselben  in  Beti-acht. 

Entsprechend  den  o  wesentlich  singulären  Punkten  «^,  a^,,    ■  •     (^ 
haben  also   die   Coefficienten  der  ganzen  Functionen   h^j  h^,  -  -  •   h^^ 
im  Ganzen 

n{n —  1) 

—^—^ 

homogene  lineare  Bedingungsgleichungen  zu  erfüllen.  Es  bleüjou  so 
mit  noch 

Constanten  verfügbai-,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass  diese  Anzahl  in  in 
destens  gleich  Eins  sein  muss,  da  die  Multiplication  von  v/  mit  einen 
Constanten  Factor  jederzeit  freisteht.  Es  muss  also,  in  UeberoiiiHÜiii 
mung  mit  dem  durch  die  Constantenzählung  in  der  Differentialgloicjhiin^ 
gefundenen  Resultate,  die  Anzahl  q  der  einfach  zu  zahlenden  iiuHsei" 
wesentlich  singulären  Stellen 

(22)  ^^l-n  +  (^-iyJ^=.^^ 

sein  (Ungleichung  (18)  S.  383). 

Wenn  die  Differentialgleicliung  (A)  genau  Q^^-\-  v  emfuch  zi 
zählende  ausserwesentlich  singulare  Stellen  besitzt,  so  verbleiben  iilsi 
in  den  Coefficienten  der  \,  \,  •  •  •  h^_^  noch  v  -\- 1  willkürliclio  (Jtm 
stanteu,  und  zwar  hängen  die  \j  7*^,  •  •  •  h^_^  linear  homogen  voi 
diesen  wiUküi'lichen  Parametern  ab. 

Wenn  wir  diese  v-\-l  Constanten  unbestimmt  lassen  sf 
stellt  uns  der  Ausdruck  (20)  stets  die  allgemeine  Lösuiio-  oine 
Differentialgleichung  (B)  dar,  die  mit  (A)  zur  selben    Olnss« 
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gehört  und  für  -welclie,  wie  verlangt  wurde,  die  Wurzeln  der 
determinirenden  Fundamentalgleicliungen  für  die  wesentlich 
smgulären  Punkte  dieselben  sind  wie  bei  (A),  und  umgekelirt 
erhalten  wir  auf  diese  Weise  auch  alle  Differentialgleichungen 
von  der  gedachten  Beschaffenheit. 

Zufolge  der  Fuchs 'sehen  Beziehung  (vergl,  die  Grleichung  (13) 
S  376)  ist  bei  (»  =  p^  -|-  v  einfach  zu  zählenden  ausserwesentlich  sin- 
gulare]! Stellen 

(23)  ,=_gj;,_,  =  («_l)!«L-li)_,, 

x=l    f=l 

also  mit  Rücksicht  auf  (22) 

(24)  r  =  n  —  1  —  v. 

Hieraus  schliessen  wir  zunächst,  dass  für  Differentialgleichungen  (B) 
die  Anzahl  der  ausserwesentlich  smgulären  Stellen  ebenfalls  gleich  ^ 
sein  muss,  so  lange  die  v  A^\  Constanten  m  den  A^,  Ä-^,  •  •  •  /<„_i 
unbestimmt  bleiben. 

Wir  können  über  diese  v  -j-  1  Constanten  aber  so  disponiren, 
dass  in  den  Entwickelungen  gewisser  unter  den  Ausdrücken 

\\> + \^L + •  • + ^-1^""    ^zi'X .:+') 

die  Anfangsglieder  wegfallen.  Dadurch,  dass  wir  in  einem  dieser  Aus- 
drücke ein  Anfangsglied  zum  Verschwinden  bringen,  vemngern  wir 
die  Anzahl  der  willkürlichen  Constanteu  um  Eins  und  vermehren  da- 
gegen die  Summe 


(T+l 

"x. 

X=l      1  =  1 


^  ^s--=s 


der  Wurzeln  aller  zu  wesentlichen  singulären  Punkten  gehörigen  deter- 
minirenden Fundamentalgleichungen  von  (B)  mindestens  um  eine  Einheit. 
Entsprechend  vermindert  sich  dann  die  Anzahl  der  einfach  zu  zählenden 
ausserwesentlich  singulären  Stellen  von  (B)  mindestens  um  eine  Einheit, 
da  die  Summe  J'  -|-  ^  stets  den  unveränderlichen  Werth 

behalten  muss.  Indem  wir  über  v  von  den  v  -\-\  Conatanten  auf 
solche  Weise  disponiren,  erhalten  wir  eine  Differentialgleichung  (B), 
füi-  welche  die  Wurzelsumme  s  mindestens  gleich 

und  die  Anzahl  ^  der  einfach  zu  zählenden  ausserwesentlich  singulären 

25* 
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Stellen  höchstens  gleich 

geworden  ist.  Diese  Differentialgleichnng  (B)  ist  dann  eindeutig 
bestimmt,  d   h.  wir  haben  den  Satz: 

Unter  den  mit  (A)  zur  selben  Classe  gehörigen  Differen- 
tialgleichungen lassen  sich  stets  solche  aussondern,  die  ein 
gewisses  Minimum  Yon  ausserwesentlichen  singulären  Stellen 
besitzen.  Ist  (B)  eine  solche  Differentialgleichung,  so  giebt 
es  innerhalb  der  Classe  keine  zweite,  die  die  gleiche  Anzahl 
von  einfach  zu  zählenden  ausserwesentlich  singulären  Stellen 
und  dieselben  Wurzeln  der  zu  den  wesentlich  singulären 
Stellen  gehörigen  determmirenden  GHeiohungen  hat  wie  (B). 

227.    Formulirung    zweier   verschiedener   Probleme,    die    für    die 
Biem-ann 'solle  P-Eunotion  zusammenfallen.    Contigue  Functionen. 

Wenn  die  Gruppe  ®  oder  genauer  die  Fundamentalaubstitutionen 

gegeben  sind,  und  es  giebt  eine  Differentialgleichung  (A),  die  die  will- 
kürlich vorgeschriebenen  Stelleu 

und  cc  =  oo  zu  wesentlich  singiilären  Stellen  und  die  Ä,,  Ä^,  ■  -  •  A 
als  zugehörige  Fundamentalsubstitutionen  hat,  so  muss  q  mindestens 
gleich  (?  —  2  sein.  In  diesem  Falle  wird  also  die  Differentialgleichung 
(B)  mit  dem  Minimum  von  ausserwesentHch  singulären  Stellen  genau 
Qq  solcher  einfach  zu  zählender  Stellen  haben  Wenn  die  a^,  a^,  •  ■  a^ 
nicht  willkürlich,  sondern  geeignet  gewählt  sind,  so  kann  die  Miuimal- 
zahl  der  ausserwesentlich  singulären  Stellen  unter  q^  herabsinken,  sie 
kann  nämlich  (vergl.  Nr.  225,  S.  383)  gleich  oder  grösser  wie 

?o  -  ^  +  2 

werden,  so  lange  die  Fundamentalsubstitutionen  J.^,  J.g,  ■  •  Ä^  ganz 
wiUküi-hch  gewählt  sind-,  sie  kann  sich  endlich  auf  eine  noch  Ideinere 
Zahl  bis  NuU  einschliesslich  reduciren,  wenn  für  w  >  2  zwischen  den 
Coefficienten  der  Fundamentalsubstitutionen  Beziehungen  bestehen. 

Die  Frage,  ob  Differentialgleichungen  von  der  Form  (A)  angebbar 
sind,  wenn  die  Fundamentalsubstitutionen 

A>  A>  --■  A 

willkürlich  vorgeschiieben   werden,  kommt   im  Wesentlichen  auf  die 
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analoge  Existenzfrage  ftir  den  Fall,  wo  die  projective  Monodromie- 
gnippe  gegeben  ist,  zurück.  "Wir  können  dieselbe  also  für  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  oline  ausserwesentlich  singulare  Stelleu  und 
mit  reellen  Wurzeln  der  zu  den  wesentlich,  smgulären  Stellen  gehörigen 
determinii'endon  Fundamentalgleichungen  durch  die  Untersuchungen  der 
Nummern  211 — 216  als  erledigt  ansehen. 

Von  wesentlich  anderer  Natur  ist  die  Frage,  ob  es  Differential- 
gleichungen (A)  giebt,  für  welche  nicht  nur  die  Fundamentalsubstitu- 
tiouen,  sondern  auch  die  Lage  der  wesentlich  singulären  Stellen 

a,,  a^,  •••  a^,  a^_^^ 

willkürlich  gegeben  ist.     Um  dieser  Frage  näher  zu  treten,  muss  man 
die  Art  der  Abhängigkeit  der  Integrale  einer  Differentialgleichung  (A) 
von  der  Lage  jener  Stellen  (von  denen  man  ein  für  allemal 
a^==0,     «3  =  1,    a^_^j  =  oo 

nclnnen  Icann)  eingehend  untersuchen,  insbesondere  wird  dabei  die  Art 
der  Aljhäugigkoit  der  Coefficienten  der  Fundamentalsubstitutionen  von 
den  a.^,  a^,  ■  •  a,  von  hervorragender  Wichtigkeit  sein  Die  Einsicht, 
die  wir  uns  durch  die  Betrachtungen  des  zweiten  Kapitels  des  siebeuten 
Abschnittes  (Bd.  I,  S  378  ff.)  in  die  Natur  dieser  Abhängigkeit  ver- 
HL'hafft  haben,  reicht  zur  Erledigung  der  aufgeworfenen  Frage  nicht 
hin;  man  wird  vorläufig  nur  durch  geeignete  Specialisirung  des  Problems 
eine  Förderung  desselben  ei-warten  können. 

Da  ist  es  denn  der  einfachste  Fall,  der  zunächst  in  Betracht  ge- 
zogen werden  muss  und  auf  den  in  den  letzten  Jahren  Herr  Fuchs 
durch  seine  auf  denselben  bezüglichen  tiefen  Untersuchungen  die  Auf- 
merksamkeit gelenkt  hat,  der  Fall  nämlich,  wo  die  Parameter  der 
Monodromiegi-uppe  unabhängig  sind  von  der  Lage  der  singiüären  Punkte. 
Ehe  wir  die  Darlegung  der  Fuchs 'sehen  Untersuchungen  m  ihrer 
vollen  Allgemeinheit  in  Angriff'  nehmen,  haben  wir  noch  eines  be- 
sonderen Falles  Erwähnung  zu  thun,  der  uns  schon  vielfach  beschäftigt 
hat  und  noch  vielfach  beschäftigen  wird;  es  ist  der  Fall 

w  =  2,    tf=2. 

Specialisiren  wir  zujiächst  auf  w  =  2,  so  ist  in  Uebereinstimmung 
mit  dem  bei  der  Betrachtung  der  projectiven  Monodromiegruppe  ge- 
fundenen Ergebnisse,  im  Sinne  der  Constantenzählung,  eine  Diffeiential- 
gleichuiig  zweiter  Ordnung  ohne  ausserwesentiich  smgulären  Punkt 
möglich,  die  d  vorgeschriebene  Fundamentalsubstitutionen  besitzt;  die 
Lage  der  6  —  2  smgiüären  Punkte 


^3'   ^v 
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ist  dann  voEkommen  festgelegt,  wenn  man 

«1  =  0;     fl^a  =  l;     «ff+i=~ 
wählt.    Das  zweite  Problem,  wo  nebst  den  Fundamentalsubstitutionen 
auch   noch  die  Lage   der  wesentlichen   singulären  Punkte    willkürlich 
vorgeschrieben  wird,  erfordert  das  Auftreten  von  mindestens 

einfach  zu  zählenden  aussei-wesentlichen  singulären  Stellen.  Wir  hti])oii 
gezeigt,  dass  innerhalb  der  dm-ch  Angabe  der  Fundamentalsubstitiitionen 
und  der  wesentlichen  singulären  Stellen  bestimmten  Glasae  die  Difte- 
rentialgleichung  mit  6  —  2  ausserwesentüch  singuläi-en  Stellen  ciii- 
deutig  festgelegt  ist,  wenn  noch  die,  dm-ch  dieFundamentalsubatitutioiiou 
nur  abgesehen  von  ganzen  Zahlen  bestimmten  Wurzeln  der  detorjüiniroii- 
den  Fundamentalgleichungen  genau  gegeben  werden.  Die  Grosummt- 
summe  r  dieser  Wui-zelu  ist  dann 

wenn  mehr  wie  0  —  2  aussei-wesentlich  singulare  Stellen  ziijrclasHt'n 
werden,  so  ist  r  entsprechend  kleiner  als  0  —  1. 

Die  beiden  Probleme,  die  für  6>2  von  wesentlich  ver- 
schiedener Natur  sind,  fallen  zusammen,  wenn  &  =  2  ge- 
nommen wird. 

Dieser  Fall  ist  es,  den  Riemann  in  seiner  Abhandlung'  „UcIxm- 
die  durch  die  Gauss'sche  Reihe  F(a,  ß,  y,  x)  darsteUbaren  Fmictionon" 
behandelt.  In  demselben  ist  die  Anzahl  der  Parameter  der  Moiiodromie- 
grujjpe  gleich 

wir  können  z.  B  die  sechs  Wurzeln  der  zu  den  wesentlich  siugulüj-on 
Punkten  0,  1,  oo  gehörigen  determinirenden  Fimdamentalgleichungüu 

zwischen  denen  dann  noch  die  Beziehung 

bestehen  muss,  wenn  g  die  AnzaJil  der  ausserwesentlich  .s.ngulüro. 
SteUen  bedeutet,  als  diese  fönf  Parameter  ansehen.  Da  o  =  0  "st  s<, 
kami  es  auch  Differentialgleichungen  der  verlangten  Art^ohne  h'm.ssc-i- 
wesenthch  singulare  SteUen  geben;  dann  ist  also  die  WurzeLsinnmo 
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Riemann    nennt   die   A,  X,    ^,  (i,    v,  v    die   Exponenten    der 
Function 


(l.    u,    V     \ 
\k     \i     V     J 


und  sagt  von  den  Elementen  der  zu  den  einzelnen  wesentlich  singu- 
lären  Punkten  gehörigen  canonischen  Pundamentalsysteme,  sie  seien 
die  zu  den  bezüglichen  Exponenten  gehörigen  Bestandtheile  der 
P-Function.  Dann  haben  wir  zufolge  des  Satzes  der  iCfr.  226  (S  388) 
das  von  Riemann  in  der  Nr.  4  seiner  Abhandlung  aufgestellte  Theorem: 

In  zwei  P-Functionen  mit  gleichen  Exponenten  unter- 
scheiden sich  die  zu  denselben  Exponenten  gehörigen  Be- 
standtheile nur  durch  einen  constanten  Factor. 

Aus  dem  Classenbegriffe  folgt  femer  der  Satz  der  Nr.  7  von  Rie- 
mann's  Arbeit: 

Sämmtliche  P-Functionen,  deren  entsprechende  Ex- 
ponenten sich  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  lassen  sich 
in  zwei  beliebige  von  ihnen  linear  mit  rationalen  Functionen 
von  X  als  Coefficienten  ausdrücken 

Aus  diesem  Satze  folgt  bei  Riemann  die  Differentialgleichung 
für  die  P-Function  (vergl  Nr.  70,  Bd.  I,  S  262),  und  damit  ist  auch 
der  Existeuzbeweis  geliefert,  wenn  man,  wie  Riemann  es  thut,  die 
P-Function  nur  durch  ihre  Eigenschaften  definirt,  nämlich  dadurch,  dass 

1)  P  für  alle  Werthe  von  a;,  ausser  0,  1,  oo,  regulär  ist, 

2)  zwischen  je  drei  Zweigen  der  Function  P  eine  homogene  lineare 
Beziehung  mit  constanten  Coefficienten  besteht, 

3)  P  in   der  Umgebung   von  a;  =  0,   cx),    1    in   der    Form   dar- 
stellbar ist: 

=  o,,{x  -  Vf'^.^ix  - 1)  -f  c,,{x  - 1)^''  %,lx  - 1), 

wo  die  c^^  Constanten,  die  ^^^  für  verschwindende  Wei-the  des  Argu- 
mentes von  Null  verschiedene  gewöhnliche  Potenzreihen  bedeuten. 

Die  aus  der  Graus s'schen  Reihe  F{a,  ß,  y,  sc)  entspringende 
P-Function  ist  (vergl   Nr.  70,  71) 

daraus  folgt  sofort,  dass  die  P-Functionen,  welche  aus  den  zu 
F{a,  ß,  y,  x)    contiguen   Reihen   (Nr.  75,  Bd  I,  S.  268)   entspringen, 
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Exponenten  besitzen,  die  sicli  von  denen  der  Function  (I)  nur  um  ganze 
ZaHen  unterscheiden.  Die  G-auss'sclien  Beziehungen  zwischen  je  dreien 
der  zu  einander  contiguen  Functionen  sind  also  Specialfälle  der  zu 
Folge  des  letzterwähnten  Riemann'schen  Satzes  bestehenden  Be- 
ziehungen zwischen  P-Functionen,  deren  Exponenten  um  ganze  Zahlen 
von  einander  verschieden  sind  Die  Ai-t,  wie  Riemann  aus  diesen 
Relationen  die  Differentialgleichung  der  P- Function  herstellt,  ist  auch 
nur  eine  Verallgemeinerung  des  Verfahrens,  mit  Hülfe  dessen  Gauss 
in  der  zweiten  (nachgelassenen)  Arbeit  über  die  Reihe  F{a,  ß,  y,  x) 
die  Differentialgleichung  für  dieselbe  aus  den  „relationes  inter  fiinc- 
tiones  contiguas"  ableitet. 

Allgemein  hätte  man  als  das  Analogen  der  contiguen  Functionen 
die  Lösungen  von  Differentialgleichungen  derselben  Classe  und  mit  der 
gleichen  Anzahl  von  einfach  zu  zählenden  aussei'wesentlichen  singiüäreu 
Stellen  zu  betrachten 

Die  Differentialgleichungen,  die  mit  der  Differentialgleichung  der 
Function 


\X'    {i     v     J 


zur  selben  Classe  gehören,  können  im  Allgemeinen  noch  beliebig  viele 
ausserwesentHch  singulare  Punkte  enthalten  Ihre  Lösungen  sind  dann 
P-Functionen  allgemeine! er  Art.  Einen  besonderen  Fall  solcher  ver- 
allgemeinerten P-Functionen  hat  Riemann  gelegentlich  in  der  von 
Hattendorf  herausgegebenen  Abhandlung  „über  die  Fläche  vom 
kleinsten  Inhalt  bei  gegebener  Begränzung"  in  Betracht  gezogen  Es 
ist  dies  eine  Function,  die,  wie  wir  kurz  sagen  können,  mit  der  <to- 
wöhnlichen  P- Function 


(11) 


—  g  — (3  — y-j-l 
2 

2 


zur  selben  Classe  gehört,  und  für  welche  die  Exponentensumme  nicht 
Eins,  sondern  — 1  ist     Riemann  bezeichnet  dieselbe  durch 


'0    z:«-|5-y-i     Q 


und  zeigt,  dass  sie  sich  durch  die  Function  (II)  und  deren  erste  Ab- 
leitung homogen  linear  mit  ganzen  Coefficienten  darstellen  lässt 

Die  lineare  Differentialgleichung  mit  den  wesentlichen  singulären 
Stellen  a,  i,  c,  der  die  allgememe  Riemann'sche  P-Function 
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'a     h     c 
X    (i    V    X 

Hf  f  f 

-A      yu      V 

genügt,  ist  so  beschaffen,  dass  die  Parameter  ihrer  Monodromiegruppe 
unabhängig  sind  von  der  Lage  der  Punkte  a,  b,  c.  Wir  wenden  uns 
nun  zu  den  allgemeinen  Untersuchungen  von  Herrn  Fuchs  über  lineare 
Differentialgleichungen,  deren  Monodromiegruppe  von  gewissen  in  den 
Coefficienten  auftretenden  Parametern  unabhängig  ist;  bei  denselben 
werden  die  Untersuchungen  des  zehnten  Abschnittes,  besonders  die  der 
Nr.  175,  in  höchst  merkwürdiger  Weise  zur  Anwendung  kommen. 


Neuntes  Kapitel. 

228.    Differentialgleiohimgen,   deren  Monodromiegrappe  von   oinom 

in  den  Coefflcienten  auftretenden  Parameter  unabhängig  ist. 

Sätze  von  Fuchs. 

Sei  die  lineare  homogene  Differentialgleichung 

vorgelegt,  deren  Coefficienten  wir  vorläufig  als  eindeutjgu  FiiiK'tionrji 
von  X  voraussetzen  Möge  femer  t  ein  Parameter  sein,  von  dem  die 
Coefficienten  ^;^,  •  •  ^^  so  abhängen,  dass  sie  innorhnll)  oiiirs  gowiH.si'ii 
Grebietes  von  x^  t  monogene  analytische  Functionou  die.sor  })i'id('ii 
Variabein  sind. 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  ein  Fundamentalsystem 

Vv  2/2;  ■"  Vn 
von  (A)  existirt,  welches  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  Coettii'ii'ni.'n 
der  Fundamentalsubstitutionen  und  also  auch  die  joder  Substitution  der 
Monodromiegrappe  @,  die  2ni  jenem  Fundamentalsystomo  ge]ir,rt,  von 
dem  Parameter  t  unabhängig  sind.  Wir  sagen  dann  kurz,  die  Mojjo- 
dromiegruppe  der  Differentialgleichung  (A)  sei  von  i  un- 
abhängig. 

Wenn  sich  für  einen  geschlossenen  Umlauf  U  von  x  das  Intucrj-al 
yj^x,  t)  in 

n 

(■^^  ©2/,=^«^,?/,        {x-1.3.     ,0 

i  =  l 

vemandelt,  so  sind  also  die  a^^  von  x  und  von  t  unabhängige  Cn-ösHon 
Nach  den  Ergebnissen  der  Nummern  85  und  106  (Band  I)  wind 
die  Integrale  von  (A)  monogene  analytische  Functionen  von  l:  mmn 
wir  also  m  den  Coefficienten  von  (A)  an  Stelle  von  t  sety.en 

wo  öt  eine  Grösse  bedeutet,  deren  absoluter  Beti-ag  eine  gewisse  Gron/o 
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nicht  überschreitet,  so  verwaudelt  sich  (A)  in  eine  Differentialgleichung 
(A),  füi-  welche  die  Ausdrücke 

ein  Fundamentalsystem  dai-stellen.     Lassen  wir  x  wiederum  den  Um- 
lauf It  vollziehen,  so  ist  gemäss  unserer  Voraussetzung 

(2)  Qy,{^,t^  8t)=^^  a^^yXw,t  +  8t)         (.=M,    «). 

also  folgt  diu'ch  Subtraction  der  Grleichungen  (2),  (1)  und  nach  Division 
durch  8  t 


0 


\y^{3i,t+8t)  —  y^{x,t)\         ^        y,{a>,t+St)  —  yi(x,t) 


'^}=i;«.. 


1  dt        ~     l  ~~^  "«'  si 


i  =  l 

und  wenn  wir  hierin  8t  gegen  Null  convergiren  lassen. 

So  lange  t  innerhalb  gewisser  Grenzen  bleibt,  haben  die  Functionen 

a* '   "a* '   ■■  "ait ' 

als  Functionen  von  x  betrachtet,  keine  anderen  Singularitäten,  wie  die 

Vi,  2/3;  •••  2/„ 

selbst.  Dieselben  bilden  folglich  im  Sinne  der  Nr  163  (ö.  112)  ein 
mit  dem  Systeme  [?/  ]  cogredientes  Functionssystem,  und  nach  den 
Ergebnissen  jener  Nummer  besteht  demnach  eine  Q-leichung  von 
der  Form 

a?/  ?■?/  a^v  ?5"~^w 

(4)      w-^A+S.^  +  I^,-^-+-+  K-. i^^.    ""'.^'  -'■ 

wo  die  jRp,  JR^,  •  ■  •  J{^_j  eindeutige  Functionen  von  x  sind. 

Wenn  umgekekrt  von  der  Differentialgleichung  {k)  bekannt  ist, 
dass  ein  Fundamentalsystem  [?/J  derselben  Gleichungen  von  der  Fonn  (4) 
befriedigt,  so  bestehen  offenbar  für  jeden  Umlauf  U  von  x  die  Glei- 
chungssysteme (1)  und  (3)  gleichzeitig.  Es  ist  dann  leicht  einzu- 
sehen, dass  die  «  ^  von  t  unabhängig  sein  müssen. 

In  der  That  folgt  durch  Differentiation  der  Gleichungen  (1)  nach  t 


902/.        r^ßVÄ       <7        ^y^,^^<^.i 


(«=1,2,    «), 

{/ 1  - ' 

j=i  .=1 
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also  durcli  Subtraction  von  (3) 

Da  aber  die  a^^  von  x  unabbängig  sind  und  die  y^^,  y^,  •  •  y^^  ein 
Fundamentalsystem  constituiren,  muss,  wie  behauptet  wurde, 

-^*  =  0  (^,»'  =  1,3,       «) 

öt 
sein.     Wir  baben  also  den  Satz: 

Das  Besteben  von  Q-leicbungen  von  der  Form  (4)  ist 
gleichbedeutend  mit  der  Aussage,  dass  die  zum  Fundamental- 
systeme [j/J  gehörige  Monodromiegruppe  ®  von  dem  in  den 
Coefficienten  der  Differentialgleichung  (A)  auftretenden  Para- 
meter t  unabhängig  ist, 

Es  möge  von  nun  ab  vorausgesetzt  werden,  dass  die  Differential- 
gleichung (A)  zur  Fuchs 'sehen  Olasse  gehört. 

Die  Functionen 

dt'     dt  '   '    '    dt  ' 

von  denen  bereits  hervorgehoben  wurde,  dass  ihre  Singularitäten  mit 
denen  der  Integrale  Vi,  y^}  ' ' '  V^  übereinstimmen,  befriedigen  die  nicht 
homogene  lineare  Differentialgleichung  w*"  Ordnung 

~      dt  ^a;«-i      dt  ax""-^     '  '      St  y' 

die  aus  (A)  durch  Differentiation  nach  t  hervorgeht.  Sei  x  =  a  ein 
smgulärer  Punkt  von  (A)  und  t)^  ein  Element  des  zu  a;  =  a  gehörigen 
canonischen  Fundamentalsystems,  welches,  wie  wir  der  Einfachheit 
wegen  voraussetzen  wollen,  in  Reihenform 

t)^  =  (x-ay^(x\a),    «ß(a|a)  +  0, 

darstellbar  ist.  Dann  ist,  wenn  wir  in  (5)  t)^  an  die  Stelle  von  y  ein- 
setzen, die  rechte  Seite  dieser  Grleichung  so  beschaffen,  dass  sich  ihre 
logarithmische  Ableitung  in  der  Umgebung  von  x  =  a  wie  eine  ratio- 
nale Function  verhält,  und  dass  sie  selbst  m  der  Form 

{x  —  af'mx\d),    ^(a|a)4=0 
darstellbar   ist,   wo  |tt  eine  Constante  bedeutet.    Aus   dem   Satze   der 
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Nr  58  (Bd.  I,  S  207)  folgt  demnacli,  dass  der  Punkt  x  =  a  fiir  die 
Function 

dt 
eine  Stelle  der  Bestimmtheit  ist 

Wir  schliessen  hieraus,  dass,  wenn  y  das  allgemeine  Inte- 
gral der  Differentialgleichung  (A)  bedeutet,  auch  die  Function 

dt 
als  Function  Yon  x  sich  allenthalben  bestimmt  verhält 
Es  gehören  folglich  die  Fuuctionssysteme 


\jt^     nnd     [>,] 


zur  selben  Classe  im  Sinne  von  Riemann  (Nr  222,  S  368),  die  Coef- 
iicienteu  iJj,,  2?^,  ■  •  •  i^„_i  in  den  Gleichungen  (4)  sind  also  in  diesem 
Falle  rationale  Functionen  yon  x. 


229,    System  von  linearen  DifPerentialgleiohxmgen,  welches 
rationale  Farticnlarlösungen  besitzen  muss. 

Die  Bedingungen  dafür,  daas  die  Differentialgleichung  (A)  die 
durch  die  Gleichungen  (4)  charakterisirte  Eigenschaft  besitzt,  lassen  sich 
in  folgender  Weise  darstellen 

Bezeichnen  wir  mit  P(?/)  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung 
(A)  und  mit  li{\^  die  rechte  Seite  von  (4),  also 

i?(2/)  =  \y  +  A2/'  +  •  •    +  K.J''-'\ 
so  lautet  die  Differentialgleichimg  (5) 

(5^)       ^(|f)  +  t^'"-"  +  t.'"-^'H--  +  t^  =  «- 

Sei 

2/=ßl2/i  +  öa2/2H V^n^n 

ein  willküiliches  Integral  von  (A),  so  können  die   c^^,  c^,  •       c^  noch 
als  Functionen  von  t  gewählt  werden.     Es  ist  also 

dt  ~2j  st  y^^j^   "  dt  ' 

x=l  x=l 

und  da  nach  (4) 


( 
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ist,  so  finden  -wir 

(6)  -p  (^) = ^  (2  «,^0/,)) = pm, 

da  ja  offenbar 

x  =  l 

eine  Lösung  von  (A)  darstellt. 

Es  besteht  demnach  für  ein  willkürliobes  Integral  y  von 
(A)  die  Gleichung 

(7)  Pij(,)  +  ^  ,<»-«+..+  !«,  =  0. 
Bedeuten  u,  v  zwei  willkürliche  Functionen  von  x,  so  ist 

wir  finden  also 

(8)  PiBj")  =  y'li'r"[ny^"  +  in-l\_,pj'+'-''  +    ■ 

Sei  numnehi- 

das  zu  [?/,]  adjungirte  Fundamentalsystem,  so  erhalten  wir  unter  Be- 
nutzung der  in  der  Nr.  23  (Bd.  I,  S.  63)  eingeführten  Bezeichnungen 
aus  (8),  wenn  wii*  in  diese  Gleichung  y    füi-  y  einsetzen,  mit 

?^  =  .^"^ 
multipHciren  und  in  Bezug  auf  i  sununiren: 

(9)  ^.fp{Rjf)  ^yBi:-"  Kv..,+ («-  i),_,j'..v.-x,„+  •• 

Zufolge  des  Appell'schen  Satzes  sind  (vergl.  Nr.  1G9,  S.  138  und 
Nr.  23,  Bd.  I,  S.  63)  die  Ausdrücke 


x  =  l 

rationale   Functionen   von  X]    die    Q  {Bj^    sind    demnach    lineare 
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Differentialausdrücke    der    M^    mit    iu    x    rationalen    Coeffi- 
cienten. 

Setzen  wii  nunmehr  iu  der  Gleichung  (7)  an  die  Stelle  von  y  die 
Integrale  y^,  multipliciren  mit  ^j:'  und  summiren  m  Bezug  auf  i^  so 
erhalten  wir  mit  Rücksicht  auf  (9)  die  Gleichung 

(10)  ö„TO + e„ W  +  ■  ■  •  +  «,.(^» J + Ir  '»-.„.  +  w  ^.-»„.  +  •  • 

Diese  Gleichung  liefei-t  für 

fi  =  0,l,2,-'-n  —  l 
em  System  von  linearen  Differentialgleichungen  für  die  B^^,  R^,  ••  -ß  _i 
Wenn  die  Differentialgleichung  (A)   die  durch    die  Glei- 
chungen (4)  charakterisirte  Eigenschaft  haben  soll,  so  müssen 
die  Differentialgleichungen  (10)  ein  System  von  Particular- 
integralon  besitzen,  die  rationale  Functionen  von  x  sind. 

230     Differeutialgleio]iiiiigen  gerader  (2m*°^)  Ordnimg.     Satz  von 
Puchs  über  die  Beduotibilität  der  w*""  Associirten. 

Wir  greifen  nunmehr  auf  die  Untei'suchuugen  der  Nnmraem  171 
und  175  zurück  und  setzen  demgemäss  im  Folgenden  voraus,  dags  die 
Ordnung  der  Differentialgleichung  (A)  eine  gerade  Zahl 

M  =  2m 
sei.     Es  wird   sich  dann  vorwiegend   um    die  Untersuchung  der  ni^^"- 
associii"ten  Differentialgleichung  (A^   )  von  (A)  handeln,  deren  Ordnung 
V  gleich 

v  =  (2m)^ 
ist,  und  für  welche 

%J  %;  •  •  •  ^ir 

das  dem  Pundamentalsysteme  [^J  von  (A)  entsprechende  Fundamental- 
system  (im  Sinne  der  Nr.  168,  S.  130)  bedeutet 

Da  die  Monodromiegruppe  der  Differentialgleichung  (A^'"^)  aus  den 
m*°"  associirten  Substitutionen  der  Monodromiegruppe  &  von  (A)  ge- 
bildet wird  (Nr.  169,  S.  136),  so  schliessen  wir  unmittelbar,  dass,  wenn 
®  von  dem  Parameter  t  unabhängig  ist,  dies  auch  für  die  Monodromie- 
giTippe  von  (A^"*^)  der  Fall  sein  wird;  d.  h.  die  Integrale 


befriedigen  die  den  Gleichungen  (4)  analogen  Gleichungen 
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a;(/'tt,,)=^«s(,t,,)=/'^^8(uj, 

also  auch,  der  Ausdruck 

Ton  X  unabhängig.    Ebenso  ist  offenbar 

von  X  unabhängig.    Also  ist  auch. 

von  a;  unabhängig,  da  ja 

gefunden  "wird 

Für  eine  zweite  von  x  unabhängige  Grösse  g  ist  aber 

also  ist  auch,  der  Ausdruck 

von  X  unabhängig,  d.  h.  wir  haben  den  Satz: 

Die  Form  %{u)  ist  ebenso  wie  ^(n)  gleich  einer  von  x 
unabhängigen  Grösse,  wenn  wir  für  u  irgend  eine  Lösung  dei 
Differentialgleichung  (Sl^"*^)  einsetzen. 

Aus  dieser  Eigenschaft  der  Form  5E(u)  erschliessen  wir  nun  genau 
ebenso,  wie  m  der  Nr.  175  (S.  158  ff)  aus  der  analogen  Eigenschaft 
der  daselbst  betrachteten  Form  3(u),  dass 

^^(^)    =  m  (u) 

einen  Multiplicator  der  Differentialgleichung  (St^'"^),  d  h.  also  eine 
Lösung  der  zu  (Sl^™^)  adjungirten  Differentialgleichung  darstellt,  wenn 
man  für  u  irgend  eine  Lösung  von  (Sl^*"^)  einsetzt.  Bedeutet  also  u 
irgend  eine  solche  Lösung,  so  hahen  wir  in  3?ij(u)  und  in 

i^  =  äK(u) 

zwei  Lösungen  der  zu  (Sl^"*^)  adjungirten  Differentialgleichung,  die  beide 
als  hneare  homogene  Differentialausdrücke  von  höchstens  (v  —  1)*«' 
Ordnung  von  u  mit  in  a;  rationalen  Coefficienten  dargestellt  sind. 

Auf  Grund  des  am  Schlüsse  der  Nr.  175  (S.  163)  'bewiesenen 
Satzes  folgt  hieraus,  dass  die  Differentialgleichung  (91^*"^)  und  folglich 
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auch  die  m*^  associirte  Differentialgleicliung  (A^*"^)  von  (A)  reductibel 
sein  miiss,  wenn  nicht 

m^(yi)  =  const.  Wt{vi) 

ist.  Das  letztere  ist  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall,  wir  haben  also 
den  wunderbaren  von  Herrn  Fuchs  gefundenen  Satz: 

Wenn  die  Monodromiegruppe  der  Differentialgleichung 
2w*"  Ordnung  (A)  der  Fuchs'schen  Glasse  von  einem  in  den 
Coefficienten  von  (A)  auftretenden  Parameter  t  unabhängig 
ist,  so  ist  die  m*®  associirte  Differentialgleichung  von  (A) 
reductibel. 

Unter  gewissen  besonderen  Voraussetzungen  über  die  Art,  wie  die 
Coefficienten  der  Differentialgleichung  der  Fucbs'schen  Classe  (A)  von 
dem  Parameter  t  abhängen,  kann  es  sich  ereignen,  dass,  wenn  die 
Monodromiegruppe  von  (A)  von  t  unabhängig  ist,  die  Coefficienten 
Rq,  B^,  •  •  •  B^_^  der  Relation  (4)  nicht  nur  rationale  Functionen  von  x, 
sondern  rationale  Functionen  von  x  und  t  sind.  Wenn  dies  der  Fall 
ist,  so  lassen  sich  mittelst  der  Q-leichungen  (4)  und  der  Differential- 
gleichung (A)  alle  partiellen  Ableitungen  der  Integrale  [i/J  nach  den 
beiden  Variabein  x  und  t  als  homogene  lineare  Functionen  der  y^  und 
ihrer  n  —  1  Ableitungen 

mit  in  x  und  t  rationalen  Coefficienten  darstellen,  sofern  die  Coeffi- 
cienten von  (A)  auch  rationale  Functionen  von  t  sind. 
Man  erhält  also  insbesondere 

(/i  =  l,2,       n) 

.und    hieraus    ergiebt    sich    durch  EUmination    der   G-rössen   (I)    eine 
homogene  lineare  Differentialgleichung  von  höcbstens  w*^'  Ordnung,  der 
die  [^/J  als  Functionen  von  t  genügen,  und  deren  Coefficienten  ratio- 
nale Functionen  von  t  und  dem  jetzt  als  Parameter  fungirenden  x  sind. 
Wenn  die  Determinante 

von  NuU  verschieden  ist,  so  ist  die  Differentialgleichung,  der  die  \jj  ] 
als  Functionen  von  t  genügen,  wirklich  von  w*^'  Ordnung.  Dann  lassen 
sich  aber  aus  den  Gleichungen  (II)  die  Grössen  (I)  ausrechnen,  d.  h. 
wir  erhalten  insbesondere 

%  =  S„,.  +  I,^  +  ...  +  l„_,^        («=M,    ... 

26* 
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und  hieraus  folgt  auf  Grund  des  Satzes  der  Nr.  228  (S.  396),  dass  dii 
Monodromiegruppe  der  linearen  Differentialgleicliung  mit  der  unab 
hängigen  Yariabeln  t,  der  die  [^/J  genügen,  von  dem  in  den  Coeffi 
cienten  dieser  Differentialgleicliung  auftretenden  Parameter  x  unabhängig 
ist.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Wenn  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  dei 
Fuchs'schen  Classe  (A)  den  Parameter  t  rational  enthalte! 
und  wenn  für  ein  Fundamentalsystem  |j/J  die  Gleichungen  (4^ 
bestehen,  deren  Coefficienten  ebenfalls  rational  von  der 
beiden  Variabein  x  und  t  abhängen,  so  befriedigen  die  |j/J  ah 
Functionen  von  t  auch  eine  lineare  homogene  Differential- 
gleichung, deren  Ordnung  die  von  (A)  nicht  übertrifft,  und 
es  sind  die  Coefficienten  der  Substitutionen,  welche  die  [y  ] 
bei  einem  geschlossenen  Umlaufe  von  x  erleiden,  von  t,  und 
die  Coefficienten  der  ebenfalls  linearen  Substitutionen,  die 
die  [2/J  bei  einem  geschlossenen  Umlaufe  von  t  erleiden,  von 
X  unabhängig. 

Die  nun  folgenden  Untersuchungen  werden  uns  eine  ausgedehnte 
Classe  von  linearen  Differentialgleichungen  hefem,  die  zu  der  in  dem 
eben  ausgesprochenen  Theoreme  charakterisirten  Kategorie  gehören. 


Zwölfter  Abschnitt. 
Theorie  und  Anwendungen  der  Enler'sclien  Transformii'teii. 

Erstes  Kapitel 

231.  Neue  Herleitung  der  Laplaoe 'sollen  Transformirten. 

Anwendung  der  dabei  befolgten  Methode.   Satz  von  der  Vertauschung 

von  Parameter  und  Argument. 

Wir  knüpfen  an  die  auf  die  Laplace'sche  Transformirte  bezüg- 
lichen Untersuchimgen  (viertes  Kapitel  des  siebenten  Abschnittes,  Bd.  I) 
an  imd  wollen  zunächst  die  Herleitung  der  Nr.  113  (Bd.  I,  S  407)  in 
etwas  modificirter  Form  wiedergeben,  um  eineraeits  dasjenige,  was  der 
Methode  von  Laplace  eigenthümlich  ist,  und  andererseits  die  Rolle, 
die  der  adjungirten  Differentialgleichung  zufäUt,  deutlich  hervoi-treten 
zu  lassen. 

Die  Differentialgleichung  (A)  werde  in  derselben  Form  angenom- 
men, wie  m  der  Nr.  110  (Bd.  I,  S.  394), 

SO  dass  also  die  Coefficienten 

P»,    P„_»,  •  .  .  P„(^) 

ganze  rationale  Functionen  m^'^-  Q-rades  (in  der  Nr.  110  war  dieser  Grad 
durch  p  bezeichnet  worden)  von  x  sind;  es  wird  femer 

G    =1 

mn 

vorausgesetzt. 

Bilden  wir  nun  den  von  x  und  einem  Parameter  8  abhängigen 
Ausdruck 

X  =  0 

so  lässt  sich  derselbe  umformen,  wenn  man  beachtet,  dass 
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(«)  X    —  =  ß   — — 

ist.    Entwickeln  wir  nämlicli  die  Producte 

KW 

nacli  den  successiven  Ableitnngen  von  e**,  d,  h.  setzen  wir 

<=0  1=0      • 

so  ergiebt  sicli 

n         m 

(1)  j).(o  =  2"  2"  '^■«^'^'" = ^•(^'") ' 

X=sO    1  =  0 

wo  ^^(m)  den  in  der  Nr.  112  (Bd.  I,  S.  400)  mit  ^(u)  bezeiclinete] 
linearen  tomogenen  Differentialausdruck  m*"  Ordnung 

i=rO   ä;=0  »=0 

mit   der  unabhängigen  Variabein  ja  bedeutet   (vergl.  Nr.  117,  Bd.  ] 
S.  426). 

Bezeicbnen  wir  durch 

<=o 
den  zu  ^d  (v)  adjungirten,  durch 

<=1    h=0 

den  begleitenden  bilinearen  Differentialausdruck  (Nr.  24,  Bd,  I,  S.  69) 
so  erhalten  wir  für 

aus  der  Beziehung  von  Lagrange  (a.  a.  0.  Bd.  I,  S  68,  Gleich.  (30) 

(3)  vJ,(,e")  -  e"j;iv)  =  ±  A,(i', "), 

und  da  nach  (1)  für  eine  beliebige  Function  v  von  ^ 

D>e'=^)  =  .^/0 
ist,  so  folgt  aus  (2) 

^>0  =  ^^,(«'» +  «"<(")• 

Integnren  wir  diese  GHeichung  auf  einem  Wege  Z  in  Bezug  auf  ^,  sc 
ergiebt  sich 
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wenn  also  v  als  eine  Lösung  der  Differentialgleidhung 
(L)  <W  =  0 

gewäMt  wird,  die  nichts  anderes  ist,  wie  die  Laplace'sche  Trans- 
formirte  von  (A)  (vergl.  Nr.  111,  Bd.  I,  S.  400),  so  steUt  in  Ueber- 
einstimmung  mit  der  Nr.  113  (Bd.  I,  S.  408)  der  Ausdruck 

eine  Lösung  von  (A)  dar,  sofern  wir  l  so  einricliten,  daas 


/= 


i-J(e-,v)d,^0 


ist. 

Das  Charakteristisclie  der  Methode  von  Laplace  bestellt 
in  der  Anwendung  der  Function 

e    . 
Wir  wollen  jetzt  an  die  Stelle  dieser  Function  den  Ausdruck 

treten  lassen,  wo  |  irgend  eine  beliebige  von  8  und  x  unab- 
hängige Grösse  bedeutet.  Die  Function  e'*  geht  im  Wesentlichen 
aus  diesem  Ausdrucke  hervor,  indem  man  |  in  geeigneter  Weise  unend- 
lich gross  werden  lässt. 

Setzen  wir  in  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung  (A)    den 
Ausdruck 

an  die  Stelle  von  y,  so  erhalten  wir  im  Wesentlichen  die  zur  Stelle 
x  =  0  gehörige  charakteristische  Function  (Nr.  44,  Bd.  I,  S.  156) 

(3)D.((Ä-x)«-')=2'(-l)'P.(x)(|-l)(6-2)  .  a-^X.-^cf-'-' 

Um  diesen  Ausdruck  in  ähnlicher  Weise  umzuformen  wie  vorhin  den 
Ausdruck 

entwickeln  wir  die  Producte 

nach  den  successiven  Ableitungen  von  (0  —  x)^~  ,  d.  h.  wir  entwickeln 
die  ganzen  Functionen  P^(oc)  nach  Potenzen  von  e  —  x: 
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.=0 

Dann  ist 

oder,  wenn  wir  einen  neuen  Summationsindei 

V  =  m-\-  X  —  i 

einführen,  der  dann  alle  ganzzahligen  Werthe  von  0  bis  m  -{-  n  durch- 
länffc  und 


setzen,  so  ist 


x=0 
t 

Führen  wir  nun  durch  die  Formel 

m+7»  ^ 

»1  =  0 

einen  homogenen  linearen  Differentialausdruck  (w-f-w)*"'  Ordnung  mit 
der  unabhängigen  Yariabeln  e  und  mit  in  3  ganzen  rationalen  Coeffi- 
cienten  ein,  so  finden  wir  die  Gleichimg 

(C)  D^iiz  -  xf-')  =  ^/(.  -  0;)'+'"-^) , 

die  wir  als  den  Satz  von  der  "Vertauschung  von  Parameter  und 
Argument  bezeichnen  wollen  Es  ist  nämlich  auf  der  linken  Seite  x 
das  Argument  und  ^  der  Parameter,  auf  der  rechten  Seite  ,cf  das  Argu 
ment  und  x  der  Parameter. 


232.    Satz  von  Abel  für  lineare  Differentialgleiohiuigeii 

und  Anwendung  desselben  auf  die  hyperelliptisohen.  Integrale 

dritter  Gattung. 

Aus  den  Gleichimgen  (4)  lassen  sich  die  Py{0)  durch  die  tp  {g) 
und  deren  Ableitungen  ausdrücken.  Die  Rechnung  gestaltet  sich  am 
einfachsten,  wenn  man  (p^{ß)  zunächst  nach  Potenzen  von  b  ~  x  ent- 
wickelt. 
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und  diese  Entwickelimgeii  in  die  rechte  Seite  der  Grleichmig  (C)  ein- 
setzt.   Mau  erhält  auf  diese  Weise 

^V  yf  (I  +  wt  —  1)  (g  +  w  —  2)       (g  +  m  -v)      (l)  /^^  /^       ^y+m-v+Z-i 

oder  wenn  man 

5f  =  V  —  X  —  m 

als  neuen  Summationsindex  einführt, 

= 2"  (^  -  '^r""'  2"  «+»-i)«+«-2)  •  •  (1+'»-^)  ^'_„._;); , 

y==  — 27/1  r  =  0 

und  dies  muss  zufolge  des  Vertauschungsaatzes  (0)  mit  der-  rechten 
Seite  der  G-leichung  (3)  übereinstimmen.  Die  Coefficientenvergleichung 
ergiebt  dann 

_  f     0      für   3f<0, 
^JP»   für   ;f^0. 

In  mehr  übersichtlicher  Form  tritt  die   Beziehung  zwischen  den 
beiden  Differentialausdrücken 

durch  die  folgende  Ueberlegung  zu  Tage. 
Setzen  wir 

x+m\   /  "^  /  (m  +  »)!  xv/ 

P^(a;)  =  0    für    v<m, 
so  ist  nach  (4)  und  (5) 

m-\-n  

m-\-n 


^,w=2'(-^)''''^'"  ('^^ 


r=0 


Nun  lautet  aber  die  explicite  Form  des  zu  einem  Differentialausdmcke 
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adjungirten  Differentialausdruckes 

Setzen  wir  also 

SO  sind  die  beiden  Differentialausdrücke 

7n-(-n 


und  

einander  adjungirt.  Bezeictnen  wir  durch  D^{w)  den  zu  D  (t/ 
adjungirten  Differentialausdruck,  so  ist  nach  dem  Thome-Frobenius 
sehen  Reciprocitätssatze  (Nr.  21,  Bd.  I,  S.  59) 

»»  =  ,^[^»]- 

Wir  wenden  uns  nun  zu  der  Gleichung  (C),  die  wir  ein  wenij 
umformen  wollen,  um  einerseits  ihre  Bedeutung  klarer  hervortreten  zi 
lassen  und  um  andererseits  zu  zeigen,  wie  sich  aus  derselben  durcl 
Specialisirung  ein  von  Abel  entdeckter  Satz  ergiebt,  der  von  ihm  al 
der  Satz  von  der  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument  be 
zeichnet  worden  ist. 

Es  ist  offenbar 

Hieraus  und  aus  der  Gleichung  (4)  ergiebt  sich 

771 — 1 


rsO 


^^        ^         (l  +  m  — 1)     .(g  +  m— v)  (w  +  w-v)I 


x=0 
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Setzen  wir  nun  |  =  0,  so  ist  demnach. 
(6)      '^S^^-xf-') 

Eine  einfache  Reclinung  ergiebt  aber 


^ 
d^ 


da'*  _  , 


und  nach  einer  bekannten  combinatoriscben  Formel  ist 


;i=o 
wir  finden  also 

m — 1 


«I 


m  +  ^       *'i(wi  +  1)   •   (m  +  h)  ' 


da   -  — „ 

i'=0 


Hieraus  und  aus  der  Gleichung  (6)  folgt  nunmehr  mit  Rücksicht  auf 
die  Gleichung  (0) 

di 


g  —  X 


(0.)  -»X-^  -  ^:  L~h)  -2(-  D"  B 

x=0 

und  dies  ist  die  Form,  auf  welche  Jacob  i  den  Abel 'sehen  Satz  yon 
der  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument  gebracht  hat. 
Setzen  wir  die  ganze  rationale  Function  von  m  und  x 

x=0  i        X 

SO  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Form  des  zu  D^{y)  adjungirten 
Differentialausdiaickes,  dass  c^^  nichts  anderes  ist,  wie  der  Coefficient 
von  x'  in  dem  Ausdrucke 

-D>-'-'), 

oder  der  Coefficient  von  /  in  dem  Ausdrucke 

Bezeichnen  wir  mit  y(x)  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (A), 
mit  Tjicc)  ein  Integral  der  zu  (A)  adjungirten  Differentialgleichung 
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SO  ist,  zufolge  der  Lagrange'schen  Beziehung, 

Multiplicireu  wir  also  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  r}{x),  die  zweite 
mit  y(0)  und  addiren,  so  folgt,  wenn  wii*  beachten,  dass 

t  \z  —  xJ  '  \x  —  e/ 

ist,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (0^)  und  (7) 

(^    ^  ^. C^' '' w)  -  T.  ^.  (ä'W'  B) = ^s'W"«  • 

Wir  wollen  zeigen,  wie  sich  aus  dieser  Gleichung  für  »  =  1  der 
Satz  von  der  Vertauschung  des  Parameters  mit  dem  Argumente  für 
die  hyperelliptischen  Integrale  dritter  Gattung  ergiebt. 

Nehmen  wir  also  «  =  1 ,  dann  lautet  die  Differentialgleichung  ( A) 

und  ihre  adjungirte 

(A,')  D;W  =  -  T,{x)  ^  +  [P,(x)  -  P;(x)]r]  =  0. 

Wir  nehmen  der  Einfachheit  wegen  an,  dass  die  Differentialgleiclumg 
(Aj)  zur  Fuchs 'sehen  Classe  gehört,  dann  kann  Pj^C^)  ^^'^'  ^°^^  ®"^" 
ander  verschiedene  lineare  Factoren  enthalten,  und  Pq{x)  muss  vom 
Grade  m  —  1  sein,  wenn  ^^{x)  genau  vom  m*°°  Grade  ist.     Sei 

P^{x)  =  {x  —  a;)(x  —  a,)-'-(x  —  a^) (x  —  \) (x  —  b^)  ■  -    (x  —  &p, 

6  -{-  Q  =  m, 
und  möge  in  Partialbrüehe  zerlegt 

1=1  1=1 

sein.    Dabei  denken  wir  uns  die  Bezeichnung  so  gewählt,  dass  die 

^i;    h^  ■       \ 
ganze  Zahlen  bedeuten,  während  keine  der  Grössen 


r 


eine  ganze  Zahl  ist.    D.  h.  die 

sind  scheinbar  singulare  Stellen  von  (A.). 
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Das  allgemeine  Integral  von  (A^)  lautet,  wenn  wir  die  wiUkürliehe 
Constante  gleich  Ems  nehmen, 

y(x)  =  {x-  a,y^  --.(x-  aX^ix  -  \y^  ■•    {x-  &/?, 

und  das   entsprechende  Integral   der   adjungirten  Differentialgleichung 
ist  folglich 

7j(x)  =  (x-  a^"'-' '--{x- aX""-' (^ - \r''-'  --{x- \r^-' . 

Der  Ausdruck  U  ist  in  unserem  Falle 


U- 


"•    dz 


z  —  X  '    ag        z  —  x        ' 

und  der  bilineare  Differentialausdruck  von  (Aj^)  reducii-t  sich  auf 

B^{f,g)^F,{x)fg. 

Wir  erhalten  aus  (JT)  die  Formel 

(9)  ^ 


dx 


[p,W,(.)ÄJ-l[i>,»K^)^] 


=  yie)'n(x) 


p,(z)-p,{x)       a_  Pi{^)-P,{!ü) 

~^  dz        z  —  X 


z  —  X 


h 


dieselbe  soll  nun  weiter  specialisirt  werden. 

Betrachten  wir  nämlich   den  Fall,   wo   die   Differential- 
gleichung (Aj)  mit  ihrer  adjungirten  (A/)  identisch  ist. 

Dann  muss  (vergl.  Nr.  25,  Bd.  I,  S.  70  ff.) 

sein.     Es  fallen  dann  die  &^,  &g,  •  •  •  h^  weg,  und  in  (8)  ist 
Die  Integrale  y(x)  und  iy(a;)  reduciren  sich  auf 


y^w 


V-PiCa;) ' 


und  U  nimmt  die  Form  an 


jj_  1   P;(g)  +  Pi'(a=)       P,iz)-P^ix) 
2  z  —  x 


(z-xY 


Die  Gleichung  (9)  Hefei-t  demnach 
(10) 


dx 


ypj^ 


iz  —  x)YP^_\        dz 


y^(^ 


_(x-z)yp^_ 


u 


■j/Äö^y^' 
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und  dies  ist  iminittelbar  die  Fonn,  in  -welclier  der  Vertauschungasatz 
Yon  Parameter  und  Argument  für  das  typerelliptisclie  Integral  dritter 
Gattung 

gewöhulicli  geschrieben  zu  werden  pflegt. 

Die  ausserordentliche  Wichtigkeit  des  Vertauschungssatzes  (10) 
füi-  die  Theorie  der  hyp  er  elliptischen  Transcendenten  liegt  darm,  dass 
es  Herrn  Weierstrass  gelungen  ist,  aus  diesem  Satze  die  in  der 
Nr.  206  (S.  295)  erwähnten  Beziehungen  zwischen  den  Periodicitäts- 
moduln  der  hyperelliptischen  Integrale  zum  ersten  Male  abzuleiten 
Die  Entdeckung  dieser  Beziehungen  bildete  eine  Epoche  in  der  Theorie 
der  Abel'schen  Functionen,  da  es  nur  auf  Grund  derselben  für  Hen-n 
Weierstrass  möglich  ward,  für  die  allgemeinen  hyperelliptischen 
Functionen  das  zu  leisten,  was  im  einfachsten  Falle  der  zu  einer 
Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Function  sechsten  Grades  gehörigen 
sogenannten  ultraeUiptisohen  Functionen  Göpel  und  Rosenhain  ge- 
leistet hatten,  nämlich  die  Lösung  des  Ja c ob i 'sehen  Umkehrproblems 
mit  Hülfe  der  Transcendenten  0.  Wir  werden  auf  das  von  Herai 
Weierstrass  m  seiner  Braunsberger  Programmarbeit  vom  Jahre 
1848/49  angewandte  Yerfahren  an  späterer  Stelle  einzugehen  haben 
und  daselbst  auch  die  analogen,  jedoch  viel  allgemeineren  Folgerungen 
kennen  lernen,  die  Herr  Fuchs  aus  dem  Vertauschungssatze  (P)  für 
die  Integrale  beliebiger   linearer  Differentialgleichungen  gezogen  hat 


233.    Definition  der  Euler'sclien  Transformirten  einer  linearen 

liomogenen  Differentialgleiolnmg.     Reoiprooität,     Integration   duxoli 

Quadraturen.    Doppelsohleifen. 

Jetzt  wollen  wir  auf  die  den  Vertauschungssatz  darstellende  Glei- 
chung (C)  (Nr.  231,  S.  408)  em  ähnliches  Verfahren  anwenden,  wie 
für  den  Fall  der  Laplace 'sehen  Transfoi-mirten  auf  die  Gleichung  (1) 
(S.  406). 

Bezeichnen  wir  mit 

den  adjungirten  linearen,  beziehungsweise  den  begleitenden  bilinearen 
Differentialaufldnick  von  5D^(m),  so  ergiebt  sich  aus  der  Beziehung  von 
Lagrange  und  aus  der  Gleichung  (C)  füi-  eine  beliebige  Function  v 
von  0  und  einen  Integrationsweg  L  die  Gleichung 
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(X)  iL) 

(i) 
Bedeutet  also  v  eine  Lösung  der  Differentialgleichung 

(11)  ®;w  =  o, 

und  denken  wir  mis  den  Integrationsweg  L  so  gewählt,  dass 

(12)  /'^  !£),((«- <»)«+"'-',  »)d«  =  0 

ist,  so  besitzen  wir  in 

(13)  y  =^  Cv{8  —  xy~\U 

eine  Lösung  von  (A). 

Buler  war  der  erste,  der  die  Lösung  einer  gewissen  speciellen 
linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (die  im  Wesenthchen 
auf  die  Differentialgleichung  der  Gauss 'sehen  B.eihe  lünauskoinint)  in 
der  Form  eines  bestimmten  Litegrales,  oder  wie  sich  die  älteren  Ana- 
lysten auszudrücken  pflegten,  durch  eine  Quadratur  von  der  Ai"t 

v{8  —  xj     ds 


ß 


darstellte,  wo  a,  ß  von  g  unabhängig  sind  und  v  eine  blosse  Function 
von  0  bedeutet;  wir  wollen  darum  die  Differentialgleichung  (11) 
(nach  Analogie  der  von  Herrn  Poincare  eingefühi-ten  Bezeichnung 
„Laplace'sche  Transformirte"  für  die  Gleichung  (L)  S.  407)  die 
Euler'sche  Transformirte  von  (A)  nennen. 
Offenbar  ist  aber  auch  umgekehrt 

(14)  u  =  Cw{g  —  xf+'^-'dx 

eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (m  -|-  w)*^'  Ordnung 

wenn  w  eine  Lösung  der  zu  (A)  adjungirten  Differentialgleichung 

D»  =  0 
und  A  einen  Integrationsweg  bedeutet,  für  welchen 

0-^^  r^D>-^)^-\«;)^a;  =  0 
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ist.  Wir  haben  also  den  Satz,  der  dem  in  der  Nr.  117  (Bd.  I,  S.  426 
für  die  Laplace'sche  Transformirte  gefundenen  Satze  ganz  analog  ist 

Die  adjungirte  Differentialgleichung  (Sl)  der  Euler'schei 
Transformirten  der  Differentialgleichung  (A)  ist  so  be 
schaffen,  dass  ihre  Euler'sche  Transformirte  die  Adjungirtt 
der  ursprünglichen  Differentialgleichung  (A)  ist.  Die  Diffe 
rentialgleichungen  (21)  und  (A)  integriren  sich  gegenseitig 
durch  Quadraturen  nach  der  Methode  von  Euler. 

Es  bandelt  sich  jetzt  noch  darum,  die  Integrationswege  L  be 
ziehungsweise  A  in  geeigneter  Weise  zu  wählen.  Offenbar  hängt  dies« 
Wahl  wesentlich  ab  von  der  Lage  der  aingulären  Stellen  der  untei 
den  IntegiuLzeichen  auftretenden  Functionen,  d.  h.  also  von  den  singu 
lären  Punkten  der  beiden  Differentialgleichungen  (A)  und  (31).  Dr 
aber  zufolge  der  Gleichungen  (4)  (S.  408) 

9'„+„w=(-ir+"-p,w 

ist,  so  sind  für  die  Differentialgleichungen  (A)  und  (St)  die  siuguliirer 
Stellen  dieselben,  und  wir  können  uns  demnach  darauf  beschi-änkeu 
etwa  die  Bestimmung  der  Integrationswege  A  zu  unserer  Aufgabe  zi 
machen. 

Zufolge  der  Gleichung  (15)  muss  der  Integi-ationsweg  A  so  be 
schaffen  sein,  dass  im  Anfangs-  und  Endpunkte  desselben  der  AusdrucL 

(16)  l)^{{0-xf-\w) 

denselben  Werth  annimmt,  dass  aber  trotzdem  das  auf  diesem  Wegt 
erstreckte  Integral  (14)  nicht  identisch  verschwindet.  Wir  werden  alsc 
ähnliche  Integrationswege  zu  benutzen  haben,  wie  im  vierten  Kapite 
des  siebenten  Abschnittes  (Bd.  I),  d.  h.  entweder  geschlossene  Wege 
welche  die  singulären  Punkte  des  Ausdruckes  (16)  in  geeigneter  Weise 
umschlingen,  oder  aber  solche,  die  in  einem  dieser  singulären  Punkt« 
beginnen  und  endigen  und  zwar  in  der  Weise,  dass  die  ersten  und  letztei 
Wegelemente  ganz  bestimmte  Richtungen  einhalten,  die  so  gewähli 
werden  müssen,  dass  die  Bedingung  (15)  erfüllt  wird  (vergl.  Nr.  114 
Bd.  I,  S.  411,  Nr.  116,  ebenda  S.  418).  Die  letztere  Art  von  Integra 
tionswegen  ist  nui-  bei  solchen  singulären  Punkten  anwendbar,  di( 
Unbestimmtheitsstellen  der  Integrale  w  sind;  da  wir  im  Folgenden  di( 
Untersuchung  von  Differentialgleichungen  der  Fuchs 'sehen  Classe  in 
Auge  haben,  so  lassen  wir  diese  Art  von  Wegen  bei  Seite. 

Wir  erhalten  geschlossene  Wege,  die  nicht  von  singulären  Punktei 
ausgehen  und  der  Bedingung  (15)  Genüge  leisten,  auf  folgende  Weise 
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Seien 

die  von  einander  yerschiedenen  Nullstellen  der  ganzen  rationalen 
Function 

und  fixiren  ■wir  nebst  diesen  in  der  a;-Bbene  noch  die  Stelle  0. 
Denken  wir  uns  dann  von  den  Punkten 

aus  die  Quersclmitte 

h>    h}  '  '  '  h)    h 

nach  dem  Unendlichen  hin  gelegt,  so  sind  in  der  so  zerschnittenen 
rr- Ebene 

w,   (0  —  xy^ 

eindeutig,  also  auch  (16)  eindeutig.  Bedeute  nun  §  irgend  einen  regu- 
lären Punkt  der  üj- Ebene,  sei  l  ein  von  t,  ausgehender  geschlossener  Weg, 
der  die  Querschnitte  \,  \,  •  -  -  l^  beliebig  oft  und  in  behebiger  Auf- 
einanderfolge überschreitet,  und  möge  das  allgemeine  Integral  w  der  zu 
(A)  adjungirten  Differentialgleichung,  wenn  x  den  Umlauf  l  vollzieht, 
in  0  m;  übergehen.  Ferner  sei  s^  eine  von  J  aus  um  den  Punkt  0 
herum  gelegte  einfache  Schleife,  die  den  Querschnitt  \  einmal  in  posi- 
tiver Richtung  überschreitet. 

Integriren  wir  nun  von  t,  ausgehend  längs  l,  dann  längs  s^j,  dann 
längs  l  aber  im  entgegengesetzten  Sinne  und  endlich  längs  s^  ebenfalls 
im  entgegengesetzten  Sinne,  d.  h.  also  auf  dem  Wege: 

so  ist  die  Function  (16)  zu  ihrem  Ausgangswerthe  zurückgekehrt,  und 
es  ist  folglich 

(17)  rw(0  —  xf+''-'dx 

eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (?l)     Beachten  wir,  dass 
'    rw(0  —  xf+'^-'dx  +  rew{0  —  xf+'"-^dx  =  0, 

rw{0  -  xf+^'-'dx  +  fwe''''^^\0  -  xf +'''-' dx  =  0 


(17a) 


ist,  so  erkennen  wir,  dass  sich  das  Integi-al  (17)  in  die  Forai  setzen  lässt 

Sohlealnger,  niffoientlalglelohungon    n  27 
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(18)      rw(0  -  xf+'^-'dx  =  (l  -  e'"^^)  fwi0  -  xf+'^-'dx 

-  ßw-Q  w)  (8  -  xf+"'-^  dx . 
Co) 

Der  Weg  l  lässt  sich,  zusammensetzen  aus  den  vom  Punkte  §  aus 
um  die  Punkte  a^  herum  gelegten  einfachen  Schleifen  s ,  die  so  be- 
schaffen  sind,  dass  sie  nur  den  Querschnitt  l^  einmal  in  positivem  Sinne 
überschreiten.  Da  ferner  nach  Vollzug  der  Integration  über  eine  solche 
Schleife  s^  das  Integral  w  der  zu  (A)  adjungirten  Differentialgleichung 
in  ein  anderes  Integi-al  derselben  Differentialgleichung  übergegangen 
ist,  so  können  wir  sagen: 

Bedeutet  w^,  w^,  •  •  w^  ein  Fundamentalsystem  der  zu  (A) 
adjungirten  Differentialgleichung,  so  lassen  sich  die  über 
Wege  von  der  Art 

erstreckten  Integrale  (17)  linear,  homogen  und  mit  constanteii 
Coefficienten  zusammensetzen  aus  den  Integralen 

.(19)         fwX8-xp--'d8    (zi'^^  :-). 

Nehmen  wir  z.  B.  Z  =  s^,  betrachten  also  den  Weg 

VoC^*7^         (x^i,»,.    ff), 

so  ist  das  über  denselben  hin  erstreckte  Integral  (17)  jedenfalls  eine 
Lösung  von  (51);  einen  solchen  Weg  bezeichnet  man  gewöhnlich  als 
eine  um  die  beiden  Punkte  a^,  e  berumgelegte  Doppelsehleifc« 
(Fig.  10).  Solche  Doppelachleifen  hatten  wir  aucb  schon  in  der  Nr  114 
(Bd.  I,  S.  410)   bei   Gelegenheit    der  Integration   der  Laplace 'schon 

Differentialgleichung  angewandt,  wir  bemerken 
jedoch,  dass  die  um  zwei  Punkte 

herum  gelegte  Doppelschleife 

Flg   10  „  „     —1   —1 

S  SS,     s 

im  Allgemeinen  nicht  einen  Weg  A  liefert,   für   welchen   die  ßo- 
dmgung  (15)  erfüllt  ist,  sondern  dass  dies  dann  und  nur  dann  der  Ii\ill 
ist,  wenn  die  Werthänderung,  die  das  Integral  w  auf  dem  Wege  s  s 
erfährt,  dieselbe  ist,  wie  die  auf  dem  Wege  s  s . 
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Wir  "wollen  allgemein  die  Frage  so  formuliren: 

1.  Wie  müssen  die  constanten  Coefficienten  der  linearen  homo- 
genen Verbindungen  der  Integrale  (19)  bestimmt  werden,  damit  diese 
Verbindungen  Lösungen  der  Differentialgleichung  (91)  darstellen? 

2.  Lässt  sich  aus  solchen  Verbindungen  ein  Fundamentalsystem 
von  (St)  zusammensetzen? 
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unbestinunt  sind.     Vereinfachung  der  Eni  er 'sehen  Transformirten 

und  des  Vertansohmigssatzes. 

Indem  wir  die  allgemeine  Discussion  der  am  Schlüsse  der  vorigen 
Nummer  aufgestellten  Probleme  bei  Seite  lassen,  bescl],ränken  wir  uns 
auf  den  Fall,  wo  die  Differentialgleichung  (A)  der  Fuchs 'sehen  Classe 
angehört. 

Zunächst  schliessen  wir  aus  den  in  der  Nr.  232  (S.  409)  dar- 
gelegten Beziehungen  zwischen  den  Differentialgleichungen  (A)  und  (91), 
am  einfachsten  wohl  daraus,  dass  die  Differentialausdrücke 

einander  adjungirt  sind,  dass  eine  singulare  Stelle,  die  für  die  eine  der 
beiden  Differentialgleichungen  (A)  und  (91)  eine  Stelle  der  Bestimmtheit 
ist,  auch  für  die  andere  denselben  Charakter  besitzen  muss  Insbeson- 
dere folgt  also  hieraus  der  Satz: 

Wenn  von  den  beiden  Differentialgleichungen  (A),  (91) 
die  eine  der  Fuchs'schen  Classe  angehört,  so  ist  dasselbe 
auch  für  die  andere  der  Fall. 

Wir  machen  vorläufig  nur  die  allgemeinere  Voraussetzung,  dass 
der  unendlich  ferne  Punkt  a;  =  oo  eine  Stelle  der  Bestimmt- 
heit für  die  Differentialgleichung  (A)  sein  möge;  es  werden 
dann  die  oben  abgeleiteten  Formeln  einer  wesentlichen  Vereinfachung 
fähig,  indem  sich  nämlich  die  Differentialgleichung  {m-\-n)^'' 
Ordnung  (91)  durch  eine  solche  von  der  m*^''  Ordnung  ersetzen 
lässt. 

In  der  That  ist,  damit  sich  die  sämmtüchen  Lösungen  der  Diffe- 
rentialgleichung (A)  im  Punkte  a;  =  oo  bestimmt  verhalten,  nach  den 
Ergebnissen  der  Nr  110  (Bd  I,  S  394)  nothwendig  und  hinreichend, 
dass  die  Grade  der  Coefficienten 

27* 


(20) 
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a'bnekmen.  Wenn  also  m  der  wirklielie  Grad  von  P„(flj)  ist,  so  kann 
man  m^w  voraussetzen,  undP^(ii;)  darf  höchstens  vom  Grade  m — n-\-v. 
sein.    Also  ist  für  v  <  w 

d.  h.  es  sind  nach  Gleichung  (4)  (Nr.  231,  S.  408)  die 

s'ämmtlich  gleich  Null,  so  dass  sich  die  Differentialgleichung  (Sl)  in 
der  Form 

als  Differentialgleichung  m**'  Ordnung  für  die  w*®  Ableitung  von  w 
schreiben  lässt. 

Setzen  wir  also 

VA  ;      ^»^        ;  (g_|_OT— n— 1)    .(l+m— «— i;)(w+«— «— v)l 

=  (|  +  m-l)(|  +  ^--2)..    (1  +  ^-^)9,,.^/^), 
woraus  sich  gemäss  den  Gleichungen  (4),  (5)  umgekehrt 
rsn       y/      .>..(g  +  "i-^-l)       jt  +  m-n-v)   <gSr-"*+"-"^(a;) 

0       für    3f<0, 
lP^(a;)    für   ;«^0 
ergiebt,  so  kann  die  Differentialgleichung  w*°'  Ordnung 

(B)  ^»=2e,(,)0=o 

an  die  Stelle  von  (Sl)  treten. 

Denn  aus  den  Formehi  der  Numjnem  231,  232  (S.  408  ff.)  ergiebt 
sich  zunächst  die  Gleichung 

(C)  D^iie  -  xf~')  =  E^((s  -  xf +''-''-'), 

und  wenn 

e;(v),  EXf,g) 

den  adjungirten  linearen,  beziehungsweise  den  begleitenden  bilinearen 
Differentialausdruck  von  E^{u)  bedeuten,  so  haben  wir 
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(23)  üf  Cw{z  -  xf-^''-''-^dx\  =  D^iie  —  x)^-\  w) 

+  ß^-xf-'BJ(w)dx. 
Es  stellt  folglich 

(24)  y=   Cv{is  —  xf-''ä8 

d) 
eine  Lösung  von  (A)  dar,  wenn 

(EO  E:(y)=^0 

und 

(25)  fl  EX(0  -  x)^+-^-\  v)d0  =  O 

ist,  und  umgekekrt  haben  wir  in 

(26)  u  =  lw(s  —  xf+'^-^-^dx 

eine  Lösung  von  (E),  wenn 

(A')  D:iw)==0 

und 

(27)  f±D^{i0-x)^-\w)dx=^O 

ist. 

Wir  können  dann  (E')  als  die  Euler'sche  Transformirte  von  (A) 
und  umgekekrt  (A')  als  die  Euler'sche  Transformirte  von  (E)  be- 
zeicbnen. 

Die  Differentialgleichung  (E)  hat  die  besondere  Eigen- 
schaft, dass  ihre  Ordnung  mit  dem  Grade  des  Coeffioienten 
der  höchsten  Ableitung  übereinstimmt. 

Die  Form  der  Gleichungen  (20)  bis  (27)  lässt  erkennen,  dass  der 
Fall  eine  besondere  Beachtung  verdient,  wo  auch  in  der  Differential- 
gleichung (A)  die  Ordnungszahl  n  dieselbe  ist,  wie  die  Gradzahl  m 
des  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung,  denn  alsdann  ist  die  Reci- 
procität  zwischen  den  Differentialgleichungen  (A)  und  (E)  eine  voll- 
kommene.    Es  ist  nämlich  für 

m  ==  n 

der  Coefficient  P^{x)  der  x*™  Ableitung  von  y  in  D  (y)  vom  ä'™  Grade 
und  wir  können  demnach  die  Beziehung  zwischen  den  Differential- 
gleichungen (A)  und  (E)  in  elegantester  Weise  dadurch  zum  Ausdnicke 
bringen,  dass  wir  sagen:  Wenn 
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F.W  =  (-  D"  '^~"„'^~'"  P.i':),] 

gesetzt  wird,  so  ist 

771 

m 

d.  L  die  beiden  Differentialgleichungen 

sind  einander  adjnngirt. 

Der  durch  die  Gleichung  (C)  dargestellte  Yertauachungssatz  nimmt 
die  einfache  Form  an 

(C")  l)^{{^-xf-')  =  EX(0~x)^-'). 

Falls  in  der  gegebenen  Differentialgleichung  (A)  m  grösser  wie  ti 
sein  sollte,  so  können  wir  z.  B.  dadurch,  dass  wir  y  gleich  der  (m  —  nY'"^ 
Ableitung  einer  neuen  unabhängigen  Vanabeln  setzen,  eine  Differential- 
gleichung herstellen,  deren  Ordnungszahl  gleich  m  ist  und  die  nebst 
einer  ganzen  rationalen  Function  (w  — w)'«''  Grades  von  x  mit  willkür- 
lichen Coefficienten  noch  n  Lösungen  besitzt,  deren  (m  —  nY^  Al)lei- 
tungen  ein  Fundamentalsystem  der  gegebenen  Differentialgleichung 
bilden.  Wir  wollen  darum  im  Folgenden  voraussetzen,  dass  für  die 
Differentialgleichung  (A) 

m==n 

sei  und  dann  nachher  besonders  auf  den  Fall  eingehen,  wo  in  der 
gegebenen  Differentialgleichung  (A)  die  Coefficienten  gewisser  erster 
Ableitungen  verschwinden. 

235.  Differentialgleiohungen  der  I-uohs'schen  Olasse,  deren  Ordnung 
mit  dem  Grade  des  Coefaoienten  der  höchsten  Ableitung  übereinstimmt. 

Wir  gehen  also  von  einer  Differentialgleichung  (A)  aus,  deren 
Ordnung  mit  dem  Grade  m  des  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung 
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Übereinstimmt  und  setzen  jetzt  überdies  voraus,  dass  (A)  zur  Fuchs- 
schen  Claase  gehört. 

Sei  dann  der  Coefficient  P„(a;)  der  böciisten  Ableitung  in  seine 
linearen  Factoren  zerlegt: 

(1)  ^.«  =  (^  -  «JH^  -  a,y^  •  •  •  (^  -  ^X". 

so  muss,  damit  der  singulare  Punkt  x  =  a^  eine  Stelle  der  Bestimmt- 
beit  für  die  Lösungen  yon  (A)  sei,  der  Factor  x  —  a^  in  P^^_^(x) 
mindestens  zur  (a — 1)'^'^,  in  P^^_^{x)  mindestens  zur  (a^  —  2)*^"^  u  s  w., 
in  P^_^  +i(^)  mindestens  zur  ersten  Potenz  enthalten  sein  Bezeichnen 
wir  durch 

die  Wurzeln  der  zu  a;  =  a^  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichung, so  sind  (vergl.  für  diese  Verhältnisse  Nr  112,  Bd.  I,  S.  405) 
m  —  a^  derselben  mit  den  Zahlen 

0,  1,  2,       •  w  —  a  —  1 

identisch,  und  die  zu  diesen  Wurzeln  als  Exponenten  gehörigen  Ele- 
mente des  canonischen  Fundamentalsystems  verhalten  sich  in  der  Um- 
gebung von  rc  =  a  regulär,  •wenn  kerne  der  «^  übrigen  Wurzeln  eine 
positive  ganze  Zahl  und  grösser  als  m  —  a  —  1  ist.  Um  Complicationen 
aus  dem  Wege  zu  gehen,  die  das  Wesen  der  hier  anzustellenden  Unter- 
suchung nicht  berühren,  woUen  wir  überhaupt  annehmen,  dass  für  alle 
singulären  Punkte  a^  die  Grössen 

weder  ganzzahlig  noch  auch  um  ganze  Zahlen  von  einander  verschieden 
seien.    Dann  enthalten  die  Entwickelungen  der  Elemente 

2/flJ     Vat    ■   ■       Virn 

des  zu  ic  =  öf  gehörigen  canonischen  Fundamentalsystems  in  der  Um- 
gebung von  53  =  a  keinen  Logarithmus  und  haben  also  die  Form 

(2)  2/,«  =  (^-«/"'^.>k,),    ^.,K|a,)  +  0        («  =  1.8.     .), 

wo  die  ^,Q,(a;Ifl^,)  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  —  a^  fort- 
schreitende Reihen  bedeuten.  Die  Bezeichnung  ist  dabei  so  gewählt 
worden,  dass 

(3)  9.,a.  +  i==ö,    ^,,«^+2=1,       ■  Qim  =  ^  —  ''i  —  '^ 

ist. 
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Multipliciren  wir  die  linke  Seite  von  (A)  mit  dem  Factor 

so  lauten  die  Wiu-zeln  der  zu  ic  =  a  gehörigen  determinirenden  Funda- 
mentalgleichung für  die  adjungii-te  Differentialgleichung  von 

(5)  ZW-D,W==0, 

nach  den  Ergebnissen  der  Nr  109  (Bd.  I,  S.  391), 

—  p       1  (« =  1, 2,        m) 

Die   adjungirte  Differentialgleichung  von  (5)    lautet   aber   nach    dem 
Reciprocitätssatze  (Nr,  21,  Bd.  I,  S.  59) 

(6)  If:ix(^)^)  -  0, 

die  zu  x==  a   gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung  der  zu 
(A)  adjungirten  Differentialgleichung  (A')  hat  also  die  Wurzeln 

(7)  0^^  ==  ,w  _  «    _  p^^  _  1  (a  =  l,2,    .    „,), 

und   die   zugehörigen  Elemente   des   canonischen  Fundamentalsystems 
haben  die  Form 

(8)  w^^  =  {x-ay^«%^ix\a),     ^^^{a,\a,)^0       (a=i,a,    •.), 

wo  die  ^^    (x  I  ttf)  nach  x  —  a^  fortschreitende  gewöhnliche  Potenzreihen 
bedeuten.    Insbesondere  sind  die 

in  der  Umgebung  von  x  =  a^  regulär  und  gehören  zu  den  Exponenten 

Es  sei  nun  w  das  aUgememe  Integral  der  Differentialgleichung  (A') 
Wir  betrachten,  wie  in  der  vorhergehenden  Nummer,  die  über  die  von 
iC  ==  §  ausgehenden  Schleifen 

*o>   ^u   *2?  '  ■     ^a 
erstreckten  Integrale 

j  W{0  —  X)         dx  (»  =  0,1,2,       ff) 

Bedeute  h^  einen  Punkt  in  der  Umgebung  von  a^,  d  h.  einen 
Punkt,  für  welchen  die  Entwickelungen  der  Integrale  unserer  Differential- 
gleichungen nach  Potenzen  von  x  —  a^  convergiren,  und  bezeichnen  vTir 
mit  s   die  von  &^  aus  um  a  herumgelegte  Schleife,  dann  ist 
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Cw{g  —  xf~'^dx  =  C{w  —  Q^w){8  —  xf~^dx  +   fw(z~xf~'^dx, 

wo  wir  durch  Q^w  dasjenige  Integral  Yon  (A')  bezeichnet  haben,  in 
welches  sich  w  verwandelt,  wenn  x  einen  einfachen  Umlauf  im  posi- 
tiven Sinne  um  a  vollzogen  (d.  h.  den  Schnitt  l^  einmal  in  positiver 
Richtung  überschritten)  bat,  und  wo  das  Integral  von  ^  nach  h  in  der 
durch  die  Linien  \,\,-  -lg  zerschnittenen  a;- Ebene,  d.  h.  auf  directem 
Wege,  zu  nehmen  ist. 

Sei  das  Integral  w  durch  die  Elemente  des  zu  x  ===  a^  gehörigen 
canonischen  Fundamentalsystems  dargestellt 

m 

CC  =  1 

dann  ist  in  der  Umgebung  von  a^ 

(10)  ^=J;öi'^..  +  5ß(^|«), 

a=l 

wo  ^(a7|a)  eine  gewöhnliche  nach  x  —  a^  fortschreitende  Potenzreihe 
bedeutet.     Also  haben  wir 

{0  —  x)^-'dx 

und  femer 

(11)  w-  ew  =^  c'^  (^.^  -  Q^wJ  . 

Setzen  wir  also 


fw(z-xf-'dx=^^c<:^j\^i, 


Aa^J^icci^  —  ^f      ^^^f 


so  ist 

(12)  fw(0-xf-'dx  =  y'c';A,^. 

Wir  können  uns  folglich,  was  die  über  die  Schleifen 

erstreckten  Integrale  anlangt,  auf  die  Betrachtung  der  Ausdrücke 

Ä^^  (»  =  1,2,        CT,  «  =  1,8,         Bf), 

deren  Anzahl  gleich  m  ist,  beschränken.    Beachten  wir,  dass 
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ist,  wemi 


Q  w.    =  £   w, 

t     ia  xa     ia 


__     2Äff,„]/=l 


(13)        A^  =  (1  -  £jfw,„i^  -  xf-'dx  ■\-jw,J^z  -  xf-\ 


"ia 

gesetzt  wird,  so  kann  A^^  in  der  Form 

6- 

—  xf~^dx 

geschrieben  werden. 

Um  die  über  die  Schleife  s^  erstreckten  Integrale  darzustellen, 
nehmen  wir  irgend  ein  Fundamentalsystem  w^,w^^'--w^^  der  Diffe- 
rentialgleichung (A')  und  setzen 

Z  =  jw^(0  —  xf~^dx         (/J=l,2,  ••»»), 
dann  sind  auch  die  m  Integrale 

durch  Z^,  Z^,     ■  Z^^  linear,  homogen  und  mit  constanten  Coefficienten 
darstellbar. 


Zweites  Kapitel. 

236.  Die  Fuohs'solie  Methode  der  veränderlioken  Integrationswege. 
Aendenmg    der   IntegrationsBOlileJfen    bei    geschlossenen   Umlätifen 

des  Parameters. 

Wir  fragen  nunmehr  nach,  den  Aenderuiigen,  welche  die  als  Func- 
tionen von  8  aufgefassten  Schleifenintegrale 

erleiden,  wenn  die  unabhängige  Variable  geschlossene  Wege  in  ihrer 
Ebene  beschreibt.  Singulare  Stellen  dieser  Integrale  können  ausser 
den  Punkten 

nur  noch  die  Punkte  0  =  t,  und  s  =  oo  sein;  wir  haben  also  nur  das 
Verhalten  der  in  Rede  stehenden  Integrale  bei  einfachen  geschlossenen 
Umläufen  yon  8  um  die  Punkte 

zu  untersuchen. 

Bei  dieser  Untersuchung  kann  man  sich  mit  Vortheü  einer  von 
Herrn  Fuchs  begründeten  Methode  bedienen,  die  wir  als  die  Methode 
der  veränderlichen  Integrationswege  bezeichnen  woUen  und  die 
auf  der  folgenden  Erwägung  beruht.  Denkt  man  sich  in  der  Ebene 
der  Integrationsvariabelu  x  die  Punkte 

nebst  den  von  g  ausgehenden  Integrationsschleifen 

fixirt,  so  müssen  diese  Schleifen  so  beschaffen  sein,  dass  sie  durch 
keinen  der  singulären  Punkte  a^,  a^,  ■  ■  a„,  ß  des  Integranden  hin- 
durchgehen Wenn  nun  0  sich  verändert,  so  werden  sich  demzufolge 
auch  die  Integrationsschleifen  verändern  müssen,  so  wie  0  auf  seinem 
Wege   eine   derselben   trifft.     Stellt   man   sich  etwa   die   Integrations- 
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seHeifen  als  biegsame  und  ausdelinbare  Fäden  vor,  die  im  Punkte  § 
"befestigt  und  um  die  singulären  Stellen  a^,  a^,  •  •  •  a^,  0  herumge- 
schlnngen  sind,  so  wird  0,  wenn  es  eme  Bahn  besckreibt,  diese  Fäden 
immer  vor  sich  her  treiben.  Ist  die  Bahn  von  0  insbesondere  eine 
geschlossene,  so  wähi*t  die  Veränderung  jener  Schleifen  so  lange,  bis 
0  ungehindert  m  seine  Ausgangslage  zurückkehren  kann.  Es  darf  natür- 
lich keine  der  Schleifen  während  ihrer  Aenderung  einen  der  Punkte 
ftj,  ßg,  ■  ■  a^  passiren,  dagegen  bildet  der  Punkt  0  während  seiner 
Bewegung  nur  in  seiner  augenblicklichen  Lage  ein  fiir  die  Schleifen 
nicht  passirbares  Hindemiss,  so  dass  also  die  Schleifen  z.  B.  über  die 
Ausgangslage  von  0  hinweg  ungehindert  gehen  können,  ehe  der  Punkt 
diese  Lage  wieder  erreicht  hat. 

Will  man  also  die  Aenderung  untersuchen,  die  em  Integi-al 

fw(0  —  xf~  dx 
CO 
erfährt,  wenn  0  eine  bestimmte  Bahn  beschreibt,  so  hat  man  zu  be- 
achten, dass  dieses  Integral  in  zwiefacher  Weise  von  0  abhängt.  Einmal 
dadurch,  dass  der  Integrand  eme  Function  von  0  ist,  das  andere  Mal 
dadurch,  dass  die  Curve,  über  welche  das  Integral  zu  erstrocken  ist, 
sich  ebenfalls  mit  0  ändert.  Nach  den  Principien  der  Integrali-ech- 
nung  werden  wir  also  das  veränderte  Integral  erhalten,  wenn  wir  den 
veränderten  Integranden  längs  des  veränderten  Integrationsweges  inte- 
griren. 

Wenn  0  einen  geschlossenen  Umlauf  vollzieht,  so  kann  eine 
Aenderung  des  Integranden  nur  dann  eintreten,  wenn  sich  gewisse 
Theile  des  Integrationsweges  innerhalb  jenes  Umlaufes  befinden;  dann 
multiplicirt  sich  nämlich  in  den  diesen  Theilen  des  Integi-ationsweges 
entsprechenden  Elementen  des  Integrales  der  Factor 

(« -  ^/-' 

des  Integranden  mit  der  Einheitswurzel 

s  =  e    ^ 
Wir  untersuchen  zunächst  die  Aenderung  der  Integrationsschleifen  bei 
geschlossenen  Umläufen  von  0 

In  der  jr-Ebene  haben  wir  die  Stellen  a,,  a„,  •  •  a  und  die  von 
denselben  nach  dem  Unendlichen  hin  gelegten  Querschnitte  l^,  l^,  •■•  l  , 
ferner  den  Punkt  0,  von  dem  aus  der  Querschnitt  l^  und  den  Punkt  g, 
von  dem  aus  der  Querschnitt  l  nach  dem  Unendlichen  hin  gelegt  sein 
möge.  Denken  wir  uns  überdies  noch  die  Integrationsschleifen 
Sq,  Sj,  Sg,  •  •  •  Sj,  so  zerfällt  die  ic-Ebene  in  6  ParzeUen,  die  wir  der 
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Reihe  nach  durch  die  Zahlen  1,  2,  •  •  ö"  bezeichnen  wollen,  so  dass 
die  i^  Parzelle  von  den  Querschnitten  l,^,  \  und  den  Integrations- 
schleifen s^,  s^,^  begrenzt  wird.  Die  Lage  von  t,  denken  wir  uns  so, 
dass  hei  einer  Umkreisung  von  ^  in  positivem  Sinne  zuerst  die  Schleife 
Sg,  s   und  endhch  der  Querschnitt  l  geti-offen  werden 


s^,  dann  s„ 


-1? 


(vergl.  Fig.  11).     Wir  wollen  ferner  annehmen,  dass  sich  der  Punkt  z 


Eig   11 


innerhalb  der  Pai-zelle  i  befinde,  und  lassen  jetzt  e  einen  einfachen  Um- 
lauf in  positivem  Sinne  um  einen  der  singulären  Punkte  a^,  a^^  •••  a^ 
vollziehen. 

Dabei  unterscheiden  wir  nun  zunächst  zwei  Fälle,  jenachdem  näm- 
lich der  Umlauf  um  einen  Punkt  a^^  erfolgt,  für  welchen 


Ä 


1,2, 


ist,  oder  um  einen  Punkt  a^,  wo 

je  =  i  +  1,   *  -|-  2,  •       6. 

Von  den  Punkten  a,^  sagen  wir,  sie  befänden  sich  in  Bezug  auf  b  und  t, 
in  der  Lage  I;  das  Dreieck  (g,  g,  a^  wird  m  der  durch  die  angegebene 
Reihenfolge  der  Ecken  bestimmten  Richtung  so  durchlaufen,  dass  die 
von  demselben  eingeschlossene  Fläche  zur  Linken  bleibt.  Entsprechend 
bezeichnen  wir  die  Lage  der  Punkte  a^  zu  g  und  t,  als  die  Lage  11. 
Wir  könnten  nun  die  Umläufe  von  z  um  die  Punkte  a^^  und  a^ 
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so  einricliteii,  dass  die  Selileifeii  s^,  für  welche  v  weder  0  noch  h  be- 
ziehungsweise ic  ist,  ganz  unberührt  bleiben  (vergl.  den  punktirten 
Umlauf  von  0  um  a^  in  der  Fig.  11),  es  ist  aber  zweckmässiger,  solche 
Umläufe  von  s  zu  betrachten,  die  nur  einen  der  Querschnitte  Z^^,  Z^,  "1^,1 
einmal  in  positivem  Sinne  überschreiten  (vergl.  den  punktirten  Um- 
lauf um  a^  in  der  Fig  11). 

Nehmen  wir  also  zunächst  einen  Umlauf  von  jgf,  der  den  Quer- 
schnitt l^  einmal  in  positivem  Sinne  durchkreuzt,  so  reisst  der  Punkt  0 
auf  seinem  Wege  die  Schleifen 

h)  *A+i>  ■  *  ■  ^i}  ^0 
mit  sich,  so  dass  dieselben  in  die  Endlagen 

übergehen.  Die  Anzahlen,  wie  oft  diese  Endlagen  die  Quei-schnitte 
hf  h)  "  K  überschreiten,  und  die  Richtungen,  in  welchen  diese  Ueber- 
schreitungen  erfolgen,  bestimmen  die  Aufeinanderfolge  von  einfachen 


Flg   12 


Schleifen,  durch  welche  jene  Endlagen  ersetzt  werden  können.  In  der 
Fig.  12  sind  die  Endlagen  sf ,  s'('\  sj,*^  der  Schleifen  s,^,s^,s^  ver- 
zeichnet, die  dem  punktirten  Umlaufe  von  0  um  a^^  entsprechen;  wir 
sehen,  dass  die  folgenden  GHeichungen  bestehen: 
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(I) 


^0  ^O^A^O^A      ^0     J 

*r      ^  ^O^A^O     ^A     ^vh^O^h     ^0 

s'*)  =s  SS-"- 

\      *0*A*0      • 


(v  =  ,,  .--1,       A  +  1), 


Die   übrigen   Schleifen  s^,  •    ■  Sj^_^,   s.^j,  •  •  •  s^   bleiben  nngeändert 
Beschreibt  dagegen  0  einen  Umlauf,  der  den  Querschnitt  l    einmal 
in  positivem  Sinne  durcKkreuzt,  so  verwandeln  sich  (vergl.  Fig.  13)  die 
Schleifen  s^,  s^,  s^  beziehungsweise  in 


cn) 


V  X   0   X        0        vOxO        X 

S^"^  =  s  S^S  s~^s~^ , 

X  X  0  X  0       X     > 


(j'  =  i  +  l,  .  +  2,        x~l). 


Pig  18 


■während  die  übrigen  nngeändert  bleiben.  Bemerken  wir  gleich,  dass 
wir  uns  den  geschlossenen  Weg,  den  8  vollzieht,  so  gelegt  denken 
können,  dass  sich  nur  unendlich  kleine  Theile  der  Schleifen  innerhalb 
desselben  befinden;  wir  werden  demgemäss  bei  der  Untersuchung  der 
Aenderung,  welche  die  Schleifenintegrale  erleiden,  wenn  0  Umläufe 
um  die  Punkte  a^,  a^,  •  ■  a^  vollzieht,  von  den  Aenderungen  des  Inte- 
granden  absehen  können. 
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237.    Aenderung  der  Sohleifenintegrale  bei  geBOhlossenen  Umläufen 

der  im  Integranden  als  Parameter  auftretenden  Variabeln. 

Bestimmung  der  Coefaoienten  der  Substitutionen,  welolie  die  Lösungen 

der  Imearen  Dtfferentialgleicliung  erfahren. 

Bezeickaen  wir  durch  ein  vorgesetztes  0^  dasjenige,  was  aus  einer 
Function  wird,  wenn  die  unabhängige  Yariable  einen  gescKlossenen 
Weg  beschreibt,  der  den  Querschnitt  \  einmal  in  positivem  Sinne 
überschreitet,  so  gelten  nach  den  Ergebnissen  der  vorigen  Nummer 
die  folgenden  Formebi. 

Für  Ji^i  ist 

e^Z^=  fw^{s—xf'^da;-{-s  Cw^{z—xf~^dx-]-£  CQ,w^{g—xf~'-dx 
(*o)  W*)  (*o) 

'{^')  (V) 

also  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (17a)  der  Nr.  238  (S.  417) 

QjZ^  =  Zj  +  (fi  —  /)  fw^(8  —  xf~'-  dx  —  E  ßw^  —  e^w^)  {ß — xf""- dx. 

W  (*o) 

Denken  wir  uns  also  das  Integral  w^  auf  einem  in  der  zerschnittenen 
rr- Ebene  verlaufenden  Wege  nach  der  Umgebung  von  a,^  fortgesetzt 
und  durch  die  Elemente  w^,.i,  ^^^g,  •  •  «^,,p,  des  zu  a,^  gehörigen  canoni- 
schen Fundamentalsystems  dargestellt. 


w^=  y&w,,        (i?=i,3,     »0, 


'ii~^  yx""hx 


x=i 
so  ist  (vergl.  die  Gleichungen  (11)  und  (12)  Nr.  235,  S.  425) 

Jw^iB-xf-'dx==^c^;;\Ä,,, 
und  wir  haben  folglich 

e.2^  =  ^^  +  ^2  "fx  [(1  -  ^)  A.  -  (1  -  hx)2J  ■ 

1=1 

Gemäss  der  Gleichung  (18)  Nr.  233  (S.  418)  ist  aber 
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(14)        t*,,  =/^u(^  -  4-'dx  =  (1  -  i)A,,  -  (1  -  s^,)Z,^„ 

V  A  0  A      Q    ) 

es  ergiebt  sich,  also  endlich 


«A 


(15)  e,2,  =  2,  +  .V.«» 


Femer  haben  wir 

(16)  QjA^^  =  A^^  (/t  =  l,2,        A-l,  i+l,        ffja=.l,2,        or^), 

also  nach  einfacher  Reduction 


Dagegen  ist  für  h  <  i,  -wenn  v  eine  der  Zahlen  Ä  +  1,  A  +  2,  •  •  •  » 
bedeutet, 


'(?a; 


V^) 


Bezeichnen  wir  also  mit  c|J*   die  Coefficienten  der  Uebergangssubstitu- 
tion,  die  zu  einem  zwischen  den  Puniiten  a    und  a,  innerhalb  der  zer- 

'  r  A 

schmttenen  ic-Ebene  verlaufenden  Wege  gehört  (vergl.  Nr  122,  Bd.  I, 
S.  443),  d.  h   setzen  wir 

m 


1=1 


so  folgt  ähnlich  wie  oben  für  Z 


«A 


(19)       eA.  =  A.-(i-02' ""''""       ('-»+'.'+=.   « 

Soblesingei,  niffeTentlalglelohungen.    n  28 
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Wenn  wir  mit  Hülfe  der  m  Schleifenintegrale  A      und  der  ent- 
sprechenden  Z     die  w*  Ausdrücke 

(20)     v=(i-'H.-(i-vH«     ^''Xl  ') 

bilden,  so  sind  diese  nicTits  anderes  als  die  Doppelaclüeifenintegrale 
(20a)  %a=f^^ai^  -  ^f~'^^> 

und  stellen  folglich  nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  234  (S.  421  ff.) 
Lösungen  der  Differentialgleichung  (E)  dar.  Wir  wollen  gleich  die 
Aenderungen  zusammenstellen,  welche  diese  Lösungen  erfahren,  wenn  0 
geschlossene  Wege  beschreibt,  die  den  Querschnitt  l^  einmal  in  posi- 
tivem Sinne  überschreiten. 

Zufolge  der  Gleichungen  (15)  ist 

(21)       Q,Z^,-=Z^„-\-syc^^l\x  ("=^'^'      '^''^-''''     V. 


wenn  wir  mit 


(22)  ^ua=y,^^'x\z  f«  =  ^'^'     -) 


1"« 


die  Uebergangssubstitution  der  Differentialgleichung  (A')  bezeichnen, 
die  zu  einem  die  Punkte  a  .  a,^  verbindenden,  die  Querschnitte  nicht 
überschreitenden  Wege  gehört.  Es  ist  demnach  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichungen  (16),  (17)  und  (19) 


(«) 


«A 


h    fia  fia  \  /""'^^     <**       '**        \  «  =  1,2,       a„  / 


Wir  wenden  uns  zur  Aufstellung  der  analogen  Formeln  föi*  einen 
geschlossenen  Umlauf  von  g^  der  einen  der  Querschnitte  l  für  x"^  i 
einmal  in  positivem  Sinne  überschreitet.  Aus  den  Gleichungen  (11) 
(S  431)  ergeben  sich  in  diesem  Falle  durch  ganz  ähnliche  Rechnungen 
wie  die,  welche  wir  vorhin  duJrchzuf Uhren  hatten,  die  folgenden  Glei- 
chungen.    Zunächst  ist 

(23)  Q^Z^  =  Z^+^^cf,u^,        (^=M,     ,„). 

wenn  wir  setzen 
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und  insbesondere 


"wenn  wiederum 

(25)  %.=;2^^'"''    '"='•'■  "" 

die  zwischen  den  Punkten  a  .  a^  Yermittelnde  Uebergangssubstitution 
der  Differentialgleichung  (A')  bedeutet.  Dabei  möge  gleich  bemerkt 
werden,  dass  die  beiden  Substitutionen 

ZU  einander  invers  sind. 
Ferner  haben  wir 

(26)  ■0.A«=A..+(i-^.j^'^L?«..  {'''^'':z[-itV:  '-''), 

Q   J^       =A  U^=t  +  h        ff,  1,2,        i,\ 

\     X      fice  flu  \  a=l,  2,        a^  ff 

und  für  die  wi  Lösungen  u      von  (E)  ergiebt  sich  endlich 

Qu        =  S£      U  («=1,2,       a„), 

^x'^fia  fia  \  fiocJ ^j  ^aX    "'xl  \        a  =  l,  3,       «^         /> 

Gm        =  m       _£(!_£)   y  6^7^  ,  /x>.  +  l,.  =  i  +  l,      x-l,\ 

X    va  yot  \  va/    y^     ai      xi  \  «  =  1,2,        Oy  } 


iß) 


Es  erübrigt  nun  noch,  die  Aenderungen  der  Schleifenintegrale 
anzugeben,  die  einem  Umlaufe  von  z  um  den  Punkt  t,  entspredien, 
d.  h  einem  Umlaufe  (dem  punktirten  in  der  Fig.  14,  S.  436),  der  den 
Querschnitt  l  einmal  in  positiver  Richtung  durchkreuzt.  In  der  Fig.  14 
sind  die  Endlagen  der  Schleifen  Sj^,  s^  und  s^  nach  einem  solchen  Um- 
laufe verzeichnet;  man  erkennt,  dass  s^^  übergeht  in 

dass  dagegen  s^  in  seine  Ausgangslage  zurückkehrt.  Ueberdies  ist  aber 
noch  zu  beachten,  dass  der  Integrand  der  Schleifenintegrale  den  Factor 
e  bekommt,   weil  der  Ausgangspunkt  g   der  Schleifen   innerhalb   des 

28* 
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von  z  besckriebenen  Umlanfea  liegt.  Bezeichnen  wir  also  durcli  ein 
vorgesetztes  0  die  Aendenmg,  die  unsere  Schleifenintegi-ale  erfahren 
haben,  so  ist 

0X 

hu 


<V'^ 


(V 


(V 


Mg   14, 

oder  nach  einfacher  Reduction 

(27)  0A«  =  A«-(1-O^.«        C-^«.     '^.«=i.v-«,), 
und  femer 

(28)  QZ^^  =  sZ^^  (7.  =  1.8,.     a,a  =  l,i,       „,) 

Die  Integrale  tt,^^  von  (E)  bleiben  bei  diesem  ümlanfG  natürhch  un- 
geändert,  wie  man  auch  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (20),  (27),  (28) 
direct  verificiren  kann. 
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Wir  haben  m  den  m  Ausdrücken  (20)  (S.  434)  Integrale  unserer 
Differentialgleichung  (E)  kennen  gelernt,  die  als  homogene  Hneare  Ver- 
bmdungen  der  Schleifenintegrale 

-^iaf      ^a  (»  =  1.2,       <T;flf  =  l,2,       «,,^  =  1,2,       m) 
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dargestellt  sind.  Wir  ■wollen  nun  allgemein  die  Aufgabe  behandeln, 
Systeme  von  2w  Constanten  y^^,  y^  zu  bestimmen,  füi-  welche  die 
Summe 

ff       ^t  m 

(29)  «=i;2'^-''-+i^v. 

eine  Lösung  der  Differentialgleicliung  (E)  darstellt. 

Zu  dem  Ende  beachten  wir,  dass  zufolge  der  Gleichung  (23) 
(Nr.  234,  S.  421),  wenn  w  eine  Lösung  der  zu  (A)  adjungirten  Diffe- 
rentialgleichung (A')  bedeutet, 

(30)  JE^  f  Cwis  —  xf-^dx\  =  fdD^iis  —  xf-\  iv) 

ist.  Der  auf  der  rechten  Seite  dieser  Q-leichung  auftretende  bilineare 
Differentialausdruck 


^^-^   „yA  = 


hat  die  Gestalt 

77t  V 

r=0  2=0 

WO  die  F  Ax)  ganze  rationale  Functionen  von  x  bedeuten,  die  sich 
aus  den  Coefficienten  FJ^x)  der  Differentialgleichung  (A)  und  aus  deren 
Ableitungen  zusammensetzen,  und  iJ-^Xx)  den  Werth  der  A*«"'  Ableitung 
des  Integrals  w  im  Punkte  x  darstellt.     Es  ist  folglich  nach  (30) 


■^.(AJ=/^^.((^-^)'^  ''^-) 


m  —  l  V 


=  (,  _  9«-»  V  (£  _!)(«-  0'  2^  PAH(i), 

^Q  2  =  0 

.  daher 

in—y  V 


;j=ö  2=0 

ff     «i 


_  n.(',«  - 1)".".'®  +  ('  - 1)  2'''^"?'® 
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I  Soll  dieser  Ausdruck  identisch,  d.  h   für  jeden  Werth  von  ^  ver- 

schwinden, so  muss 

(31)      y^^yS^a  -  Ml<S)  +  (*  -  i)2'r^<(0  =  0 

f=l   o=l  rf=l 

a  =  0,l,2,        m-t)  ^ 

sein.  Dieses  System  von  m  linearen  homogenen  Gleichungen  für  die 
2w  Unbekannten  y^^,  y.  ist  vom  Range  m,  weil  die  Determinante 

|(£  —  1)m;^^^(§)|  (/*=1,2,       n*;i  =  0,l,       m-\) 

als  Determinante  eines  Fundamentalsystems  in  dem  regulären  Punkte 
X  =  ^  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat,  sofern  |  keine  ganze 
Zahl,  also  £  H=  1  ist.  Das  System  (31)  besitzt  also  (vergl.  Nr  34, 
Bd  I,  S.  113)  genau  m  linear  unabhängige  Lösungsaysteme;  die  mittelst 
derselben  gebildeten  Ausdrücke  u  stellen  folglich  ein  System  linear 
unabhängiger  Lösungen  der  Differentialgleichung  (E)  dar  (vergl.  die 
analoge  Betrachtung  in  der  Nr.  115,  Bd.  I,  S.  416),  wenn  die  2m 
Schleifenintegrale 

von  einander  linear  unabhängig  sind  Dies  ist  im  Allgemeinen  (nämlich 
allemal,  wenn  die  Differentialgleichung  (E)  irreductibel  ist)  der  Fall, 
wie  wir  hier  nicht  näher  ausführen  wollen;  wir  haben  also  in  der 
That  aus  den  gedachten  Schleifenintegralen  ein  Pundamentalsystem  von 
(E)  zusammengesetzt. 

Denken  wir  uns  die  Integrale  w^^  durch  das  Fundamentalsystem 

^ly   ^2;  •  •  •  w„. 
von  (A')  dargestellt, 

m 
W^^=^d^^"^W^  (f  =  l,2,        <7,  «  =  1,2,       ai) 

und  nehmen  in  den  Gleichungen  (31) 

II,  i  '       ' 

wo  3f  eine  bestimmte   der  Zahlen  1,  2,    •    0,   v   eine    bestimmte  der 
I   "  Zahlen  1,  2,  •  •  •  a^,  y  eine  Constante  bedeutet,  dann  erhält  das  System 

(31)  die  Fonn 

'  >  I  i=l   a=jl 

'."':'  und  diese  Gleichungen  werden  offenbar  durch  die  Werthe 

I  ^. 
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n«  =  0    für   i:^n,    a  +  v, 

yx.  =  i  — «;  y- — (1  — ^xv) 

erfüllt,  denen  das  Integral 

der  Differentialgleichung  (E)  entspricht.  Eh  kommen  also  auf  diese 
Weise  für 

jf  =  Ij  2,  •    -ff;     V  =  1,  2,  •  •  •  «^ 

die  Über  die  6  Doppelschleifen 

erstreckten  Integrale  zum  Vorschein. 

Wenn  £=|=1,  d.  h.  |  keine  ganze  Zahl  ist,  so  sind  diese 
m  Integrale  u^^  auch  linear  unabhängig  Es  bilden  nämlich  die 
m  Coefficientensysteme  y^^,  y^,  die  zu  denselben  führen,  ein  System 
von  m  ■  2m  Grössen,  in  welchem  die  aus  den  m  Grrössen  y^^  gebildete 
Determinante  den  Werth 

hat-,  diese  m  Systeme  y^^,  y.  sind  also  (vergl.  Nr.  34,  Bd.  I,  S.  113) 
für  e  H=  1  linear  unabhängig. 

Ist  6  =  1  und  I  eine  negative  ganze  Zahl  oder  NuU,  so  sind  in 
(31)  die  y^,  y^,    •  •  y„,  willkürhch,  d.  h.  wir  haben  in 

ein  Pundamentalsystem  von  (E).  Für  ^==0  ist  (E)  nichts  anderes 
als  die  mit  der  unabhängigen  Variabein  0  geschriebene  adjungirte 
Differentialgleichung  von  (A)  (Nr.  234,  S.  422)  In  diesem  Falle  sind 
die  Z^  einfach  die  Darstellungen  der  wJia)  durch  das  Oauchy'sche 
Integral 


.(0)  = ^==  Z.  = r=  (wJx) {»  —  (c)   ^dx. 

Wenn  2  gleich  der  negativen  ganzen  Zahl  —  v  ist,  so  haben  wir 

(»0) 
und  (E)  ist  demnach  die  mit  der  unabhängigen  Variabein  0  geschriebene 
Differentialgleichung,  der  die  v*^^  Ableitungen  der  Integrale  der  zu  (A) 
adjungirten  Differentialgleichung  genügen. 

Die  letztere  Bemerkung  ist  noch  einer  wesentlichen  Verallgemeine- 
rung fähig,  die  uns  zu  wichtigen  Folgerungen  Veranlassung  geben  wird. 


I  ,, 


u=  i  wie  —  x)    ^dx 
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Bedeutet  A  einen  Integrationsweg,  für  welclien  die  Gleicliung  (27) 
der  Nr  234  (S  421)  eifüllt  ist,  und  w  eine  Lösung  der  Differential- 
gleichung (A'),  so  ist 

=  j  w(0  —  x) 

d 

eine  Lösung  von  (E)  Differentiiren  wir  dieselbe  v-mal  nach  s,  indem 
wir  unter  dem  Integralzeichen  differentiiren,  so  kommt 

Cd) 
es  ist  folglich  die  v*°  Ableitung  der  Lösung  u  von  (E)  eine 
Lösung  derjenigen  Differentialgleichung  w*"  Ordnung,  die 
wir  erhalten,  wenn  wir  in  (E)  an  die  Stelle  von  |  setzen  |  —  v. 
Wir  wollen  im  Folgenden,  wenn  es  sich  als  nöthig  ei-weist,  den 
Goefficienten  der  Differentialgleichung  (E)  noch  das  zweite  Argument 
I  hinzufügen  und  statt  (E)  auch  (E^)  schreiben,  so  dass  also  die  Be- 
zeichnung 

(Ej)  S,(«;  i)  =  QSh  e  f^-  +  •  •  ■  +  Ö„(^,  D»  =  0 

ZU  gelten  hat.  Es  lässt  sich  dann  direct  zeigen,  dass  die  Differential- 
gleichung 

so  beschaffen  ist,  dass  die  Ableitungen  ihrer  Lösungen 
(32)  „  =  ^ 

die  Differentialgleichung  (E^)  befriedigen.  In  der  That  folgt,  wenn  wir 
(Ej)  nach  s  differentiiren  und  beachten,  dass  Qq{8,  |)  eine  von  s  un- 
abhängige Grösse  ist,  für  f/"  die  Gleichung 

m— 1 


und  diese  ist  mit  (E|_j_J  identisch,  wie  man  mit  Hülfe  der  Formeln 
sofort  erkennt. 
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239.    Differentialgleicliimgen,  die  zu  derselben  Classe  gehören. 
Betrachtet  man  allgemein  die  Differentialgleichung 

(Ef+.)  je;^(uj  +  i.)  =  o, 

wo  V  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  so  sind  ihre  Lösungen  in  der 
Form 

d 

darstellbai-,  und  die  v^'^  Ableitungen  dieser  Lösungen  genügen  der 
Differentialgleichung  (Et),  d.  h.  es  ist 

(f'U 

u  = 

de" 

Daraus  folgt,  dass  alle  Differentialgleichungen  (Et),  (E  ),  m 
denen  sich  |  und  iq  nur  durch  ganze  Zahlen  unterscheiden, 
nothwendig  zur  selben  Classe  gehören. 

Von  der  Thatsache  ausgehend,  dass  die  m  Litegrale  u^^  ein  Funda- 
mentalsystem von  (E.)  darstellen,  kann  man  dies  auch  aus  den  For- 
meln (a)  und  (/3)  der  Nr.  237  (S.  434,  435)  erschliessen.  In  der  That 
hat  die  Differentialgleichung  (Et)  für  jedes  |  die  singulären  Stellen 
a^,  ttg,  •  •  •  a„,  oo.  Die  Formeln  (a),  (/3),  welche  die  Substitutionen 
darstellen,  die  ein  Fundamentalsystem  von  (E^)  erfährt,  wenn  0  Um- 
läufe um  diese  singulären  Stellen  beschreibt,  bleiben  ungeändert,  wenn 
man  |  um  ganze  Zahlen  vermehrt  oder  vermindert,  da  sie  das  §  nur 
in  der  Form 

enthalten  Da  (Et)  überdies  zur  Fuchs 'scheu  Classe  gehört,  so  folgt 
hieraus  gemäss  den  Sätzen  der  Nr.  222  (S.  366)  die  Richtigkeit  unserer 
Behauptung. 

Die  Beziehung  zwischen  den  abhängigen  Yariabeln  der  Differential- 
gleichungen (Et)  und  (E^  ,  j)  kann  man  auch  leicht  in  der  Form  dar- 
stellen, dass  U  durch  u  und  seine  Ableitungen  ausgedrückt  erscheint. 
Es  ist  nämlich  nach  (32) 

ds^-^       ds^ ' 
also  mit  Benutzung  der  Differentialgleichung  (E| ,  j) 
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und  kieraus  folgt,  wenn  wir  den  constanten  Factor  Qq(0,  ^  -\-  1) 
unterdrücken, 

(33)     _F=ej.,  1  +  1)^+ «_,(,,  1  +  1)^  +  ... 

+  <?,(«,  1  +  1)«. 

Gellen  wir  statt  Ton  der  Differentialgleichung  (A)  von  einer  mit 
(A)  zm-  selben  Art  gehörigen  Differentialgleichung  (B)  aus,  so  ge- 
hören (Nr.  174,  S.  154)  auch  die  adjungirten  Differentialgleichungen  (A!) 
und  (B')  zu  einer  und  derselben  Ai-t.  Die  abhängige  Variable  iü  der 
Differentialgleichung  (B')  wird  also  durch  w  und  dessen  Ableitungen 
in  der  Form 

dargestellt,  wo  die  ff^,  ffj^,  •  ■  g,„_i  (von  z  unabhängige)  rationale  Func- 
tionen von  X  bedeuten.  Wir  fragen  nun:  wie  müssen  'diese  rationalen 
Functionen  beschaffen  sein,  damit  auch  die  Differentialgleichung  (E), 
deren  Euler'sche  Transformirte  (A')  ist,  mit  der  Differentialgleichung 
(F)  -F,(u)  =  0, 

deren  Euler'sche  Transformirte  durch  (B')  dargestellt  wird,  zur  selben 
Art  gehöre?    Es  handelt  sich  dann  um  die  Untersuchung  der  Ausdrücke 

d 

wo  tu  durch  die  GHeichung  (34)  gegeben  und  die  Differenz  rj  —  |  eine 
positive  ganze  Zahl  ist. 

Bezeichnen  wir  die  den  iv^^,  w^  entsprechenden  Integrale  von  (B') 
durch  It)    ,  tü^  und  setzen 

*«'  ff 

so  befriedigen  diese  Ausdi-ücke  bei  geeigneter  Wahl  von  iq  die  Diffe- 
rentialgleichung (F),  und  es  werden  die  Substitutionen,  welche  die  u^^ 
bei  Umläufen  von  ;e(  um  die  Punkte  a^,  a^,  •  •  •  a^  erleiden,  mit  den 
entsprechenden  Substitutionen  der  u^^  übereinstimmen,  wenn 

1)  die  Differentialgleichungen  (A')  und  (B')  nicht  nur  zur  selben 
Art,  sondern  zur  selben  C lasse  gehören, 

2)  die  den  Integralen 

W^^  (.a=ai  +  l,        »i,<  =  l,8,       ff) 

von  (A')  entsprechenden  Integrale  Xo^^  von  (B')  in  der  Umgebung  von 
X  =  a^  auch  regulär  sind. 
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In  diesem  Falle  lässt  sich  nämlicii  zunächst  jedes  über  einen  be- 
liebigen geschlossenen  Weg  A  erstreckte  Integi-al 

d 

aus  Integralen  von  der  Form 

h^ia(.^  —  ^y~^^'^^,       frOgis  —  xy~Ux         ^^Z^lX   '"') 
d  i%)  ^^ -=''''     ""^ 

zusammensetzen.  Wir  bemerken  gleich,  dass  dies  im  Allgemeinen  nicht 
möglich  wäre,  wenn  die  Differentialgleichung  (B')  ausser  den  a^,  a^,  ••  a^ 
noch  singulare  Stellen  enthielte,  in  deren  Umgebung  die  Integrale  to 
zwar  eindeutig  wären,  aber  wie  rationale  Functionen  unendlich  würden, 
denn  dann  wäre  das  über  einen  geschlossenen  Weg,  der  einen  solchen 
Unendlichkeitspunkt  umschliesst,  ersti-eckte  Integral 

'm{8  —  xy~'^dx 


J 


im  Allgemeinen  von  Null  verschieden.  Es  würde  nur  dann  verschwin- 
den, wenn  das  Cauchy'sche  Residu  von 

in  Bezug  auf  jene  UnendlichkeitssteUe  gleich  Null  wäre.  Dann  könnte 
aber  im  Allgemeinen  tu  nicht  mehr  von  g  unabhängig  sein;  wir  be- 
schränken uns  deshalb  auf  den  Fall,  wo  (B')  und  (A')  zur  selben 
Classe  gehören 

Femer  sind,  wenn  die  Bedingungen  1),  2)  erfüUt  sind,  die  Ueber- 
gangssubstitutionen,  welche  die  Integralsysteme 

mit  einander  verbinden,  dieselben,  wie  die  für  die  entsprechenden 
Lösungen  von  (A')  bestehenden,  so  dass  also  in  der  That  die  Formeln 
(a),  (ß)  der  Nr.  237  (S  434,  435)  die  Aenderungen  der  ii^^  bei  Um- 
läufen von  0  wiedergeben.  Da  endlich  die  wesentlich  singulären  Stellen 
von  (F)  keine  anderen  sein  können  wie  eben  die  a^,  a^,  •  •  a^,  ex»,  so 
gehören,  wenn  die  Bedingungen  1),  2)  erfüllt  sind,  (E)  und 
(F)  zur  selben  Classe. 

Dazu  ist  jedoch  noch  Folgendes  zu  bemerken 

Im  Allgemeinen  wird  die  Differentialgleichung  (B')  ausser  den 
wesentlich  singulären  Stellen  a^,  a,,  •  •  •  a^,  oo  noch  gewisse  ausser- 
wesentüch  singulare  Punkte  &^,  &g,  •  b  enthalten  Für  (A)  und  (A') 
hatten  wir  durch  die  den  singulären  PuTikten  a^,  «g,  •  •  •  a^  auferlegten 
Bedingungen  das  Auftreten  von  ausserwesentüchen  singulären  Stellen 


444  Xn.   Theone  der  Eul  er 'sehen  Ti-ansformirten.   Kapitel  2 

ausgescldossen.  Der  Coefficient  der  m*™  Ableitung  in  (B')  wird  also 
im  Allgemeinen  von  höherem  als  dem  m*®°  Grade,  etwa  Yom  Grade 

sein;  entsprechend  wird  also  die  Differentialgleichung  (F),  deren 
Eul  er 'sehe  Transformirte  (B')  ist,  nicht  von  der  m*^"*,  sondern  von  der 
^ten  Ordnung  und  in  den  u.^  für  vj  der  Werth  ^  -f"  ^  —  m  za  nehmen  sein. 
Aber  die  m  Integrale  u^^  von  (F)  sind  so  beschaffen,  dass  sie  sich 
bei  allen  Umläufen  yon  g  in  lineare  homogene  Functionen  ihrer  selbst 
verwandeln;  sie  genügen  folglich  nach  einem  wiederholt  angewandten 
Principe  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  m*"  Ordnung 
der  Fuchs 'sehen  Classe 

die  ihre  sämmthchen  Integrale  mit  (F)  gemein  hat.  Die  linke  Seite 
von  (F)  ist  demnach  in  der  Form 

J',(u)=öF(u) 

darstellbar,  wo  G  einen  homogenen  linearen  Differentialausdruck  von 
der  Ordnung  m  —  m  mit  rationalen  Coefficienten  bedeutet;  in  diesem 
Falle  ist  also  (F)  reductibel, 

AehnKches  gilt  offenbar,  wenn  die  Differentialgleichung  (A), 
von  der  wir  ausgingen,  so  beschaffen  ist,  dass  ihre  adjungirte  (A') 
ausserwesenthche  singulare  SteEen  besitzt.  In  diesen  Fällen  werden 
wir  dann  nicht  (F)  selbst,  sondern  die  Differentialgleichung  m^^^  Ord- 
nung (F)  als  diejenige  ansehen,  deren  Euler'sche  Transformirte  durch 
(B')  gegeben  wird.  Man  erkennt  auch  leicht,  dass  die  Art  und  Weise, 
wie  wir  in  dem  Falle,  wo  der  unendlich  ferne  Punkt  keine  Unbestimmt- 
heitssteUe  der  Differentialgleichung  (A)  war,  die  Differentialgleichung 
(%)  der  Nr.  233  (S.  415j  durch  (E)  ersetzten,  sich  in  den  hier  dar- 
gelegten Gedankengang  einfügt.  Unter  Pesthaltung  der  bisherigen 
Annahmen  über  die  Beschaffenheit  von  (A)  wird  stets,  wenn  die  Be- 
dingungen 1),  2)  erfüllt  sind,  (F)  mit  (E)  zur  selben  Classe  gehören. 
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Die  Bedingungen  1),  2)  sind  offenbar  erfüllt,  wenn  in  der  Be- 
ziehung (84)  die  g^^,  g^,  •  •  g^_^  ganze  rationale  Functionen  bedeuten; 
wir  wollen  uns  die  Aufgabe  stellen,  in  diesem  besonderen  Falle  aus 
der  als  gegeben  zu  betrachtenden  Beziehung  (34)  die  Beziehung  zwischen 
den  abhängigen  Variabeb.  w  und  u  von  (E)  und  (F)  herzuleiten. 
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Sei  v^  der  Grad  der  ganzen  Function  g^,  dann  ist,  wenn  wir  nach 
Potenzen  von  x  —  g  entwickeln, 

also  ergiebt  sich,  indem  wir  beide  Seiten  der  Gleichung  (34)  mit 

{»  —  xy-'^dx 

multipliciren  und  auf  einem  Wege  Ä^  für  den  die  Gleichung  (27)  der 
Nr.  234  (S.  421)  erfüllt  ist,  integriren. 

Nun   folgt    aber   aus    der   partiellen   Integrationsformel   (Nr.  20, 
Bd.  I,  S.  54)  für  em  beliebiges  % 


wenn  also,  wie  wii*  voraussetzen  können,    der  Integrationsweg  A  so 
gewählt  ist,  dass  längs  desselben  fortgesetzt  sowohl  w  als  auch 

{s  —  xf-'- 

zu  ihren  Ausgangswerthen  zurückkehren  (dies  ist  z.  B.  für  die  Doppel- 
schleifen , 

stets  der  Fall),  so  fäUt  das  erste  Integral  auf  der  rechten  Seite  weg,  J 

und  wir  erhalten  ' 

Es  ist  folglich 


(85)      r^Dig  —  xy-^ 


dx 

n-l      *x 


=2^  2^(-iy(-'+-^^)^  ^+^-^^^rw  Ug-xY^—Ux-,  \ 

bezeichnen  wir  also  den  grössten  Werth,  den  die  ganze  Zahl  \ 

V  —  ^  -h  *  —  «        ('=0.  ii    •  »"xi  *  =o>  1.     »n— 1)  r 
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anzTinelmien  Yennag,  durcli  v  und  setzen  wie  oben  (S,  441) 

d 

so  erhalten  wir  aus  (35),  wenn  wir  rechter  Hand  zusammenziehen  und 
mit  Hülfe  der  Differentialgleichung  (E^  ,  J,  der  U  genügt,  die  Ab- 
leitungen höherer  als  (m  —  1)*^'  Ordnung  wegschaffen, 

(36)        ftoi^  -  xr'dx  =  E„U  +  JS,  §B  +  . . .  +  B^_,  ^, 

wo  R^,  B,,--'It  ^  rationale  Functionen  von  g  bedeuten,  deren 
Nenner  nur  für  a, ,  a^,  •  •  a^  verschwinden  können,  und  die  sich  aus 
den  g^^{ß),  aus  den  Coefficienten 

der  Differentialgleichung  (E^,^)  und  deren  Ableitungen  in  einfacher 
Weise  zusammensetzen;  besonders  zu  bemerken  ist,  daas  diese 
JRq,  JR^j  •  •  JR^_i  von  der  speciellen  Wahl  des  Integrationsweges  A 
unabhängig  sind. 

Nun  können  wir  dui'ch  wiederholte  Anwendung  der  Formel  (33) 
U  und  seine  Ableitungen  durch  das  entsprechende  Integral 


==  I  w{s  —  x)"    ^  dx 


u 

von  (E)  darstellen;   dies  in  (36)   eingesetzt   giebt   dann  die   explicite 
Darstellung  von 

U=  Cxo{g  —  xy~'^  dx 
d) 
durch  u  und  dessen  m  —  1  erste  Ableitungen,  und  damit  zugleich  die 
gesuchte  Beziehung,  die  den  Uebergang  von  (E)  zu  (F)  vermittelt. 

Die  eben  angedeutete  Rechnung  kann  in  genau  derselben  Weise 
durchgeführt  werden,  wenn  ij  gleich  einer  von  |  um  eine  beliebige 
ganze  Zahl  verschiedenen  Q-rösse  genommen  wird.  Die  Ausdrücke  u 
befriedigen  dann  eine  mit  (F)  zu  derselben  Classe  gehörige  Differential- 
gleichung m^'^  Ordnung. 

Mit  Rücksicht  auf  eine  spätere  Anwendung  betrachten  wir  noch 
den  besonderen  Fall 
(37)  )n=g^{x)w, 

wo  g^  (x)  eine  ganze  rationale  Function  von  höchstens  {6  —  1)**™  Grade 
ist.    Setzen  wir 
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38)  Cw  {ß  -  xf-^'-^dx  =  U^'^-'^ 


so  ist 


iw{g  —  x) 


^+"-»-2«?^  = 


d^U^«^-!' 


also  haben  wir,  wenn  wir  in  u  einfach  |  an  die  Stelle  von  ri  setzen, 
(3) 


(39)        u  =j9,{x)w{,  -  xf-Ux  =  (-  ly-'  ^3^  U^ 

I     /       i\(T-2  ö'o^        (^)         dg  ,  1         /  \ 

+  (-1)     -(TiTä)!  IT^^  +  ■  ■  +^oW«; 

hierin  sind  dann  noch  f(ii"  U  und  seine  Ableitungen  die  Ausdrücke 

derselben  durch  u  und  dessen  Ableitungen  zu  setzen. 


Drittes  Kapitel. 

241.   Behandlimg  einer  beliebigen  Differentialgleioliiing  der  Fnolis- 

schen  Classe.     Die  Ooefftcienten  der  UebergangssiLbstitationen. 

BeilLenentwiokelimgen  der  Integrale. 

Wir  -wollen  jetzt  von  einer  Differentialgleiclniag  n^^  Ordnung  mit 
ganzen  rationalen  Coefficienten 

(1)  u'))=i^i'„«0=o 

X  =  0 

ausgehen,  in  -welclier  der  Coefficient  der  n^°^  Ableitung  jp  {x)  eine 
ganze  rationale  Function  vom  Grade  m'>  n  sein  möge  Wir  gehen 
von  derselben  zu  einer  Differentialgleichung  m*"'  Ordnung  über,  indem 
wir  z  B.  setzen 

dann  sei 

eme  Differentialgleichung  von  der  in  den  vorhergehenden  Nummern 
vorausgesetzten  Beschaffenheit.    Wir  haben  jetzt 

^,+„_„(^)=iJ,(a;)         (-=0.1,     „), 

P^(a;)  =  0  {i.<m-n) 

Die  Differentialgleichungen  (1)  und  (A)  gehören  offenbar  gleichzeitig 
zur  Fuchs'schen  Classe;  wir  nehmen  an,  dass  dies  der  Fall  sei. 

Zufolge  des  Reciprocitätssatzes  (Nr.  21,  Bd  I,  S.  59)  hat  man 
dann  zwischen  den  adjungirten  Differentialausdrücken  von  d  (t))  und 
I>^{y)  die  Beziehung 

(3)  i);(«,)  =  (_i)'»-.^a;(„), 

und  die  Beziehung  von  Lagrange  nimmt  die  Gestalt  an 
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Da  mm  direct,  wenn  der  zu  3^(t))  gekörige  begleitende  bilineare  Diffe- 
rentialausdruck  durcb  d^{g,  f)  bezeichnet  wird, 

ist,  so  haben  wir,  wenn  wir  f  durch  eine  willkürliche  Lösung  w  der 
Differentialgleichung 

(A')  -d;w=o 

ersetzen. 


—  M 


wo  Cq,  c^,  •  •  •  c  _„_!  Integrationaconatanten  bedeuten,  die  sämmtlich 
gleich  Null  zu  nehmen  sind,  wenn  die  Function  iv  auch  der  Differen- 
tialgleichung 

(5)  a;H  =  o 

Grenüge  leistet. 

Sei  wie  in  den  vorhergehenden  Nummern 

und  mögen 

^•a;  ^ar-     %,  0;  !;•     -W—a  —  1 

die  Wurzeln  der  zu   x  =  a^  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichung von  (1)  bedeuten;  dann  sind  die  nicht  nothwendig  ganzzahügen 
Wurzeln  der  entsprechenden  determinirenden  Fundamentalgleichung  füi- 
die  adjungirten  Differentialgleichungen  von  (1)  und  (A) 
<?(„  =  —  r  ^  +  w  —  a  —  1         {«=1, 2,      «,), 

zu  denen  für  die  Differentialgleichung  (5)  nocb  die  ganzzahligen 
Wurzeln 

0,  1,  .  .  .  w  -  a,  —  1 , 

für  die  Differentialgleichung  (A')  ausser  diesen  noch. 

n  —  a  ,  '  '  •  m  —  a^  —  1 

hinzutreten.    Diejenigen  Elemente 

w^^=(x-af^^'^^^(x\a)        («  =  1,2,     a,) 

des  zum  Punkte  x  =  a^  gehörigen  canonischen  Fundamental- 
systems, die  zu  den  Wurzeln 

BohleBlnger,  DLfferentlalglelohuiLgen     U  29 
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der  determinirenden  Fundamentalgleicliung  als  Exponenten 
gehören,  sind  für  die  Differentialgleichungen  (A')  und  (5) 
dieselben. 

Diese  Bemerkungen  in  Verbindung  mit  der  aus  der  Gleicbung  (2) 
und  aus  dem  Satze  von  der  Vertauschung  von  Parameter  und  Argu- 
ment folgenden  Gleichung 

^,{iß  -  ^f~")  =  (g  - 1)  •  •  •  (1  +  «  -  »>*)  (- 1)''"'"^,^^  -  xf""^'-') 

genügen,  um  zu  zeigen,  dass  die  Differentialgleichungen  (1)  und  (A) 
im  Wesentlichen  auf  dieselbe  Differentialgleichung  (E)  führen,  d.  h 
also,  dass  (5)  und  (A')  beide  die  Integration  von  (E)  nach  der  Methode 
von  Euler  bewirken. 

Die  Uebergangssubstitution,  die  zu  einem  die  Punkte  a  ,  a  ver- 
bindenden ganz  in  der  zerschnittenen  a;- Ebene  verlaufenden  Wege  in 
Bezug  auf  die  Differentialgleichung  (A')  gehört,  sei  (vergl.  Nr.  237, 
Gf-leichung  (25),  S.  435) 

m 
X=l 

dann  müssen  die  den  Werthen  a  =  1,  2,  •  n  entsprechenden  Q-lei- 
chungen  des  Systems  (6)  die  zu  demselben  Wege  gehörige  Uebergangs- 
substitution von  (5)  darstellen.    Es  sind  folglich  für  a^w  die 

gleich  Null.  In  den  Formeln  (a),  (/3)  der  Nr  237  (S.  434,  435),  die  uns 
die  Fundamentalsubstitutionen  des  Fundamentalsystems  u^  von  (E) 
üefem,  kommen  nur  diejenigen  Coefficieuten  der  TJebergangssubstitu- 
tionen  vor,  für  welche  a  ^  a  ,  A  <  «^^  ist,  d.  h.  nur  die 

C^^^  («  =  1,2,       «^,^  =  1,8,       aj, 

diese  sind  also  als  bekannt  anzusehen,  wenn  man  die  Ueber- 
gangssubstitutionen  der  Differentialgleichung  (5)  kennt. 
Da  zufolge  der  Formeln  (a),  (/3) 

Qu      =  EE      U  («  =  1,2,     -OTv) 

ist,  SO  sind  die 

Elemente  des  zum  singulären  Punkte  z  =  a^  gehörigen  canonischen 
Fundamentalsystems  der  Differentialgleichung  (E).  Nehmen  wir  für  g 
die  in  der  Umgebung  von  a  gelegene  Stelle  &  und  beschränken  8 
ebenfalls  auf  die  Umgebung  des  Punktes  a  ,  bezeichnen  wir  femer  durch 


I 
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die  von  h    aus  um  die  Punkte  a   und  0  herum  gelegte  Doppelschleife, 
so  können  wir  in 


für   w^^  seine   in   der  Umgebung  von  x  =  a^   gültige   Entwickelung 
einsetzen  und  glied-weise  integriren.    Wenn 

ist,  so  finden  wir  demgemass 

Machen  wir  in  dem  unter  dem  Smnmenzeichen  auftretenden  Inte- 
grale die  Substitution 

x  —  %  =  {ß-a^)t, 

so  ergiebt  sieh,  da  für  x  =  a^,  t  =  0  und  für  x  =  0,  t  =  1  wird, 
(9)  f(x  —  aj+'^'^i»  -  xf-'  dx 


(M) 


wo  (0, 1)  eine  um  die  Punkte  0, 1  der  i- Ebene  herum  gelegte  Doppel- 
schleife bedeutet. 


242.    Euler*soh.e   lategrale    erster   Gattung.      Die    deterxamiren.den 

Fundamentalgleioliungeii  der  DifferentialgleioliTiiig  (E).    Bezielxuugen 

zwlsolien  den  Coef&oieuten  der  Uebergaiigssubstitutionen. 

Als  wir  in  der  Nr  116  (Bd.  I,  S  420  ff.)  die  analoge  Betrachtung 
für  die  Laplace'sche  Transformirte  einer  linearen  Differentialgleichung 
durchführten,  ergab  sich  an  Stelle  des  hier  auftretenden  Integrales 

(10)  ff+''''^(l  —  t)^-\U 

das  Integral  (a  a.  0    GHeichung  (53)) 

29* 
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erstreckt  über  eine  von  t=  (x>  ausgehende,  längs  der  realen  ^-Axe 
verlaufende,  um  t  =  0  henun  gelegte  Schleife,  und  wir  sahen,  dass 
sich  dieses  Integral  durch  das  sogenannte  Euler'sche  Integral  zweiter 
Gattung,  welches  für  Werthe  von  q,  deren  realer  Theil  positiv  ist, 
durch  die  Formel 


fe-*iß~'di  =  r(Q) 


definirt  wird,  darstellen  lässt  in  der  Form 

\^''+''e-*dt  =  (e''"^"  -  1) r(Q^  +  V  +  1),    {i=  y=n:). 


/' 


/■ 


Aehnlich    können   wir  hier    das   Integral   (10)    darstellen    durch    das 
Euler'sche  Integral  erster  Gattung 
1 

ü 

In  dieser  Formel  muss,  damit  das  Integi-al  einen  Sinn  habe,  sowohl  p 
als  auch  q  einen  positiven  realen  Theü  besitzen.  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung lässt  sich  nämlich  das  Integral  über  die  Doppelschleife  (0, 1) 

e-\i  —  ty-'dt 

ro,i) 

als  ein  Aggregat  von  geradlinigen,  zwischen  den  Punkten  0  und  1  er- 
streckten Integralen  darstellen,  wenn  wir  uns  den  Punkt  t,  von  welchem 
aus  die  um  die  Punkte  0,  1  herum  zu  legenden  Schleifen  ausgehen, 
auf  der  realen  Axe  der  ^- Ebene  zwischen  0  und  1  angenommen  und 
die  Schleifenwege  selbst  längs  der  realen  Axe  verlaufend  denken. 
Es  ist  dann  offenbar 

0  1 

'dt 


Cf-\l  —  if-^dt=  />-!(!_ 25)2-1^^+ ßS'^'^  Cf-\l  —  ff-\ 

(0, 1)  1  0 

0  1 

^  ^^rciiP+i)  rf-\i^ty'dt+e'''*'  Cf-\i  - ty-\u, 

1  0 

d.  h,  also,  wenn  wir  zusammenziehen  und  voraussetzen,  dass  in  dem 
ersten  Integrale  auf  der  rechten  Seite  der  Integrand  real  positiv  an- 
genommen werde, 

(11)         ft'-'ii  -  ty-'dt  =  -  (1  -  e""^)  (1  -  c'^^'O  BCjP;  ff)  ■ 

(0,1) 

Diese  Gleichung  kann  dann  als  Definition  der  Function  B(p,  q)  füi- 
wiUkürhche  Werthenpaare  ^,  q  angesehen  werden. 
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Das  Integral  (10)  erhält  also  den  Werth 

(l-0(^-l)B(<y,«  +  ^  +  l,l), 
und  wir  finden  demnach  mit  Rüeksiclit  auf  die  Q-leiohungen  (8)  und  (9) 
für  u^^  die  Ent Wickelung 

i'=0 

Hieraus  folgt,  daas  u^^  zum  Exponenten  6^^  +  |  gehört;  die  zum 
Punkte  0  ==  a^  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung  der 
Differentialgleichung  (E)  besitzt  demnach  die  Wurzeln 

Ferner  muss  diese  Gleichung  durch  die  ganzen  Zahlen 

0,  1,     •  •  m  —  a  —  1 

befriedigt  werden,  da  der  Coefficient  der  w}^'^  Ableitung  m  (E)  den 
linearen  Factor  0  —  a^  nur  zur  a^^  Potenz  enthält;  es  sind  also  auf 
diese  Weise  die  sämmtlichen  Lösungen  der  determinirenden  Funda- 
mentalgleichungen von  (E),  soweit  dieselben  sich  auf  die  im  Endlichen 
gelegenen  singulären  Punkte  beziehen,  bekannt. 
Wir  bezeichnen  mit 

die  zu  den  Exponenten  0,  1,  >  •  -  m  —  «^  —  1  gehörigen  Elemente  des 
dem  Punkte  is  =  a^  entsprechenden  canonischen  Fundamentalsystems, 
und  es  möge 

m 

(14)  ^«=^yL?WÄA       («=^'^'   -'''+*) 

die  TJebergangssubstitution  darstellen,  welche  einem  zwischen  den 
singulären  Punkten  a^,  a^  ganz  innerhalb  der  durch  die  Querschmtte 
h>  h}  K  zei-schnittenen  ^-Ebene  verlaufenden  Wege  entspricht 
Dann  ist 

also  haben  wir 

(15)  u^^  -  e,u^^  =2'yL?(i  -  'hzHz     ^^^'^ 

X=l 

Vergleichen  wir  diese  Gleichungen  für  a  =  1,  2,  •  •  •  a  mit  den  aus 
den  Umlaufssubstitutionen  (a),  (/3)  der  Nr.  237  (S.  434,  435)  sich  er- 
gebenden Formeln. 
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Um  die  Vorstelliing  zu  fixiren,  wollen  ■wir  annehmen,  der  Pimki 
z  befinde  sicli  bei  der  durcb  die  Fig.  11  (S.  429)  dargestellten  Lagt 
ansserbalb  des  duxcli  \,  s^,  s^,  l^  begren2rf;en  Ebenentlieiles,  so  dass 
also  i  =  6  zvL  nekmen  ist.    Dann  ist  zufolge  der  Formeln  (a) 

h    ha  ha    na 


(16) 


0a"x«  =  «x«-K1-O5^«?'*A'1    ^''^''''    •'^-^■«=i'^'     «^) 


JL=1 


und  folglich 
(17) 


«A 


X=l 


(x>A), 


«A 


—  0,  M       =  £(1  —  £   J  V  C^^fV,  ,  (;<<  A) 

«or  A    xa  ^  x«/^^      aA       A^  ' 

;i=i 


Wir  finden  also  durch  Vergleichung  mit  (15),  wenn  wir  beachten,  dass  dii 


u 


'hl 


(18) 


Hnear  unabhängig  sind, 

(a  =  l,2,       a^,  2  =  1,  2,       «y,) 

Aus  diesen  Formeln  lassen  sich  diejenigen  Coeffioienten  de 
Uebergangssubstitution  (14)  berechnen,  für  welche 

a  =  1,  2,  ■  .  •     a^;     A  =  1,  2,      •     «^ 
ist;  die  Anzahl  derselben  ist  also  a^a  . 

'  A    X 

Betrachtet  man  die  zur  Substitution  (14)  inverse 

tn 
a=l 

SO  ergiebt  sich  genau  ebenso 

(2  =  1,2,       a;i;a  =  l,2,        a^, 

beachtet  man  dann,  dass  ebenso  wie  die  Systeme 


(19) 
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auch  die  Systeme 

zu  einander  inverse  Substitutionen  darstellen,  so  erkennt  man,  dass  die 
Gleichmigssysteme  (18),  (19)  eigenthflmliohe  Relationen  zwisoten  den 
Coefficienten  der  Uebergangssubstitutionen  Hefem.  Wir  werden  auf 
diese  Relationen  in  einem  sogleich  naher  zu  bezeichnenden  speciellen 
Falle  zurückzukommen  haben. 


243    Die  Tissot-Pooh.h.ammer'solie  DifPerentialgleioliitag, 
Substitutionen,  die  Umläufen,  ujn  die  siagulären  PnnTrte  entspreohen. 
DifferentialgleiclLuiigen,  die  zur  selben  Olasse  gehören.     Die  Punda- 
mentalsubstitutioneu  sind  von  den  aingulären  Punkten  unabhängig. 

Der  besondere  Fall,  auf  dessen  genauere  Discussion  wir  jetzt  ein- 
gehen woUen,  steht  zu  den  hier  durchgefühi-ten  allgemeinen  Betrach- 
tungen in  einer  ähnlichen  Beziehung,  wie  die  m  der  Nr.  114  (Bd.  I, 
S.  409 ff.)  behandelte  Laplace'sche  Differentialgleichung  zu  der  all- 
gemeinen Theorie  der  Laplace'schen  Transformirten. 

Wir  nehmen  nämlich  die  Ordnung  n  der  Differentialgleichung  (1) 
(Nr.  241,  S.  448)  gleich  Eins,  dann  muss,  damit  diese  Q-leichung 

(I)  ftW^  +  Po«9  =  0 

der  Fuchs 'sehen   Classe   angehört,   die   ganze   Function  p^(x)  lauter 
einfache  lineare  Factoren  enthalten     Wir  haben  also 

und  folglich 

(1)  ^«(^)  =Pii^)  =  (^  -  ai)(^  —  «a)  •  •  •  (^  —  O- 

Die  ganze  Function 

ist  vom  (m  —  1)*^  Grade;  sei  in  Partialbrüche  zerlegt 

X  =  l 

dann  lautet  die  allgemeine  Lösung  der  zu  (I)  adjungirten  Differential- 
gleichung 

wenn  wir  von  einer  multiplicativen  willkürlichen  Constanten  absehen, 
(3)    ^^^  =  (a;_a/i-\a;  — a/2-i    . .  (x  —  aj^-"- =w^  ^^='l,i,     «0. 
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und  es  ist  folglich 

(4)  *..  =  /3.-l,     .,  =  ..  =  .'''A'^. 

Die  Coefficienten  der  Differentialgleiclning  (E),  deren  Eul  er 'sehe 
TraDsformirte  durch  (!')  dargestellt  wird,  ergeben  sich  aus  den  For- 
meln (y)  der  Nr  238  (S  440)  nach  leichten  Umformungen  in  der 
Gestalt 

wir  nennen  die  Differentialgleichung  (E),  deren  Coefficienten  durch 
diese  Ausdrücke  gegeben  werden,  die  Tissot-Pochhammer'sche 
Differentialgleichung,  weil  sie  zuerst  von  Herrn  Pochhammer  auf- 
gestellt worden  ist,  nachdem  Tissot  bereits  früher  eine  Differential- 
gleichung von  ähnlicher  Gestalt  untersucht  hatte. 

Auf  Grund  der  vorhergehenden  allgemeinen  Betrachtungen  können 
wir  die  Integration  der  Tissot-Pochhammer'schen  Differentialglei- 
chung als  vollzogen  ansehen;  wir  stellen  zunächst  die  Resultate  für 
dieselbe  zusammen. 

Jeder  der  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkte  a^,  a^,  •  •  >  a^^ 
von  (E)  ist  eiQ  einfacher  smgulärer  Punkt  im  Sinne  der  Nr.  112 
(Bd.  I,  S.  401);  die  zu  ^  =  a^  gehörige  determinirende  Fundamental- 
gleichung hat  die  Wurzeln 

/3^  +  |-l,  0,  1,  ...  m-2. 

Wir  setzen  der  Einfachheit  wegen  voraus,  dass  weder  die  ß  noch  g 
ganze  Zahlen  smd.    Dann  ist 

"xi  =  **x  =  f^i  (^  —  ^f~'  äx 

das  zum  Exponenten  /3^  -)-  |  —  1  gehörige  Element  des  zu  ^  =  a  ge- 
hörigen canonischen  Pundamentalsystems,  und  die 


^1,     Wj, 


constituiren   ein  Fundamentalsystem  för  die  Differentialgleichung  (E). 
Wenn  wii-  die  Fundamentalsubstitutionen  der  Integrale 


Wi,    Wg, 


aufstellen  wollen,  so  müssen  wir  die  Uebergangssubstitutionen  von  (I') 
kennen.  Diese  sind  aber  m  unserem  FaUe  die  denkbar  einfachsten- 
wir  haben  nämlich 

(xh)  (Äx)  ^ 

Cji     ==C^i     =1  (A,«  =  l,2,     -m,  A  +  x) 


(x  =  l,2, 


»Ol 

A-1) 
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Demnacli  lautet  zufolge  der  GHeiclningen  (16)  der  Nr.  242  (S.  454)  die 
dem  Umlaufe  um  a^^  entsprechende  Substitution 

(6)  0/.^  =  ^x-(l-O\ 

Bezeichnet  wie  im  allgemeinen  Falle 

(a 

die  zwischen  den  singulären  Punkten  a^  und  a^^  vermittelnde  Ueber- 
gangssubstitution  von  (E),  so  ist  zufolge  der  Grleichungen  (18),  (19) 
der  Nr  242  (S  454) 

(7) 


(x4=A), 


dies  smd  in  unserem  besonderen  Falle  die  a  a.  0.  erwähnten  Relationen. 
Aus  den  allgemeinen  Erörterungen  der  Nr  239  (S  442  fF.)  folgt 
ebenso  wie  aus  dem  blossen  Anbhcke  der  Umlaufssubstitutionen  (6), 
dass  wir  Differentialgleichungen  (E)  erhalten,  die  zu  einer  und  der- 
selben Classe  gehören,  wenn  wir  die 

ßv   ßi>  •  ■  •  ßm^  i 
um  ganze  Zahlen  vermehi-en  oder  vermindern.    Multipliciren  wir  femer 
w^  mit   einer  willkürlichen   (von  s  unabhängigen)   ganzen   rationalen 
Function  ^o(ic),  so  genügen  die 


/• 


x)     ^dx 


(x  =  l,  8,        m) 


g^{x)w^{8 

V  J«  ü  X       0    / 

ebenfalls  einer  Differentialgleichung  m*^'  Ordnung,  die  mit  der  zu  w^ 
gehöngen  Differentialgleichung  (E)  zui-  selben  Classe  gehört. 

Mit  anderen  Worten:  Bedeutet  r{x)  irgend  eine  rationale 
Function,  die,  abgesehen  von  einer  ganzzahligen  Potenz  von 
0  —  X  als  Factor,  von  e  unabhängig  ist  und  nur  für  Punkte 
aus    der   Reihe    a, ,   a„,  •       a  ,  s,  oo   unendlich    wird,    so   be- 

l'Sl'  77»/'  ' 

friedigen  die  Ausdrücke 

u^=  I  r(x)w^(0  —  xy~^dx        (»«i,  2,     m) 

\it   ü   X       0    J 

eine  Differentialgleichung  m^°'  Ordnung,  die  mit  der  Diffe- 
rentialgleichung (B),  deren  Lösungen  die  m^,  %,  '  -  •  w^  sind, 
zur  selben  Classe  gehört 
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Bedeutet  r{x)  eine  beliebige  rationale  Function,  die,  abgesehen 
von  einer  ganzzabligen  Potenz  von  (z  —  x)  als  Factor  von  0  unabhängig 
ist  und  noch  in  den  von  a.,a.,  •  •  a  ,  z.oo  verschiedenen  Punkten 
6^  (x=i,  2,  *)  unendlich  wird,  so  ist  die  entsprechende  Tissot-Poch- 
ha  mm  er 'sehe  Differentialgleichung  von  höherer  als  der  ?n^^^  Ordnung 
aber  rednctibel,  denn  sie  besitzt  neben  den  iL ,       u    noch  die  Integrale 

/  i'  m  o 

ZU  Lösungen,  welche  über  einfache  die  h^  umschliessende  Schleifen  er- 
streckt, also  in  der  Form 

wo  die  y^  ganze  positive  Zahlen,  die  g^(/)  ganze  rationale  Functionen 
bedeuten,  darstellbar  sind. 

Die  G-leichungen  (6)  lehren  femer,  dass  das  Fundamentalsystem 
Wj,  Wj,  •  •  •  M^  der  Differentialgleichung  (E)  so  beschaffen  ist,  dass  seine 
FundamentaLsubstitutionen  von  den  in  den  Coefficienten  von  (E)  auf- 
tretenden Parametern  a^,  «j,  •■  a,^  unabhängig  sind.  Nach  den  Fuchs- 
schen  Sätzen  der  Nr  228  (S  397)  müssen  sich  folglich  die  Ableitungen 
der  Mj,  Wg,  •  •  •  u^  nach  irgend  einem  der  a   in  der  Form 


^  de" 


g-  =  i2„w  +5^-^  +  ..    +E^_^__J        (,=1,2,     „0 


darstellen  lassen,  wo  die  JB^,,  iJ^,  •  •  B^_^  rationale  Functionen  von  8 
bedeuten.  Dies  lässt  sich  nach  den  oben  gemachten  Bemerkungen 
sofort  bestätigen,  wenn  man  bedenkt,  dass 

U) 

Yl{x-a;f^-\,-xf-'dx 

ist,  wo  {A)  irgend  eiue  der  Doppelschleifen 

bedeutet  und 

gesetzt  wurde.    Aus  (8)  folgt  nämlich,  dass  die 

eine  Differentialgleichung  w*«  Ordnung  befriedigen,   die  mit  (E)  zur 
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selben  Classe  gehört.  Wir  -werden  ans  dieser  Eigenschaft  von  (E)  in. 
einem  Tviclitigen  Specialfalle,  der  nns  sehr  bald  beschäftigen  wird, 
weitere  Folgerungen  zn  ziehen  haben. 

244.   Besondere  Eälle  der  Tissot-Poc]ih.ammer'sclien  DifiPerential- 

gleioliiLng.     GaTiss'solie  Differentialgleiohxmg.     Dejcstelliiug  ihrer 

LÖETungeiL  dnroh  bestinmite  Integrale.    Beziehungen  zu  der 

DarsteUung  durcli  Gaiiss'sclLe  Beüien. 

Wenn  die  Grössen 

ßi>   ßi}  -  ■     ßm}  i 
positive  reale  Theüe  haben,  so  ist 


/ 


w^  {8  —  x)     ^  dx 


in  den  Punkten  a.,a.,-  ■  a  ,  g  endlich.  Wir  können  dann  die  über 
die  Doppelschleifen  erstreckten  Integrale  durch  andere  Integrale  dar- 
stellen, die  zwischen  den  Punkten  a^  und  0  auf  directem  Wege  er- 
streckt sind;  wir  verstehen  dabei  unter  einem  „directen  Wege"  einen 
Weg,  der  in  der  durch  die  Querschnitte 

h,  h  ■  ■  L 

zerschnittenen  a;- Ebene  verläuft.    Es  ist  nämlich 

^dx 


lw^(g  —  x)     ^dX'=  l w^iß  —  x)^   ^dx-\-s^  I '^li^  —  ^)     *" 

+  66^  /«^i(<3  —  xf~^dx  -\-  s  f  Wj^^s  —  x)  ~^dx, 


ß 


also  haben  wir 

(9)  fw^{0-x)^-Ux  =  (l—E)(l~6;)  Cw^(e  —  xi-Ux.  J 

Diese  Umformung  ist  deijenigen  ganz  analog,  die  wir  in  der  Nr.  242  'l 
(S.  452)  für  das  Euler'sche  Integral  erster  ö-attung  ausgeführt  haben; 

in   der   That  geht  ja   auch   das   Euler'sche  Integral    erster   Grattung  ' 

aus  unserem  aUgemeiuen  Integrale  ^ 

w.^{s  —  xy~^dx 


Kl«)  i 

hervor,  wenn  wir  w  =  1 ,  a^  =  0  und  0  =  1  wählen. 
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Wir  können  also,  wenn  die  realen  Theile  der  ß^,  ß^,  •  •  •  ß^,  | 
positiv  sind,  die  m  directen  Integrale 

(10)  /^i(^  —  X)~^dx  =  l0,  a^         (x  =  l,3,     m) 

als  ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  (E)  ansehen.  Die 
diesem  Fundamentalsysteme  entsprechenden  Fundamentalsubstitutionen 
lauten  dann 

(11)  ,  0J^,  aj  =  [0,  aj  —  (1  —  £j  [s,  aj        (x>ä), 

0J^;  «J  =  [^;  «xl  —  £(1  —  fj  [^,  «J      ("<*) 

Es  mögen  nun  einige  besonders  wichtige  SpecialfäUe  der  Tissot- 
Pochhamm  er 'sehen  Differentialgleichung  genauer  betrachtet  werden. 

Der  Fall  m  =  1  bietet  kein  weiteres  Interesse  dar;  dagegen  fühi-t 
der  Fall  m  =  2  auf  eine  uns  wohlbekannte  Gleichung,  nämlich  auf 
die  Differentialgleichung  der  Gauss'schen  Reihe. 

Setzen  wir  nämlich  für  m  =  2 

(12)  a.,  =  0,  «2  =  1,  «  =  1-|,  ß^2-^-ß-ß^,  y  =  2_|-/3,, 

so  liefern  die  Formeln  (5)  (S.  456)  nach  Unterdrückung  des  constanten 
Factors  (^  —  1)"^, 

(13)  Q^  =  ,{1-,),     Q^  =  y-(a-^ß-^l)0,     Q,  =  -aß, 

so  dass  sich  also  in  der  That  die  Differentialgleichung  (Gl-)  der  Nr.  70 
(Bd  I,  S,  252)  ergiebt;  nur  haben  wir  hier  0  als  unabhängige  und  u 
als  abhängige  Variable. 

Wir  gewinnen  hierdurch  sofort  ein  für  die  Theorie  der  Differential- 
gleichung (Gr)  bedeutsames  Resultat.  Es  stellen  nämlich  die  beiden 
bestimmten  Integrale 

II,  =   Cx''-\x  -  iy-^-\0  -  x)-"dx, 


s  =  fx'^'ix  -  iY-^-\0  -  xy^dx 

ein  Fundamentalsystem  von 


iß)  ,(l_,)i^^_[y_(«  +   ^+l),]||_«^^_0 

dar. 

Wenn  die  realen  Theile  von  a  —  y  -\-\  und  1  —  a  positiv  sind, 
so  ist 
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0 

^14)  w^  =  (1  -  6)  (1  -  £,)  Cx^-^ix — iy-^-\x  —  gydx, 

lind  wenn  die  realen  Theile  von  y  —  ß  und  1  —  cc  positiv  sind,   so 

liaben  wir 

1 

:i5)       «3  =  (1  -  8)  (1  -  B,)jx''-\X  -  1/-^-^^  -  Xy^dx, 

z 

dabei  ist  jetzt 

Machen  wir  in  diesen  directen  Integralen  noch  die  Substitution 

30  erhalten  wir  dieselben  in  der  gewöhnlichen  Form 

L^'-^x  -  \j-^-\^  -  xrdx=ß'\\  -  ty-^-\,t-  ly^dt, 


L-r(^  _  iY-^-\g  -  xy-^dx  -ß~'0-  -  ty^-'i^t- 1)- 


'dt, 


wie  sie  im  Wesentlichen  schon  von  Euler  aufgestellt  worden  sind. 
Da  das  Integral  u^  m  der  Umgebung  von  z  '^  0  zum  Exponenten 

|3i  + 1  -  1  =  1  -  y 

imd  das  Integral  Wg  in  der  Umgebung  von  i3  =  1  zum  Exponenten 

gehört,  so  schliessen  wir,   dass  u^  mit  dem  zum  Exponenten  1  —  y 
gehörigen  Elemente  (Nr.  71,  Bd.  I,  S.  255,  Gleich.  (19)) 

«02  =  ^'~'Ficc  +  1  -  y,  /3  +  1  -  y,  2  -  y,  ^), 

des  canonischen  Pundamentalsystems  füjc  g  =  0  und  w^  mit  dem  zum 
Exponenten  y  —  a  —  ß  gehörigen  Elemente  (Nr.  72,  Bd.  I,  S  259) 

u^^  =  (1  -  gy-^-^Fiy  -/3,y-«,  y-«-/3  +  l,l-^) 
des  canonischen  Fundamentalsystems  für  ;g  =  1,  abgesehen  von  je  einem 
Constanten  Factor,  übereinstimmen  muss,  vorausgesetzt  natürlich,  dass 
die  Reihen,  welche  die  Integrale  w^j,  u^^  in  der  Umgebung  von  0  =  0 
beziehungsweise  g  =  1  darstellen,  einen  Sinn  haben.  Um  diese  con- 
ätanten    Factoren   zu   bestimmen,   büden   wir  nach   Nr   242  (S.  453) 
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die  Reilienentwickelimgen  von  m^  beziehungsweise  u^  in  der  Umgebtuig 
von  ^  =  0  beziehungsweise  0=1. 

Es  ist  in  der  Umgebung  von  x  =  0 

x'-'ix  -  1/-''-^  =  (-  iy-^-''x''-\l  -{y-ß-\)x-{--     .); 

also  haben  wir  nach  Q-leichung  (12)  der  Nr.  242  (S.  453) 


B(a  —  y  +  V  +  1,  1  —  ay-^-^\ 
und  da  nach  einer  bekannten  Formel 

w    B(. + ., .) ^ ,,+,y++^-, '^+;-/t _,  Bfa .) 

ist,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Definition  von  F{n,  ß,  y,  s)  (Nr.  71 
Bd.  I,  S.  254), 

u^  =  (-  l)''-^-^(l  -  ,J  (.  -  1)  B(«  -  y  +  1,  1  -  «) 

•  F{a  +  l-y,ß  +  l-y,2-y,0y-', 
d.  h   es  ist 

(18)  u,  =  (-  l)''-''-^(l  _  £j  (a  -  1)  B(a  _  y  +  1,  1  _  a)u,^ . 
Analog  ergiebt  sich 

(19)  S  =  il-  s,)(s  -  1)  B(y  -  ^,  1  -  a)u^^ . 

245.   Buler's  Darstellung  der  Gauas'sohen  ReUie  duroli  ein 
bestinuntes  Integral    Uebergangssubstitutionen  für  die  Gauss 'sehe 
Differentialgleiohxmg;  Eelationen  zvsdsohen  den  Ooeffioienten  dieser 

Substitutionen. 

Aus  den  Integralen  u^,  u^  lassen  sich  andere  Integrale  zusammen- 
setzen, welche  die  übrigen  der  in  der  Nr.  74  (Bd  I,  S.  265  ff.)  angegebenen 
vierundzwanzig  Lösungen  der  Differentialgleichung  (G)  darstellen.  Wir 
wollen  des  historischen  Interesses  wegen  dasjenige  bestimmte  Integral 
aufzufinden  suchen,  welches  die  in  der  Umgebung  von  ^  =  0  durch 
die  Gau  SS 'sehe  Reihe 

^i<^,  ß,  y,  ^) 
dargestellte  Lösung  liefert. 

Die  Lage  der  Punkte 
in  der  a;-Ebene  werde  durch  die  Fig.  15  veranschaulicht;   dann  lauten 
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die  Fundamentalsubstitutionen,  welche  das  Integralsystem  m^,  Wg  erfälirt, 
wenn  8  die  Quersclmitte  \,  l^  je  einmal  in  positivem  Sinne  übersckreitet, 


(20) 


(21) 


-£(1— £^«2, 


Es  handelt  sich,  um  die  Auf- 
stellung eines  Integrals 

für  welches,  wie  für 


lig   16 


die  Gleichung 


%x==F{^,ß,V,^), 


0jM  =  U 


besteht.    Es  muss  also  nach  (20) 

sein,  und  hieraus  folgt,  da  m^,  u^  ein  Fundamentalsystem  constituiren, 

^1  =  ^2  =  ^2  —  1  =  1  —  £«1, 
d.  h.  wenn  wir  durch  c  eine  willkürliche  Constante  bezeichnen, 
(21  a)  i*  =  c  ((Sg  —  l)w^  +  (1  —  ««1)^2)  • 

Um  diese  Lösung  in  der  Form  eines  bestimmten  Integrals  zu  erhalten, 
müssen  wir  ausser  den  von  eiaem  Punkte  g  um  a^,  a^  herum  gelegten 
Schleifen  s^,  s^  noch  die  von  §  aus  um  a^  =  00  hei-mn  gelegte  Schleife 
Sg  betrachten  (in  der  Figur  punktirt).     Es  ist  dann 

{22)         Cw^ie  —  xf~'^  dx  =  Cwdx 


(»8) 


{*3) 


ja-'  Cwdx  +  E-'-E-^  Cwdx  +  £~'£-'f7'  Cwdx  |, 

(«0)  (»1)  (*2) 

wenn  wir  setzen 

(23)  W=w^{8-  xf-'  =  x'-'ix  -  iy-^-\ß  -  x)-\ 

Femer  ist  das  über  die  Doppelschleife 


"ü  60  Ort        öo 


-'s  "2  "3      "3     > 

die  in  unserem  Falle,  wo  die  Fimdamentalsubstitutionen  von  w^  mit 
einander  vertauschbar  sind  (vergl.  Nr.  233,  S  418),  einen  brauchbaren 
Integrationsweg  darstellt,  erstreckte  Integral 
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(24)  fwdx  =  (1  -  s,)  Cwdx  -  (1  -  8-'s-'sl')JWdx, 

denn  ■wir  haben  offenbar  für  einen  Umlauf  um  a^  =  oo 

Setzt  man  m  (24)  für  das  über  Sg  erstreckte  Integi-al  seinen  Werl 
aus  (22)  ein,  so  folgt  nach  einfacher  Reduction  mit  Rücksicht  auf  d 
Definition  von  w^,  u^ 

wir  können  folglich  nach  (21a) 

(25)  Cwdx  =  ü 

^828       9    y 

setzen.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  realen  Theile  der  Grösst 
ß  und  y  —  ß  positiv  sind,  besitzt  das  Integral 

fWdx 

in  den  Punkten  a;  =  oo  und  x  =  1  endliche  Werthe;   es  ist  also 

diesem  Falle 

1 

^  =  (1  -  ^~'Ch')i',  -  ^)fWdx, 

00 

und  wenn  wir  wieder  durch  die  Gleichung  (16)  eine  neue  Integratioi 

variable  einführen, 

1 

(26)  ü^(l-  e-'s-'s-')  (.,  -  1)  ß-\l  -  ty-^-\,t  ~  irc 

0 

Dieses  Integral  kann  sich  von  u^^  nur  durch  einen  constanten  Fact 
unterscheiden;  um  diesen  zu  bestimmen,  bilden  wir  den  Werth  von 
für  ;e  =  0.    Es  ist 

(^X=o  =  (1  -  ^~'COih  ~  1)(-  irB(^,  y  -  /3), 

und  da  Myj  für  ;s;  =  0  den  Werth  1  annimmt,  haben  wir  folglich 
der  Umgebung  von  z  =  0 
1 

(27)  fif-'il-ty-^-'il-gtr" dt  =  Biß,  y-ß)F(a,  /5,  y,  ,). 
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Diese  aleicining  ist  bereits  von  Eni  er  (in  den  Institntiones  calcnli 
integralis)  gegeben  worden  (vergl.  Nr.  233,  S.  415),  nnd  gewölmlich 
wird  ancb  das  anf  der  linken  Seite  stellende  bestimmte  Integral  znm 
Ausgangspunkte  für  die  Integration  der  Differentialgleicbung  (Gt)  durch 
Quadraturen  gewählt.  Auf  die  Darstellung  der  übrigen  Lösungen  von 
(G)  durch  bestimmte  Integrale  gehen  wir  mcht  naher  ein,  sie  kann 
auf  ähnlichem  Wege  erhalten  werden,  wie  die  von  m^^,  u^^,  m^,  die  wir 
kennen  gelernt  haben. 

Die  Integrale  u^,  u^  und  die  durch  die  Formeln  (20),  (21)  ge- 
gebenen Fundamentalsubstitutionen  derselben  haben  unbeschi-änkte 
Gültigkeit  auch  in  allen  denjenigen  Fällen,  wo  einzelne  der  Reihen- 
entwickelungen der  Nr.  74  versagen.  Mit  Hülfe  derselben  lassen  sich 
die  Uebergangssubstitutionen,  die  in  der  Nr.  129  (Bd.  I)  nur  unter 
der  Annahme,  dass  keine  der  Grössen 

1  — y,    y  —  a  —  ß,    a~ß 
eine  ganze  Zahl  sei,  aufgestellt  worden  sind,  auch  in  diesen  Ausnahme- 
fällen bestimmen.    Um  die  Formeln  der  Nr   129  zu  verificiren,  hat 
man    die   Darstellung    der   Function    B(jp,  q)    durch    das    Euler'sche 
Integral  zweiter  G«,ttung 

r(p)  =  i7(2>-i) 

zu  berücksichtigen;  es  ist  nämlich 

Wir  begnügen  uns  damit,  auf  die  Bedeutung  der  Relation  (7) 
(Nr.  243,  S.  457)  dadurch  hinzuweisen,  dass  wir  dieselbe  mit  Hülfe 
jener  Formeln  in  dem  Falle  der  Differentialgleichung  (G)  m  expLciter 
Form  aufschreiben. 

Es  kommen  dabei  die  zwischen  den  Punkten  0  =  0  und  0=1 
vermittelnden  Uebergangssubstitutionen  in  Betracht,  die  in  der  Nr  129 
(Bd  I,  S.  481,  Gleich  (6),  (7)  und  S  488)  aufgestellt  worden  sind  Es 
ist  zufolge  derselben 

u^^  =  f{l-a,l-ß,y~a-ß  +  l)u^,  +  ^^{0  -  1), 
u,,  =  f(l-a,l-ß,2-  yX,  +  ^(0), 

wo  ^j(ä'  —  1),  '^{0)  iu  der  Umgebung  von  0  =  1  beziehungsweise 
0  =  0  reguläre  Functionen  bedeuten.  Also  ist  in  der  Bezeichnung  der 
vorhergehenden  Nummern 

(29) 


yif  =  cf(l-«,l-/3,2_y). 

yfl'=ifC^-<^,l-ß,y-<^- 

-/3  +  lj, 

,  nifferentialgleiohiuigeii    IL 

30 
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WO  gemäss  den  Grleidmugen  (18),  (19) 

^—^       ^^  (l_e^)B(o!-y  +  l,  1-«) 

zu  nehmen  ist.    Zufolge  der  Relation  (7)  (S.  457)  muss  sein 

(12)   (21)  __   g(^  — gl)(^~°2) 
/ii  ^11  (l—se^)(l  —  ss^y 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  GHeichungen 

g  ^  g-artal^=l         ^    ^  g2Ä{a-y)yCIl         ^    ^  ^a«(y-/S)]/=ö: 

ausgerechnet, 

/Qn\  J12)  „(21) Bia«(y  — g)   Bia«(y  — p) 

"^  ^  '^ii  "ii  siji!ir(l  — y)   sm5r(y  — a  — j3) 

Zufolge  der  Definitionsgleichung  (Nr  129,  Bd.  I,  S.  479) 

ist  aber  nach  (29) 

(12)  (21)      r(2  -  y)  r(y  - 1)  r(y  -  g  -  p  + 1)  r(g  +  /3  -  y) 
^11  :^ii         r(a-y  +  i)r(y-«)r(ß-y  +  i)rcy-ß)    ' 

und  dies  mit  (30)  Terglichen  führt  auf  die  bekannte  Relation 

(31)  r(i-^)r(j,)  =  j^. 

Die  Beziehungen  (7)  (S.  457)  und  allgemein  die  sich  aus  den 
Gleichungen  (18),  (19)  der  Nr.  242  (S.  454)  ergebenden  Rela- 
tionen können  also  gleichsam  als  eine  Yerallgememerung  der 
Relation  (31)  angesehen  werden. 


Viertes  Kapitel. 

246    Fälle,  wo  die  Euler'solie  Tronsformirte  der  Tissot- 

Foolihammer'solien  DifferentialgleiohTing  ein  algel>raiBob.es  Integral 

besitzt.    DifFerentialgleiohTuig  für  die  Periodicitätsmodula  gewisser 

specieller  und  der  aUgemeinen  Abel'sohen  Integrale. 

Schon  Buler  selbst,  nach  ilirn  besonders  Pf  äff  und  ebenso  fast 
alle  Analysten,  die  sich  mit  dem  Studium  der  Differentialgleichung  (G-) 
und  ihrer  Lösungen  beschäftigt  haben,  wandten  der  Frage  ein  beson- 
deres Interesse  zu,  in  welchen  Fällen  sich  die  Integrale  von  (Gt)  auf 
„bekannte  Functionen"  reduciren  lassen  Seit  der  Zeit  Euler's 
und  Pf  äff 's  hat  sich  der  Kreis  der  als  bekannt  anzusehenden  Func- 
tionen wesentlich  erweitert,  insbesondere  sind  wir,  Dank  der  Arbeiten 
Abel's  und  seiner  Nachfolger,  m  der  Lage,  die  Integrale  algebraischer 
Functionen  in  gewissem  Sinne  als  bekannte  Functionen  ansehen  zu 
dürfen.  Nun  soll  es  sich  nicht  etwa  darum  handeln,  zu  untersuchen, 
unter  welchen  Bedingungen  sich  die  Lösungen  der  Differentialgleichung 
(G-)  durch  Abel'sche  Integrale  darstellen  lassen,  sondern  vielmehr 
darum,  einen  anderen  Zusammenhang  zwischen  der  Theorie  dieser 
Integrale  und  der  Differentialgleichung  (G),  beziehungsweise  der  aUge- 
memen  Tissot-Pochhammer'schen  Differentialgleichung  zu  erörtern. 

Die  Form  des  Integrals  w^  der  Eni  er 'scheu  Transformirten  der 
Tissot-Pochhammer'schen  Differentialgleichung  legt  es  nahe,  die- 
jemgen  FäUe  genauer  zu  betrachten,  in  welchen  der  Ausdruck 

em  Abel'sches  Integral  wird.    Dies  ist  offenbar  stets  der  Fall,  wenn 
die  Grössen 

reale  rationale  Zahlen  sind,  denn  dann  genügt 

(2)  PF  =  (^  -  xf-\x  -  a;)^^-' . . .  (^  -  aj^--' 

einer  algebraischen  Gleichung  von  der  Form 

30* 
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(3)  "pr"  =  i2(a;), 

wo  n  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  der  Nenner  der  Zahlen 
ßu  ßaf  ■  ■  ■  ßm}  ^  ^^^  ■^^^)  ^^^^  rationale  Function  von  x  bedeutet. 
Der  Punit  n  spielt  die  Rolle  eines  Verzweigungspunktes  für  die 
durch  die  Gleichung  (3)  definirte  algebraische  Function  W  von  x, 
wenn  wir  wie  immer  voraussetzen,  dass  ^  keine  ganze  Zahl  sei. 
Wir  können  uns   W  in  die  Form  gesetzt  denken 

I!!L  H  ^  Üü 

wo  Tpix)  eine  rationale  Function  von  z  und  die 

*'o^    **!?    ''^v      '     ^m 
positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  kleiner  sind  als  n.     Sei 
«•        ^ 

V  V 

—  =—  (»-  =  0,1,3,     .m), 

WO  die  ganzen  Zahlen  r^  und  w^  keinen  gemeinsamen  Theiler  besitzen, 
dann  ist  der  Punkt  0  ein  Verzweigungspunkt  von  der  Ordnung 


i'-k)' 


C-«t) 


der  Punkt  a^  ein  solcher  von  der  Ordnung 

(x  =  l,  3,       m), 

und  der  Punkt  x=  00  ein  Verzweigungspunkt  von  der  Ordnung 

nll ^V 

wenn  w^  ,  ^  den  Nenner  des  auf  seine  reducii-te  Form  gebrachten  echten 
Braches 


jLj  n 

v=0 


^  n 


bedeutet,  wo  durch  die  eckige  Klammer  die  grösste  ganae  Zahl  ange- 
deutet wird,  die  in  der  eingeHammerten  Grösse  enthalten  ist.  Die 
Gresammtzahl  v  der  einfachen  Verzweigungspunkte  unserer  algebraischen 
Function  ist  demnach 


"-'^Ti'-l} 


die  bekannte  Riemann'sche  Beziehung 

v~2n  =  2p  —  2 
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giebt  also  für  den  Rang  ^  (das  Geschlecht  nach  Clebsch)  der  alge- 
braischen GHeichung  (3)  den  schon  von  Abel  aufgestellten  Ausdruck 

(4)  ^  =  -L„^(l_i)_(„_l). 

Denken  wir  uns  nun  die  w-blättrige  Riemann'sche  Fläche  F 
construirt,  in  welcher  W  eine  eindeutige  Function  des  Ortes  ist,  so 
ist  dieselbe  (2p  -f-  l)-fach  zusammenhäaigend  und  kann  durch  ein 
System  von  2p  Querschnitten  (vergl.  z.  B.  Nr.  187,  S.  213)  in  eine 
einfach  zusammenhängende  zerlegt  werden.  Die  2jp  über  diese  Quer- 
schnitte hin  erstreckten  Integrale 

fWdx 

liefern  dann  die  Periodicitätsmoduln  des  Abel'schen  Integrals  (1),  und 
es  ist  leicht  einzusehen,  dass  diese  2p  bestimmten  Integrale  sich  als 
lineare  homogene  Functionen  der  m  über  die  Doppelschleifen 

erstreckten  Integrale 

u^=  I  Wdx 

darstellen  lassen  mit  Coefficienten,  die  rational  mit  ganzzahligen  Coeffi- 
cienten  aus  den  Q-rössen 

zusammengesetzt  sind.  Die  Doppelschleifen  sind  geschlossene  Wege 
in  der  Riemann'schen  Fläche  F.    Wir  haben  also  den  Satz: 

Wenn  das  Integral  der  Euler'sohen  Transformirten  der 
zu  einem  rationalen  Werthe  von  |  gehörigen  Tissot-Poch- 
hammer'schen  Differentialgleichung  (E)  eine  algebraische 
Function  von  x  ist,  so  befriedigen  die  Periodicitätsmoduln 
des  Abel'schen  Integrals  (1),  als  Functionen  des  Verzwei- 
gungspunktes g  aufgefasst,  die  Differentialgleichung  (E). 
Aus  dem  Satze  der  Nr.  243  (S.  457)  folgt  femer: 
Bedeutet  r(a))  irgend  eine  rationale  Function  von  x,  die, 
abgesehen  von  einer  Potenz  von  s  —  x  als  Factor,  von  e  un- 
abhängig ist  und  nur  für  Punkte  aus  der  Reihe 

»iJ   %}  '     •  ^m>  ^;  "^ 
unendlich  wird,   so  befriedigen  die  Periodicitätsmoduln  des 
Abel'schen  Integrals 
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fr(x)Wdx 
als  Functionen  von  0  eine  Differentialgleichung,   die  mit  (E) 
zur  selben  Classe  gehört. 

Wenn  die  rationalen  Zahlen  /3„  ß^,  •  •  ß^,  I,  wesentlich  positive 
Werthe  haben,  so  können  wii  nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  244 
(S.  459  ff.)  an  Stelle  der  über  die  Doppelschleifen  erstrecMen  Integrale 
u    die  auf  directem  Wege  genommenen  Integrale 


/ 


Wdx  =  [s,  aj 


einführen.  Aus  diesen  setzen  sich  dann  die  auf  directem  Wege  zwischen 
irgend  zweien  der  Verzweigungspunkte  ct^,  a^y  "  '  %i'  ^  erstreckten 
Integrale  zusammen;  z.  B,  hat  man 

K,  %+i]  ='Jwdx  =  [0,  aj  -  [0,  a,+ J  . 

Die  Fundamentalsubstitutionen,  welche  die  Integrale  [0,  a^]  erfahi'on, 
•wenn  0  die  Querschnitte  \,  l^,  ■  l^  überschreitet,  werden  durch  die 
Formeln  (11)  der  Nr.  244  (S.  460)  gegeben.  Dieselben  sind  zuerst 
von  Herrn  Broecker  au%estellt  worden. 

Die  an  der  binomischen  Gleichung  (3)  beobachtete  Erscheinung, 
dass  die  Periodicitätsmoduln  gewisser  zu  derselben  gehöriger  Abel- 
scher Integrale  als  Functionen  eines  Verzweigungspunktes  eine  lineare 
Differentialgleichung  befriedigen,  ist  ein  besonderer  Fall  eines  allge- 
meinen von  Herrn  Fuchs  aufgestellten  Satzes  über  die  Periodicitäts- 
moduln der  zu  einem  beliebigen  algebraischen  Gebilde 

(I)  F(s,x)  =  0 

gehörigen  Integrale. 
Bedeute  nämlich 


~  1     dF 

J     ds 


etwa  ein  zu  dem  algebraischen  Gebüde  (I)  gehöriges  Integral  erster 
Gattung,  so  kann  man  dasselbe  als  Function  eines  Verzweigungs- 
punktes 0  der  durch  (I)  definirten  algebraischen  Function  s  von  x 
studiren.  Bei  geeigneter  Wahl  der  rationalen  Function  9?(s,  x)  des 
Ortes  der  zu  (I)  gehörigen  Riemann 'sehen  Fläche  T  lässt  sich  dann, 
wie  Herr  Fuchs  gezeigt  hat,  jede  Ableitung  von  U  nach  0  in  der  Form 
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(1=1,%,  ) 

darstellen,  wo  ^  den  ßang  des  algebraischen  Gebildes  (I), 

ein  System  linear  unabhängiger  Integrale  erster  Q-attung, 

h>   ^a>  '  *  ■  ^p 
gewisse  Integrale  zweiter  Gattung,  35^(5,  x)  eine  rationale  Function  des 
Ortes  auf  der  Fläche  T  und  die  d^  ,  y^    Constanten  bedeuten,  die  sich 
rational  zusammensetzen  lassen  aus  den  Coefficienten  von 

(p{s,x),    F{s,x) 
und  deren  Ableitungen  nach  0,  femer  aus  0  und  dem  txl  x  =  0  ge- 
hörigen Werthe  s^  Yon   s,  sowie   endlich   aus    den    Coefficienten   der 
Integranden    der    JJ^,!!^,-    ■  U    und    den    UnendüchkeitssteUen    der 

Denken  wir  uns  nun  die  (2j)  +  l)-fach  zusammenhängende  Fläche 
T  durch  2^  Querschnitte  in  eine  einfach  zusammenhängende  zerschnitten 
und  mögen 

die  Periodicitätsmoduln  von  U  an  jenen  2p  Querschnitten  sein.    Ebenso 
sollen 

die  entsprechenden  Periodicitätsmoduln  von  t^  und 

■^ilJ     ^<2>       •   •    ^i,ip 

die  analogen  Grrössen  für  U^  bedeuten.     Dann    ist  nach  (II),    da   das 
über  eine  geschlossene  Curve  in  der  Fläche  T  erstreckte  Integral 


verschwindet, 


^™^     -^=J;'*..2'.,+2'''"-^.'    "='•'■  '" 


i^i  i^i  l 


Bildet  man  diese  Gleichungen  für  A  =  0,  1,  ■  •  •  2  2?  und  eliminirt  für 
jeden  Werth  von  v  die  Grössen 

rp  T  ir  TT 

so  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form 


'^■! 
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die  durcli  die  2p  Q-rössen 

^„   ^2;  •  •  •  ^2, 

befriedigt  wird  Die  Coefficienten  dieser  liaeajen  homogenen  Diffe- 
rentialgleicJmng  2^)*"  Ordnung  setzen  sich  rational  zusammen  aus  den 
Coefficienten  von 

und  deren  Ableitungen  nach  8. 

Für  besondere  Formen  der  algebraischen  Gleichung  (I)  sind  die 
sich  aus  (TTT)  für  A  =  0, 1,  •  •  2p  ergebenden  Gleichungen  nicht  sämmt- 
lich  von  einander  unabhängig-,  dann  ergiebt  sich  eme  lineare  Diffe- 
rentialgleichung von  niedi-igerer  als  der  2^*^""  Ordnung,  die  durch  die 
2p  Periodicitätsmoduln  der  Integrale  erster  Gattung  U  befriedigt  wird. 
Dies  ist  z.  B.  stets  der  Fall,  wenn  die  Gleichung  (I)  eine  binomische  ist, 

247.    Differentialgleiohmig  für  die  Periodioitätsmodula  der 
hyperelliptisclieii  Integrale.   Pundamentalsubstitatloneii.  Differential- 
gleichungen, die  zu  derselben  Ola^se  gehören.     IJnabliäagigkeit  der 
Fundamentalsnbstitationeu  von  den  singnlären  Punkten. 

In  dem  besonderen  FaUe,  wo  die  Gleichung  (I)  ein  hy  per  ellip- 
tisches Gebilde  darstellt,  hat  Herr  Fuchs  die  Hneare  Differential- 
gleichung, der  die  Periodicitätsmoduln  der  Integrale  erster  Gattung  als 
Functionen  eines  Verzweigungspunktes  genügen,  explicite  aufgestellt 
und  die  Fundamentalsubstitutionen  derselben  angegeben.  Wir  wollen 
diese  Differentialgleichung  herleiten,  indem  wir  die  für  die  allgemeine 
binomische  Gleichung  (3)  erlangten  Resultate  specialisiren. 

Wir  nehmen  zu  dem  Ende  in  der  Differentialgleichung  (I')  der 
Nr.  243  (S.  455) 

Hl  "^  Y ;     Pa  ^^  Y  J  *  ■      Pm  ^  Y  ' 

während  wir  |  vorläufig  noch  beliebig  lassen,  dabei  aber  im  Auge  be- 
halten, dass,  wenn  g  gleich  einem  ungeraden  Vielfachen  von  y  genommen 
wird,  der  Ausdruck 

i8-xf-\  =  {x-aj    \x-a,)   '^...{x-aj    ^  {ß  -  xf-' 

einer  quadratischen  Gleichung  mit  dem  Verzweigungspunkte  0  genügt 
und  somit  zu  einem  hyperelüptischen  Gebilde  Veranlassung  giebt. 

Es  ist  in  diesem  FaUe  (vergl.  die  Gleichungen  (1),  (2)  der  Nr.  243, 
S.  455) 
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wir  haben  also 

Die  Coefficienten  der  Differentialgleiclmng  (E|),  die  durcli  die  Ausdrücke 

(5)  /*  {z  —  xf-'^dx 

J  y{x~a^{x  —  a^--   {x~aj 

{^) 
befriedigt  wird,  lauten  denmacb  (Gleichung  (5),  Nr.  243,  S  456) 

i";       VA^;  s;  —  (g_i)(§_2)    (a— f)i  2    (w— r)  -^n«     '^  ^^ 

(v  =  0,l,       m). 

Insbesondere  ergeben  sich  für  |  =  y  die  Coefficienten  der  Differential- 
gleichung 

^E,)-(E) 

in  der  Form 

(^)  Qv V^-2)^  ^y ^^■^       n (2»'-i)  1-2      (^?^^  ^»^        ^^^ ' 

und  diese  Differentialgleichung  (E)  wird  befriedigt  durch  die  Periodi- 
citätsmoduln 

/* dx 
]/(«!- «1)      (a!-aj(«- 


(8) 


<Z^ 


des  zu  dem  hyperelliptischen  Gebilde 

(9)  s'  =  {x  —  a^){x  —  a.;)---(x-  aj(g  —  x) 

gehörigen  Integrales  erster  Quittung 

^^^^  J yW^)    (^-o(«-^) 

Dabei  ist  (wie  auch  stets  bisher)  vorausgesetzt,  dass  die  Verzweigungs- 
punkte .  .  .  a 

des  hyperelliptischen  Gebüdes  (9)  von  e  unabhäogige  Grössen  sind-, 
femer  wollen  wir  annehmen,  dass  der  Punkt  fl;==oo  eine  Verzweigmigs- 
steUe  der  algebraischen  Function  s  von  x,  d.  h.  dass  m  eine  gerade 
Zahl  sei.  Wäre  dies  nämlich  nicht  der  Fall,  so  könnten  wir  z.  B.  den 
Ausdruck 
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1 

x  = 


X  —  a, 


als  neue  unabiiängige  Variable  einführen  und  erluelten  dann  für  dif 
Periodicitätsmoduln  (8)  eine  lineare  Differentialgleichung  von  dei 
(w  — 1)*«"  Ordnung. 

Als  Fundamentalsyatem   von   (E)   können   wir   die   auf    directerc 
Wege  erstreckten  Integrale 


(11)        v^  =  [8,  aj  =   /  .      ,'" ^        (''=1. 3.     '") 


nehmen.    Die  Fundamentalsubstitutionen  derselben  lauten  dann  zufolgt 
der  Gleichungen  (11)  der  Nr  244  (S.  460) 

Wir  sehen,    dass   die  Substitutionen,   die   das   Fundamental- 
system 


(12) 


''i;  ^2; 


bei   Umläufen   der  Variabein   0  erfährt,   ganzzahlige  Coeffi- 
cienten  und  die  Determinante  Eins  besitzen. 

Beti-achten  wir  neben  dem  Integrale  (10)  irgend  ein  zu  dem  hyjior- 
eUiptischen  Q-ebilde  (8)  gehöriges  Integral 


It{x)dx 


(13)  / 

wo  It(x)  eine  rationale  Function  von  x  bedeutet,  welches  keine  loga- 
rithmische Unendlichkeitsstelle  hat,  und  folglich  in  der  durch  die 

2p  =  m 
canonischen   Querschnitte   zerschnittenen  Riemann'schen   Fläche    des 
Gebildes  (9)  eindeutig  ist,  so  sind  die  Re'sidus  von 

M{x) 

8 

für  diejenigen  UnendHchkeitsstellen  von  B^x),  die  nicht  zu  den  Vei- 
Zweigungspunkten  von  s  gehören,  gleich  NuU,  und  die  Coefficienteii 
von  B(x)  hängen  folghch  im  Allgemeinen  noch  von  g  ab.  Wenu 
insbesondere  R{x),  abgesehen  von  einer  ganzzahligen  Potenz  Yon  &~x 
als  Factor,  von  e  unabhängig  ist  und  für  keinen  von  den  Verzweigunga- 
stellen  von  s  verschiedenen  Punkt  unendlich  wird,  so  genügen  nach 
dem  Satze  der  Nr.  246  (S.  469)  die  Periodicitätsmoduln  des  Integi-als 
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(13)  einer  DifferentialgleicliTmg  m*®'  Ordnung,  die  mit  der  Differential- 
gleichung (E)  zur  selben  Classe  gehört.    Es  ist  dann 

^  =  Ka;)  (:»  -  a;f^-\x  -  a,f>-' . . .  (^  -  «./»-^C  -  xf-\ 

WO   g(x)    eine  von  ß   unabMngige   ganze   Function,    ß^,  /3.,  •  •  •  ß^,  | 

Zahlen  bedeuten,  die  sich  Ton  —  nur  durch  ganze  Zahlen  unterscheiden. 

"Wir  können  in  diesem  Falle  nach  der  in  der  Nr.  240  (S.  446)  dar- 
gelegten Methode  die  Differentialgleichung,  der  die  Periodicitätsmoduln 
des  Integrals  (13)  genügen,  ohne  Schwierigkeit  herstellen,  und  den 
Ausdruck  der  abhängigen  Variabein  dieser  Differentialgleichung  durob 
die  abhängige  Variable  Yon  (E)  und  deren  Ableitungen  angeben. 

Wir  können  also  sagen:   Die  Periodicitätsmoduln  eines  Inte- 
grals erster  Gattung 

'g{x)dx 


ß 


8        ' 

wo  g(x)  eine  ganze  rationale  Function  vom  Grade  jp — 1  mit 
willkürlichen  (aber  von  e  unabhängigen)  Goefficienten  be- 
deutet, genügen  einer  Differentialgleichung,  die  mit  (E)  zur 
selben  Classe  gehört.  Die  Differentialgleichung,  der  die 
Periodicitätsmoduln  eines  Integrals  zweiter  Gattung  ge- 
nügen, gehört  mit  (E)  zur  selben  Classe,  wenn  der  Integrand, 
abgesehen  von  einer  Potenz  von  g  —  x  als  Factor,  von  s  un- 
abhängig ist  und  die  Unendlichkeitsstellen  des  Integrals  mit 
Punkten  aus  der  Reihe 

übereinstimmen. 

Wenn  wir  in  dem  hyperelliptischen  Integrale 

dx  n 

m  =  2p 


A 


y^x  —  üj)       {X  —  aj  {X  —  a„_,_i) ' 

die  Verzweigungspunkte  a^,  a^,  •  •  •  a^,  ^m+i  ^^  ^^^  einander  unab- 
hängige Variable  auffassen,  so  befriedigen  die  Periodicitätsmoduln  des- 
selben, oder  wie  wir  lieber  sagen  wollen,  m  bnear  unabhängige  der 
über  die  Doppelschleifen 

(a  ,  a)  =  s  s  s~^s~^        {»,''=1.8,     »»+1,  i  +  x) 
erstreckten  Integrale 

als  Functionen  irgend  eines  a  aufgefasst,  eine  lineare  homogene  Diffe- 
rentialgleichung (EJ  von  der  Form  (E)  Die  Goefficienten  von  (E^) 
hängen  von  den  singulären  Punkten 


1. 
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als  Parameter  ab,  dagegen  sind  die  Fundamentalsubstitutionen,  die  da 
Fimdamentalsystem 

erleidet,  wenn  a  Umläufe  um  diese  singulären  Punkte  vollzielit,  voi 
diesen  Parametern  unabhängig,  sie  haben  nämlicli  ganzzahlige  Coeffi 
cienten. 

Auf  Ghnind  der  Fuchs'schen.  Sätze  der  Nr.  228  (S.  397)  folg 
hieraus,  wie  wir  bereits  in  der  Nr.  243  (S.  458)  für  die  allgemein 
Tissot-Pochhammer'sche  Differentialgleichung  hervorgehoben  habeu 
dass  die  u    ein  System  von  Gleichungen 

befriedigen,  wo  die  B^q,  B^^,  •  B^  ^_j^  rationale  Functionen  von  a 
bedeuten.  Da  aber  die  Substitutionen,  welche  die  u^,  u^,  ■  ■  n^^^  ei 
fahren,  wenn  irgend  ein  a  einen  geschlossenen  Umlauf  vollzieht,  vo 
allen  übrigen  a^,  a^,  ■  •  »„,  .  ^  unabhängig  sind,  so  folgt,  wenn  wir  au 
den  GHeichungen  (14)  für  ;«  =  1,  2,  ■  •    m  die 

ausrechnen,  mit  Rücksicht  auf  den  Umstand,  dass  die  w^^,  «g,  •  •  u 
und  ihre  sämmthchen  Ableitungen  nach  den  a^,  a^,  •  •  a„j_|_i  kein 
Stellen  der  Unbestimmtheit  besitzen  können,  dass  die  Coefficienten  (15 
rationale  Functionen  aller 

sein  müssen  (vergl.  Nr.  230,  S.  403  ff.). 

Die  GHeichungen  (14)  stellen  folgHeh  §in  System  linearer  homo 
gener  partieller  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coefficienten  daj 
denen  die  u^,u^,  ■  •  •  ^^  Genüge  leisten.  Mit  specieUen  FäUen  solche 
partieller  Differentialgleichungen  haben  sich  die  Herren  Appell,  Picar^ 
und  Hörn  beschäftigt,  auf  die  allgemeine  Theorie  derselben  bezieh 
sich  eine  Abhandlung  von  Herrn  Fuchs  in  den  Sitzungsberichten  de 
Berliner  Akademie  vom  Jahre  1891. 


248.  Legendre'sohe  Diffeientialgleicliiiiig  für  die  Feriodioitätsmoduli 

des  eUlptiBoheu  lategrals  erster  Gattung.     DarsteUimg  der 

Feriodioitätsmod'ula. 

Ehe  wir  auf  eme  weitere  Untersuchung  der  PeiiodicitätsmoduL 
des  allgemeinen  hyperelliptischen  Integrals  eingehen,  beschäftigen  wi 
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uns  mit  dem  einfachsten  und  auch  vom  Mstorischen  Standpimkfce  aus 
besonders  interessanten  Falle  w  =  2,  d.  li  mit  dem  Falle  des  ellipti- 
schen Integrals. 

Wir  werden  alsdann  a^  =  0,  a^  =  l  setzen,  so  dass  also  zunächst 
die  Periodicitätsmoduln  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung 

(I)  r  -^^ 

zu  behandeln  sind.  Da  w  =  2  ist,  haben  wir  es  mit  einem  besonderen 
Falle  der  Differentialgleichung  (G-)  der "  Gauss 'sehen  Reihe  zu  thun, 
un.d  zwar  ist  (vergl.  Nr.  244,  S.  460) 

a=l-5  =  |,     ß  =  2-i-ß,-ß,  =  ~,    y  =  2-^-ß,  =  l, 

also  lauten  die  Coefficienten 

d,  h.   wir   haben   die   zuerst   Yon  Legendre   aufgestellte  Differential- 
gleichung 
(L)  ,(!_,)  ^^.  +  (l_2.)§^-i«  =  0, 

die  durch  die  bestimmten  Integrale 

(Ö,  *)  (1.  *) 

befriedigt  wird  Die  Fundamentalsubstitutionen,  welche  u^,  Mg,  be- 
ziehungsweise die  auf  directem  Wege  eratreckten  Integrale  (vergl. 
Nr.  244,  S.  461) 

0 

(1) 

■X) 


1  f*  dx 


erfahren,    wenn   8   einfache   Umläufe   um   die   PunJite   0,  1   vollzieht, 
lauten  (Nr.  245,  S.  463) 

J0lMl  =  Wj,  0^M2  =  M2  — 2Wj, 

®  102  Wj  =  «1  +  2^2,     02^2  =  Wa  • 

Es  möge  zunächst  der  Zusammenhang  der  w^,  Wg  niit  den  Periodi- 
citätsmoduln des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  genau  festgestellt 
werden. 


■■4 
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Sei  ein  elliptisches  Integral  erster  ö-attung  mit  dem  Modul 
(3)  i^^ 

in  der  Legendre-Jacobi'sclien  ÜSTormalform 

vorgelegt;  setzt  man  mit  Jacobi  die  beiden  „completten  Integrale" 


(ö) 


il/ä 


l/(l-y2)(i_^2/') 


=  ^, 


j/ 1/(1 -2/2)  (1-^2/2) 


JT'*      (.=.1/=^, 


so  sind  4X  und  2^57'*  die  Periodicitätsmoduln  des  Integrals  (4).    Di 
Substitution 

verwandelt  das  Integral  (4)  in 


und  die  Integrale  (5)  in 


2  J  i/t(i_t)(i_ 


£!i) 


(6) 


K 


=  V/ 


dt 


yt(i— t)(i  — 2i)' 


^'"'"^Iw^ 


t)  (1  —  Ät) 


Setzt  man  bierin  femer 
so  kommt 


(7) 


E 


-if, 


dx 


']/x{x  —  l){x  —  z)* 


-=4/, 


äx 


Yx  {x  —  l){x  —  e) 


Bei  der  durcb  die  Fig.  15  (N"r.  245,  S.  463)   angedeuteten  Laj 
bestebt  zwischen  dem  in  der  Nr.  245  (S.  464)  definirten  Integrale 


A    P  dx 

j  yx{x^i){g~ 


X) 
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und  Mj  die  Beziehiiiig 

ü  =  —  u^, 

so  dass  also  mit  Rücksiclit  auf  (1) 

.    r  dx  .     r  dx 

^  J  y^c-Viie-x)'       2  J  ya:{x-l){g-x) 

gefunden  wird     Wir  haben  demnach. 

(8)  u^  =  ±%iK,    w,  =  +  8Z", 

wo  jetzt  noch  die  Vorzeichen  +  in  geeigneter  Weise  zu  fixiren  sind. 
In  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  werden  die  Functionen 
K  und  K'i  so  definirt,  dass  für  Werthe  des  Moduls  8,  die  zwischen  0 
und  1  liegen,  K  sowohl  wie  K'  real  positiv  sind;  dann  ist  nämlich 
der  rein  imaginäre  Quotient 

''  =  -K 

so  beschaffen,  dass  sein  Coefficient  von  i  einen  positiven  Werth  hat 
Es  ist  fiir  unsere  Zwecke  am  nützlichsten,  wenn  wir  die  Definition  der 
K  und  K'%  dadurch  geben,  dass  wir  diese  Functionen  durch  die  zu 
den  singulären  Punkten  0,  1,  c»  gehörigen  canonischen  Fimdamental- 
systeme  darstellen. 

Da  für  die  Differentialgleichung  (L)  die  Grössen 

1— y,    y  — a  — ^;    «  — /3 

gleich  Null  sind,  treten  m  den  Entwickelungen  der  Integrale  in  der 
Umgebung  der  Stellen  0,  1,  oo  nothwendig  Logarithmen  auf.  Nach 
den  Fonnehi  der  Nummern  71,  72  (Bd.  I,  S  253  ff,  259  ff)  haben  wir 
für  js  =  0  die  Integrale 

^02  =  -^1  (y  ^  Y^  1^  ^  +  ^(y;  Y'  1'  ^  ^°g  ^y 

woselbst 

und  (vergl  Nr.  71,  Bd.  I,  S.  257) 


zu  nehmen  ist. 
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Analog  ist  für  ;»  =  1 


und  fQjc  e  =  oo 
1 

USX 

_  1 

U 


x3 

Zufolge  der  Formeln  (2)  und  (8)  kann  sicli  K  von  ti^^^  und  . 
von  u  nur  durcli  einen  constanten  Factor  unterscheiden.  Um  di( 
Factoren  zu  bestimmen,  setzen  wir  zuvörderst  in  K  für  0  den  Wei 
Null  ein;  dann  reducirt  sich.  K  auf 


J^    /^ dt |_  «_ 

u 


Wir  wählen  das  positive  Vorzeichen,  so  dass  also 


Hm  Z-^  =  K(ö)       "" 


wird     Dann  ist 

(9)  XW  =  !■«„  =  1-^(4-,  1,1,1.), 

und  wir  sehen,  dass  die  so  definirte  Function  wirklich  für  reale  WeiH 
von  ;e,  die  zwischen  0  und  1  liegen,  real  positiv  ist. 

Da  sich  die  Differentialgleichung  (L)  nicht  verändei-t,  wenn  i 
an  Stelle  von  &  setzen  1  —  ^ef,  oder  in  der  Sprache  der  Theorie  1 
elliptischen  Functionen,  wenn  wir  an  Stelle  des  Moduls  y^  den  co 
plementären  Modul 

V.    ^1  —  % 

nehmen,  so  schliessen  wir,  dass  K'  sich  von  dem  Integrale 

1 


/, 


ät 


l/f(l_t)(l_(l_0,t) 
ö 

nur  durch  einen  constanten  Factor  unterscheiden  kann.    In  der  T 

ergieht  sich  aus  der  zweiten  der  Gleichungen  (6)  durch  die  Substitut 

1 


j  y*^'— i)(i— (1— 0)«') 
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Vir  wählBn  die  Vorzeichen  so,  dass 

i 
10)  2K\is)  =  f  ^* =  2^(1  -  0) 

0 

ii,  dann  haben  wir  also 

limZ'W=^(0)  =  f, 
nd  folglich 

u)     7r'(.)  =  jr(i-.)  =  f«,,  =  |-j?(i-, -1,1,1-.), 

3  ist  demnach,  wie  wir  verlangten,  für  em  reales  zwischen  0  und  1 
elegenes  e  auch  K'  real  positiv. 

49.    Fundamentalsubstitutioneii  der  Legendr e*sob.en  Differential- 
gleioliiing.     Darstellxing  von  K  nnd  K'^  diirob.  die  canonisohen 
Fundamentalfiysteme. 

Wenn  wir  uns  K'(e)  durch  das  Fimdamentalsystem  w^^,  u^^  dar- 
Bstellt  denken 

)  gelangen  wir  zu  einer  interessanten,  zuerst  von  Legendre  gegebenen 
lUtwickelung  dieses  Integrals  in  der  Umgebung  von  e  =  0.    Es  ist 

.3)         2Z'(;^)  =  -  /  ^^  :  =  -    f—=J^=, 

Jy^l-x){x-z)  J  ya:{x  —  l){z-x)' 

1  1 

itzen  wir  also 

z  « 


-4 


-/i 


1/33(0;  —  1)  (jef  —  öj) 


dXj      jß 


yx{x  —  zy 


)  ist 

4)  2K'(ß)-- {A-\-B). 

urch  elementare  Rechnung  ergiebt  sich 

js = log  (1  - 1/1=^  -  log  (1  +  ]/r^i^ , 

id  wenn  wir  in  der  Umgebung  von  jsf  =  0  entwickeln, 

B 2  log  2  +  "^{0)  4-  log  0, 

0  '^{0)  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  0   fortschreitende 
eüie  bedeutet,  die  für  0  =  0  verschwindet.     Das  Integral  A  reducirt 
ßh  für  ^  =  0  auf 
0 


/(i+yrJ^)yi^°-^l°g^. 


Sohlesinger,  Dliferentialgleiohuugen,  II. 


81 


li' 


Vi 


i^ 


<-^ 
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-;.  so  dass  sicli  also 

'^  lim  (J.  +  B  —  log  ^)  =  —  4  log  2 

*=o 

■und  demnach  mit  Rücksicht  auf  (14) 

(14a)  lim(2j:'(Ä)H-logg)  =  41og2 

ergiebt.  Addiren  wir  nun  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (12)  log  & 
hinzu  und  setzen  dann  j»  =  0,  so  erhalten  wir  zufolge  der  Darstellung 
von  w^i,  Wo2 

(15)  4  log  2  =  c,  +  (Cg  +  1)  lim  log  £;, 

3  =  0 

wenn  wir  in  dem  Ausdrucke  von  u^^  den  Werth  von  log  8  so  wählen, 
dass  derselbe  für  positives  s  zwischen  0  und  1  real  ist.    Aus  (15)  folgt 

c^  =  41og2,    C2  =  — 1, 

wir  haben  also  die  Darstellung 

(16)  2Z'(.)  =  41og2.w„,-t*„,, 

worin  jetzt  auch  w^g  eine  eindeutig  festgelegte  Bedeutung  besitzt. 
Zufolge  der  Gleichung  (10)  ist 

K{i)  =  K\l~,), 

wir  können  also  der  Gleichung  (16)  die  daraus  durch  Yertauschung 
von  »  mit  \  —  a  hervorgehende  Gleichung 

(16a)  2Z"(;ef)  =  41og2-Wjj— w^2 

an  die  Seite  stellen. 

Nun  ist  für  einen  Umlauf  von  ä,  der  den  Querschnitt  l^  einmal 
in  positivem  Sinne  überschreitet, 

, ,  folglich  haben  wir  nach  (9)  und  (16) 

und  daraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (2),  dass  wir  in  (8) 


Mj  ==  %iK 


zu  setzen  haben,  da  nach  (13) 


«,  =  8Z' 


zu  nehmen  ist.  Die  Gleichungen  (2)  liefern  dann  sofort  die  dem 
Umlaufe  um  ;»  =  1  entsprechende  Fundamentalsubstitution  von  K  und 
X'r,  wir  stellen  beide  Substitutionen  zusammen: 


(17) 
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Wir  geben  nun  noch  die  Darstellung  von  K  und  K'  durch  die 
Integrale  w^^,  u^^. 
Sei 

dann  wissen  wir  zunächst,  dass  bei  einem  einfachen  positiven  Umlaufe 
um  Ä  =  cx)  die  Integrale  K,  K'i  die  Substitution 

ör(j-ir=(-^-§) 

erfahren  müssen.    Andererseits   verwandeln   sich   w  ,,  m  „   bei   einem 
solchen  Umlaufe  in 

wir  erhalten  demgemäss  die  GHeichungen 

^^^^  I         /3  +  ^      =0. 

Filhren  wir  in  den  Integralen 

1  « 

die  G-rösse  —  als  neue  Integrationsvariable  ein,  so  ergiebt  sich 


JTW 


1 


Nun  ist  aber  (vergl.  die  GHeichungen  (1),  (8)  und  (9))  offenbar 

81* 
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1 


"  1 

und  ebenso  folgt,  -wenn  wir  in  (13)  und  (16)  an  Stelle  von  g  setzen  —, 

X 

X 

also 


Wir  finden  folglich 

X(.)=(£,f +.,2nog2)«^,-|-\„,, 

X'(£()i 2nog  2 .  «t„j  +  Y  «„a; 

d.  h.  es  ist 

y 2Uog2,     (J  =  |, 

und  da  die  Gleichungen  (18)  hiemach 

^==-4,    «  =  -|-  +  2.1og2, 

also  für  die  zu  bestimmenden  Vorzeichen 

«1  =  ~  1?     «8  =  1 
ergeben,  so  haben  wir  die  gesuchte  Darstellung 

K'(ß)i 2^1og2.M„, +4^^,. 


(19) 


250.  Differen.tiaIgleioh.mig  für  die  Feriodioitätsmodulti  des  eUiptisolieii 

Integrals  zweiter  Q-attung.   DarsteUtmg  der  Olassenbeziehung  zu  der 

DifferentialgleiolLmig  für  die  Periodioitätsmoduln  des  Integrals  erster 

Gattung.     Die  Legendre'sohe  Eelation. 

Indem  wir  nun  dazu  übergehen,  die  DilBferentialgleichung  für  die 
Periodicitatsmoduln  des  elliptischen  Integrals  zweiter  Gattung  als  Func- 
tionen  des  Moduls   n  =0  aufzustellen,  bemerken  wir,   dass  in   der 
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Litteratur    verschiedene    Normalmtegrale    zweiter    Gattung    betrachtet 
worden  sind. 

Legendre  hat  das  Normalintegral 

y^dy 


r     il-0y')dy       __     r  dy  __  ^     C       

J  1/(1- 2,2)  (i_V)      J  y(l-/)(l-V)  J  l/^-j/«)(l-*2/^) 

und  dem  entsprechend  als  Periodicitätsmoduln  die  Integrale 


r     {l-i!y^)dy  r      (l-gyg)dy 

y  y(i-y^(i-V)'  y  y(i-2/^)(i-./)' 


0 

die  sich  durch  die  Substitution 

2         1 

in  Integrale  von  der  Form 


2/.  HN       2/.  .\2 


f  =  —  Y    /  a;    ^  (a;  —  1)    ^  {x  —  g)^  dx 
verwandeln.    Für  dieselben  ist  also 

und  die  entsprechende  Differentialgleichung,    wie   sie  von  Legendre 
aufgestellt  worden  ist,  lautet  demnach 

Nur  hat  Legendre  hier  ebenso  wie  für  (L)  die  unabhängige  Variable 
so  dass  bei  ihm  die  Q-leichungen  die  Form  haben 

Spätere  Autoren  pflegten 


/, 


i/(r-2/')(i-V) 

als  Normaüntegral  zweiter  Gattung  zu  nehmen;  die  Periodicitätsmoduln 
desselben  sind  in  der  Form 
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^dx 


X    \x~l)    \x-g)    ' 

U) 
enthalten.    Man  hat  also 

und  somit  die  Differentialgleichung 

Wir  wollen  entsprechend  der  NormaLform  (I)  (Nr.  248,  S.  477) 
des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  die  von  Herrn  Fuchs  benutzte 
Normalform 

(n) .  r      ^'^'^ 

des  Integrals  zweiter  Gattung  zu  Grunde  legen,  die  sich  auch  den  Fest- 
setzungen, wie  sie  HeiT  Weierstrass  und  Riemann  für  die  hyper- 
elliptischen beziehungsweise  Abel'sehen  Integrale  getroffen  haben,  am 
besten  anpasst. 

Die  Integrale  der  Form 

u=  f        ^'^  ==   ß^ix-l)'\,-x)'^dx 

J  yx{x-i)ig-x)      J  ^         ^ 

genügen,  da 

ist,  der  Differentialgleichung 

Ton  der  wir  ebenso,  wie  von  den  beiden  vorhin  aufgestellten  Differential- 
gleichungen für  V  und  v  wissen,  dass  sie  mit  (L)  zur  selben  Classe 
gehören  muss.  Wir  stellen  zunächst  die  Beziehung  her,  die  u  mit  der 
abhängigen  Variabehi  u  von  (L)  verknüpft. 

Nach  der  m  der  Nr.  240  (S.  445  ff.)  dargelegten  Methode  haben 
wir  zu  diesem  Ende  die  Differentialgleichung  für 


aufzustellen.    Dieselbe  lautet,  da 


^(i)_    /  {z  —  x)^  dt 
J  yx{x~\) 


Pi        2'     ^2  —  Y;     S  — T 
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ist,  wie  folgt: 


<1-^) 


d^U(i) 


4-u^'^  =  o. 


Da  in  unserem  Falle  die  ganze  Function  g^^x)  einfach,  gleich,  x  ist,  so 
haben  wir,  nach.  Gleichung  (39)  der  Nr.  240  (S.  447), 

ü  =  gu  —  U^'^ 
Femer  ist 


J  yx{x-i){si—x) 


dz    » 


also  folgt 

wir  finden  also 
(20) 


U) 


de  ""        dä^ 


—  1 


2(2  — 1)ä 


(1) 


U^^^, 


(20a) 


U  =  ;8(M  -f  2e{8  —  1) 

Setzen  wir  nunmehr 

J  =8K  -\-  28{8  —  1) 


du 

dz  ' 

dK 
d0  ' 
dK' 


so   sind  die  so  definirten  Lösungen  von  (IT)  (vergl.  die  ö-leiohungen 
(7),  (13)) 

00  s 

xdx 


j i_  r       xdx  r  — —  C- 

~  2  Jyx{x-~i){x-z)'       ~'^J} 


yx{x — 1)(« — x) 
1  1 

die  den  K,  K'  entsprechenden  aliquoten  TheUe  von  Periodicitätsmoduln 
des  Integrales  (11)     Zwischen  den  vier  Grössen 

besteht  nun  eine  höchst  wichtige  Beziehung,   die  wir  jetzt  herleiten 
wollen. 

Buden  wir  die  Determinante  des  Fundamentalsystems  K,  K'  der 
Differentialgleichung  (L),  so  ist 

^■^  _  einlud 

_    Jz(l-z)    '  c 


K 


K 


■r  dK' 
dg 


=  c  e 


«(!  —  «)' 


wo  c  eine  Constante  bedeutet.    Um  diese  zu  bestimmen,  ersetzen  wir 
K,  K'  z.  B    durch  ihre  Ausdrücke  in  den  w^^,  w^j,  dann  kommt 

dUn 


n 


W   ""«Ol 

T~di' 
du. 


T        .  -^02     1        1  ""*oi         1    '''^'os 


—  «V 


«(1-0) 
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oder  nach  einfacher  Reduction 


(21) 

Nim  ist  aber 


Ol 


'oi  ~di 


s  —  l 


»^0  «=0 


wir  finden  also,  indem  wir  in  (21)  g  gleich  Null  nehmen, 

■a 

d.  h.  wir  haben  die  Gleichung 

(22)  x*^-ir'f=fj(^ 

Führen  wir  hierin  an  Stelle  von  s 

als  unabhängige  Variable  ein,  so  ergiebt  sich  die  von  Legendre 
fondene  Beziehung 

(22a)  .(i_4z^^-X'if]^-f. 

Aus  den  Gleichungen  (20  a)  folgt 

dK  ^        1         j  _        g         .g- 

d0~2«(s  — 1)  2Ä(iJ  — 1)       ' 

1  j, g 

2g(0  — 1)''  2«(g— 1) 

dies  in  (22)  eingesetzt,  liefert  die  gesuchte  Beziehung 
(23)  KJ'-JK'=^, 


die  wir  als  die  Legendre'sche  Relation  bezeichnen  woUen,  obwohl 
sie  der  Form  nach  nicht  ganz  mit  der  von  Legendre  aufgestellten 
Gleichung  übereinstimmt,  in  welcher  nämlich  an  Stelle  von  J",  J'  die 
Periodicitätsmoduln  des  Legendre'schen  Normaüntegrals  zweiter  Gat- 
tung (S.  485)  aufbreten. 


Fünftes  Kapitel. 

251.    Belationen  zwisolien  den  Feriodioitätsmoduln  der  byper- 
elliptlsclien  Integrale.    Die  naedenkainp-FtLOh.s*so]ie  Eelation. 

In  einer  Abhandlung  „Note  von  der  geodätischen  Linie  auf  einem 
EUipsoid"  (Crelle's  Journal,  Bd.  19,  S.  309  ff.)  bemerkt  Jacobi,  dass 
er  mit  Hülfe  einer  daselbst  auseinandergesetzten  „merkwürdigen  analy- 
tischen Substitution"  u.  a  „die  berühmte  von  Legendre  entdeckte 
Relation  •  ■  •  ■  auf  alle  Abel'schen  (will  sagen  hyperelliptischen)  Inte- 
grale ausgedehnt  habe".  Im  22.  Bande  desselben  Journals  hat  Haeden- 
kamp  eine  Relation  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  der  hyperellipti- 
schen Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  entwickelt,  die  wahrschein- 
lich mit  der,  die  Jacobi  im  Smne  hatte,  übereinstimmt  Herr  Fuchs 
hat  dann  im  71  Bande  der  erwähnten  Zeitschrift  die  Hae den kamp 'sehe 
Relation  von  einem  Fehler  gereinigt  und  in  neue,  elegante  Form  ge- 
setzt, indem  er  sich  einer  Methode  bediente,  von  der  diejenige,  die 
wir  zur  Ableitung  der  Legendre 'sehen  Relation  benützt  haben,  eine 
specieUe  Anwendung  darstellt. 

Betrachten  wir  nämlich  wie  in  der  Nr.  247  die  Differentialgleichung 
(E),  der  die  Periodicitätsmoduln  des  hypereUiptischen  Integrales  erster 

Gattung 

/; dx 
y{^  —  ad      (^  —  O  (^  -  ^) 
Genüge  leisten,  so  stellen  z.  B.  die  Integrale 


(»1  =  0  mod  2] 


W„  ..  ,  .  =    /     ,  (x  =  0,l,       m-1), 


da 


wo  der  Gleichmässigkeit  wegen  8^%  gesetzt  wurde,  ein  Fundamental- 
system  von  (E)  dar,  und  es  ist  folghch  die  Determinante  dieses  Funda- 
mentalsystems 


"Ox 


/k  =  1,2,        vi         \ 
V  =  0, 1,        m  —  1/ 


=  -D Kl,  Mo3,    •  •  u^J  =  const.  e  ^     ^"'^'^ 
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WO  nacK  GHeichmg  (7)  der  Nr.  247  (S.  473) 

ist,  so  dass  also  , 

'  .  const, 

(24)  J5(Moi,  %i,  '  •  •  Wo  J  =  [Pjg)-]^-^ 

gefanden  wird. 

Nun    gehören    die   Differentialgleiclnmgen   (W'),    die    durch    die 

Periodicitätsmoduln  der  Integrale 


J  Yis- 


^'^^  a  =  l,2,     -m-l) 


befriedigt  werden,  nach  dem  Theoreme  der  Nr.  247  (S.  475)  mit  (E) 
zm'  selben  Classe-,  es  ist  also: 


U)  d"'--\ 


wenn  wir  setzen 

/; dx 
y{x-a^)  •   {x-aJix-8)' 

und  durch  ^xof  '''xif  "  '  '^x  m-i  g^'^^^®  wohlbestimmte  rationale  Func- 
tionen von  0  bezeichnen.  Setzen  wir  m  (25)  der  Reihe  nach  für  ?*„  die 
Integrale 

^i;  «*oa?  •  •  •  hm 

und  bezeichnen  die  entsprechenden  auf  den  linken  Seiten  stohonden 
Integrale  von  (E^  ^)  durch 


a^dx 

y{x  —  ßg)  (aj  —  aj 


=  (x  =  l,  Ü,        m), 


so  können  wir,  da,  wie  leicht  zu  beweisen  ist,  die  Determinante 

\^Xk\  (^''«  =  1'2,       m-l) 

nicht  identisch  verschwindet,  die 

Ox  Ox 

dz   '  '  '  '     ^2"»-i 
als  lineare  homogene  Functionen  der 
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mit  in  g  rationalen  Coefficienten  ansreclinen.    Tragen  wir  diese  Wertlie 
in  die  Determinante  auf  der  Knien  Seite  von  (24)  ein,  so  ergiebt  sich 

B{8)\u,  I ^H^ 

/2  =  0, 1,        m—l\ 
^K  =  l,2,        m      ) 

WO  B,{z)   eine   rationale  Function   bedeutet.    Herr  Fuchs   zeigt  nun 

zunächst,  dass  ^(ß)  sich  von 

const. 


nur  durch  einen  numerischen,  d.  h    von  den   a^,  a^,  •  •  •  a , ,  5   unab- 
hängigen Factor  unterscheidet  und  findet  dann  durch  Speciahsirung 


m  m 


(26) 


W;ix    = 


(-1)*(2«)' 


1   8       (wi  — 8)(m  — 1) 


/A  =  0, 1,       m  — 1\ 
U  =  1,S,       m      } 

Dies  ist  die  gesuchte  Relation;   für  w  =  2  reducii-t  sie  sich  auf  die 
Legendre'sche 


/dx  r  dx 

■\/x{x-l){x-e)    J  yx(x-l)^ 


l)(a;-^) 


1  i 

/'  xdx  r  xdx 

■yx{x—l){x—e)    J  yx{x  —  l){x  — 


«) 


2m, 


0  1 

die  mit  unserer  Grleichung  (23)  übereinstimmt,  wenn  man  die  hier  be- 
nutzten Integrale  durch  die  K,  K',  J,  J'  ausdrückt. 


252.  DifferentialgleiolLTing  für  die  FeriodioitätsmodTiln  der  hyper- 
elllptisolien  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  vom  Bange  Zwei. 
Fundamentalsubstitutionen.     Beduotibilität  der  zweiten  Assooürten. 

Für  die  Theorie  der  hyperelliptischen  Functionen  ist  die  Relation 
(26)  von  geringerer  Wichtigkeit  als  gewisse  andere  Beziehungen  zwischen 
den  Periodicitätsmoduln,  die  Herr  Weierstrass  entdeckt  hat  und  von 
denen  wir  schon  wiederholt  andeutiingsweise  gesprochen  haben.  Wir 
wollen  in  dem  (nächst  dem  Falle  des  elliptischen  Integrals)  einfachsten 
Falle  w  ==  4  diese  Relationen  herleiten,  indem  wir  uns  einer  Methode 
bedienen,  die  Herr  Fuchs  angegeben  hat,  und  bei  welcher  sich  die 
gedachten  Relationen  als  Consequenzeu  aus  dem  Fuchs 'sehen  Satze 
der  Nr.  230  (S.  403)  ergeben. 

Die  Differentialgleichung,  der  die  Periodicitätsmoduln  des  hyper- 
eUiptischen  Integrals  erster  Gattung 
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/'  dx 

d  li.  die  Integrale  von  der  Form 


} 


/'  dx 

—        -■  ■ — -^ 

y{X  —  a{)  ix  -  ßg)  (X  —  C/g)  (X  —  6*4)  (g  -  x) 


Genüge  leisten,  lautet  zufolge  der  Gleichung  (7)  der  Nr.  247  (S.  473), 

wenn  wir 

(2)  P^(x)  =  {x  —  a^{x  -  a^){x  -  a^){x  —  aj  =  ^(a;) 

setzen,  wie  folgt: 

(B)  -  ^ W  ^"  +  3^' W  ^:  +  ¥  *"«  '-^  +  4  *'"'»  Ts 

Die  Integrale 


-/, 


xdx 


_    y'V>(a;)(Ä-a;)' 

unter  denen  die  Periodicitätsmoduln  des  zweiten  von  (1)  nniibhängigen 

Integrals  erster  Gattung 

/'      xdx 
■|/'j/>(a;)(Ä-aÖ 

enthalten  sind,  befriedigen,  wie  wir  wissen,  eine  Differentialgleichung, 
die  mit  (E)  zur  selben  Olasse  gehört;  wir  wollen  den  Ausdmck  von  11 
durch  u  und  seine  Ableitungen  herstellen. 
Es  ist  zunächst  (vergl.  Nr.  240,  S  447) 

(3)  yx  =  8u-  yX^'\ 

wenn  wir  sefaen 

{b  —  x)  dx 


U<^'=  f- 


yip{X){B  —  X) 

Da  fttr  dieses  letztere  Integral  |  den  Wei-th  y  hat,  so  genügt  dasselbe 
der  Differentialgleichung  (Eg),  deren  CoefBcienten  nach  der  Formel  («) 
der  Nr  247  (S.  473)  wie  folgt  lauten: 

also  haben  wir,  da 
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ist,  für  11^^^  den  Ausdruck 

und  folglicii  nach  (3) 

/■A\        .  V  1     ,(8)/  \\  o   ,'1/  \  ^'^  16    ,  '/   \  <2^W  8     ,  ^  ^  d^M 

(4)     u==L^-y^^^W>-3V;  (^)d7-Y^W^-T^W^- 

Zufolge  des  Fuchs'schen  Satzes  der  ISTr.  230  (S.  403)  ist  die 
zweite  associLrte  Differentialglöicliung  von  (E)  reductibel.  Wir  können 
dies  mit  Hülfe  der  Fundamentalsubstitutionen  von  (E)  in  folgender 
Weise  verificiren 

Betrachten  wir  das  FundamentaJsystem 


^-/l 


dx 

(x  =  l,2,8,4) 


A  = 


|/i/»(a!)(Ä  —  x) 

s 

von  (E),  so  lauten  nach  den  Formeln  (12)  der  Nr.  247  (S  474)  die 
Fundamentalsubstitutionen  für  dasselbe: 

©2^1  ==«^1  + 2^2;    0s^a  =  '^'2;  03^8  =  ^3  — 2«;g,    Ög«^  =  v,  — 2^2, 

08^i  =  ^i  +  2«8;    Ö3«2  =  Ü3  +  2t;3,    %v^  =  v^,  Q^v^  =  v^-2v^, 

d  h.  wir  haben 

10    0    0 

—  2100 

—  2010 
.—  2    0    0    1 

/l    0 

^«  ~  1 0  0 

\0    0    - 

Hieraus  finden  wir  sofort  die  entsprechenden  Fundamentalsubstitutionen, 
die  zu  dem  Fundamentalsysteme 

^2<  —  "3<  =  «^4^      ^2<  —  '^4<  =  «'s  ;       '^3^  —  «^4<  =  «'s 

der  zweiten  Assocürten  von  (E)  gehören,  indem  wir  gemäss  dem 
Satze  der  Nr.  168  (S.  130)  die  zweiten  Associirten  der  Substitutionen 
A^,  A^,  A^,A^  bilden.  Bezeichnen  wir  dieselben  durch  B^,  B^,B^,B^, 
so  ist  also 


494  XII    Theorie  der  Euler'sohen  TrajiBfonnirten.   Kapitel  5. 
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1, 
Der  blosse  Anblick  dieser  Substitutionen  lehrt,  dass  das  Integral 

(5)  rö     =     ©1     —     ajg     +      OJg     +      (ö^     —     CJj.      +      (ög 

der  zweiten  Associirten  von  (E)  bei  den  Umläufen  von  ;S  um  die  singu- 
lären  Punkte  a^,  a^,  a^,  a^  ungeändert  bleibt;  cö  ist  also  eine  eindeu- 
tige Function,  und  da  die  Differentialgleichung  (E)  zur  Fuchs 'sehen 
Classe  gehört,  rä  also  keine  Stelle  der  Unbestimmtheit  besitzen  kann, 
so  ist  es  eine  rationale  Function  von  0  Damit  ist  die  Reductibilität 
der  zweiten  Assocürten  von  (E)  direct  in  Evidenz  gesetzt. 

Zwischen  den  ro^,  Og,  •  •  •  (o^  besteht  überdies  die  in  der  Nr.  170 
(S.  139)  aUgemein  abgeleitete  identische  Beziehung  (y) 
(6)  0,030  —  030)5  + 0330^  =  0. 

Bezeichnen  wir  die   den  Integralen  v^,  v^,  v^,  v^   entsprechenden 
Lösungen  der  Differentialgleichung  für  u  durch 


K  = 


=/i 


xdx 


']/ip{x){0  —  x) 


(«  =  1,3,3,4) 


und  untersuchen  die  Differentialgleichung  sechster  Ordnung,    der  die 
Ausdrücke 

(7)  «  t)^  —  V^'O^  (»,  X  =  1,  2,  8,  4,  .  <  X) 

Genüge   leisten,    so   wissen   wir  nach    den  Ergebnissen   der   Nr    174 
(S.  154),  dass  diese  Differentialgleichung 


(8) 


+  X,{d)\o  =  0 


mit  der  zweiten  Associirten  von  (E)  zur  selbeü  Art  gehören  muss.  Sie 
gehört  aber  offenbar  mit  dieser  zweiten  Associirten  sogar  zur  selben 
Classe;  denn  da  die  Differentialgleichung,  der  u  genügt,  mit  (E)  zur 
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selben  Classe  gehört,  stimmen  die  singulären  Stellen  der  ö^,  ög,  tig,  ü^ 
mit  denen  der  v^^,  v^,  v^,  v^  überein;  die  Differentialgleichung  (8)  kann 
denmach  keine  anderen  -wesentliclien  singulären  Stellen  haben  wie  die 
zweite  Associirte  von  (E),  d.  h.  keine  anderen  als  die  Stellen 

«i;   ^2;   S»   «4=;   '^' 

Da  die  zweite  associirte  Differentialgleichung  von  (E)  reductibel 
ist,  so  ist  auch  die  ganze  zweite  associirte  Art  der  durch  (E)  bestimmten  | 

Art  reductibel;  die  Differentialgleichung  (8)  ist  also  jedenfalls  reductibel.  * 

Dies  folgt  auch  schon  daraus,  dass,  wenn  wir  setzen 

Va  — ^a^  =  »i'iJ    ^i\--^s\='^„    Vi  — Vi  =  "'s;  / 

das  dem  Integrale  m  der  zweiten  Assocürten  von  (E)  entsprechende 
Integral  )■ 

tö  =  »1  -  tüg  +  lüg  +  tu^  —  tOß  -I-  We  i 

von  (8)  offenbar  auch  eine  rationale  Function  von  s  sein  muss.  , 

Wir  werden    beweisen,    dass    dieses  Integral   jö  von  (8) 

identisch  verschwindet,  so  dass  also  (8)  in  Wirklichkeit  nicht 

von  der  sechsten,  sondern  nur  von  der  fünften  Ordnung  ist. 
Zu  dem  Ende  stellen  wir  uns  zuvörderst  die  Entwickelungen  der 

Integrale  von  (E)  in  der  Umgebung  der  singulären  Stellen  her.  :- 

I' 
253.    Entwickelungen    für   die   Lösungen  der  Dififerentialgleiohung, 
der  die  Periodioitätsmoduln  des  Integrals  erster  Gattung  genügen,  ^ 

in  der  Umgebung  der  singulären  Funkte. 

Nach  den  allgemein  für  die  Tissot-Pochhammer'sche  Differen- 
tialgleichung gefundenen  Resultaten  (Nr.  243,  S.  456)  sind  die  Wurzeln 
der  zu  8==a   gehörigen  determioirenden  Fundamentalgleichung  von  (E) 

0,    1,    2,    0  (x  =  l,2,8,4), 

und  (S.  453)  das  Integral  v^  gehört  zum  Exponenten  0.  Aus  der 
Form  der  Fundamentalsubstitutionen  Ä^  folgt  demgemäss,  dass  die 
v.jV^yV^,  v^  für  jeden  der  singulären  Punkte  a^,  a^,  a^,  a^  als  ein 
canonisches  Fundamentalsystem  aufgefasst  werden  können,  und  dass  in 
der  Umgebung  von  e  =  a^ 

«8  =  ^i3(^  I  «1)  -  ^-  i°g  (^  -  ^1) '    ^^  =  ^i*<^^  I  ^J  -  S;  i°s  (^  -  "1)'  '' 
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in  der  Umgebung  von  «^  =  cSg 

^  ==  ^ax (^  I  «a)  +  ^^  log  (^  —  ^3);        ^2  =  ^saC^  I  ^=^2); 

in  der  Umgebung  von  0  =  a^ 

^8  =  ^8» (^  I  «s);  ^*  =  ^3.(^  I  «a)  -  ?» log  (^  -  «3); 

in  der  Umgebung  von  e  ==  a^ 

«3  =  ^dsC^  1  «^4)  +  ?^  log  (^  -  ^4);       ^4  =  ^44(^  I  «4) 
sein  muas,  wo  die  ^^^  gewöknlicbe  Potenzreibeu  ihi-er  Argumente  be- 
deuten, und 

5p,^(aja,),     «ßaaKI«^,     ^ssKl^g)^     ?^i(«4l«4) 

jedenfalls  von  Null  verschieden  sind 

Um  die  Darstellung  in  der  Umgebung  von  äi  =  00  zu  finden,  be- 
merken wir,  dass  die  v^,  ■üg,  v^,  v^  bei  einem  Umlaufe  um  ^  =  cx)  die 
Substitution 

l     _2    2    —2 

(9)  ^,=A-^v^r-4r=l  o  Ip  ?  I9  l==(o 


2—2    1—2 
^2    —2    2    —3, 

erfahren.    Die  zugehörige  Fundamentalgleichung 

|a^—  d^^a)|  =  0  (<,x  =  l,  2,3,4) 

hat,  wie  man  sofort  übersieht,  die  Wurzel    , 

o  =  —  1, 

und  das  System 

(««  —  <^ix  (—!■))  (^.''  =  1,2.8.^) 

ist  vom  Range  1.    Das  System 

(0000^ 
0000 
0    0    0    0. 


(/,x=l,3,  3,4) 
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ist  vom  Range  Null  und  das  Gleiche  gilt  von  allen  folgenden  Potenzen. 
In  der  Bezeichnung  der  Nr  37  (Bd.  I,  S  124  ff)  ist  also 

^a  =  -^>    ^«i=-«»«i  =  3;    ^^«2  =  4,     r^3  =  4,  ....  . 

Es  muss  folglich  03  =  —  1   eine  vierfache  Wurzel  der  Fundamental-  | 

gleichung  sein  (A  =  4),  und  da  femer 

ist,  so  besteht  das  canonische  Fundamentalsystem  für  0  =  (X)  nach  der  ? 

in  der  erwähnten  Nummer  aufgestellten  Regel  aus  einer  Gruppe  von  | 
zwei  Elementen  imd  zwei  Gruppen  von  je  einem  Elemente. 

Das  Integral  '      -^ 

wird  sich  bei  einem  Umlaufe  um  0  =  cx>  mit  —  1  multipliciren,  wenn  ^ 

(10)  c^^c^+c^  +  c^^O  ) 

ist,   und  es  giebt   drei  hnear   unabhängige  Integrale   von   dieser   Be-  '■ 

achafPenheit,  die  also  in  der  Umgebung  von  ;»  =  00  in  Reihenform 
darstellbar  sind.  Ein  viertes  Integral  enthält  in  der  Umgebung  von 
;B  =  00  einen  Logarithmus.  Diese  Resultate  gelten  nicht  nur  für  die 
Differentialgleichung  (E),  sondern  auch  für  jede  mit  (E)  zur  selben 
Art  gehörige  Differentialgleichung. 

Bestimmen  wir  nach  der  Regel  der  Nr.  59  (Bd  I,  S.  211)  die  zu  | 

g  =  cx>    gehörige   detenninirende  Fundamentalgleichung   von   (E),   so 
lautet  dieselbe 
?(9+l)(P+2)(^+3)-129((,+l)(^+2)+Y9(9+l)-30(,+  ^=0; 

ihre  Wurzeln  sind 

J_      £      _L      A 
2  '     2  '     2  '     2  » 

also  gehören  zu  den  Exponenten  y,  ^j  y  ^  Reihenform  darstellbare  ". 

Integrale  und  zum  Exponenten  —  noch  ein  mit  Logarithmen  behaftetes. 

3 

Das   zum    Esiponenten   —   gehörige   und    in   Reihenform   darstellbare 

Integral  können  wir  durch  em  ähnliches  Verfahren  erhalten,  wie  in  der 
Nr.  245  (S.  463)  das  daselbst  betrachtete  Integral  ü 

Bei  der  durch  die  Fig  16  (S.  498)  angedeuteten  Lage  stellt  sich 
das  Integral 

erstreckt  über  eme  um  die  Punkte  is  und  a^=  00  heramgelegte  Doppel- 


schleife 

Schlesinger,  Diffeientlalglelohungen    IJ.  32 


Vo«6\'  =  (°^J^)' 
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wie  folgt  dar: 
oder,  da  ja 


Mg  =  Wj  —  Wg  +  Wg  —  U^, 
dx 


yip{x){B—x) 

z 

ist,  das  Integral  erstreckt  auf  directem  Wege,   d.  h.  in  der  durct  die 
Schnitte 

h'  h'  h)  hf  h 
zerschnittenen  Fläche,  so  haben  wir 

f\f\  p        dx  r         äx  , 

(11)        V.  =  —  /  =  =   /  ■  =  ==  V,  —  V.,  -\-  v^  —  V 

^      "        Jyipix){is-x)    J  yip{x)iz-x)      ^      '^  ^      !• 


Hieraus  erkennen  wir,  dass  das  Integral  v^  als  Element  des  za  e  ==  oo 
gehörigen  canonischen  Fnndamentalsystems  angesehen  werden  kann 
denn  die  Bedingung  (10)  ist  für  dasselbe  erfüllt.  Nach  der  Methode 
der  Nr.  242  (S.  453)  können  wir  auch  leicht  die  Entwickelung  von 
v^  m  der  UmgebiiDg  von  0  =  c»  angeben. 

Denken  wir  uns  nämlich  §  und  ;S  in  der  Umgebung  von  a;  =  00 
gelegen,  so  können  wir  in  u^  den  Integranden  nach  faUenden  Potenzen 
von  X  entwickeln.    Sei 

dann  haben  wir 
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1 


{a  —  x) 


und  wenn  vidr  die  Substitution 

—  =  — 

X  s 


machen,  wodurch  sich  das  über  die  Doppelschleife  (oo,  n)  erstreckte 
Integral  in  ein  über  die  Doppelschleife  (0,  1)  der  i-Ebene  erstrecktes 


verwandelt^  welches  sich  in  der  Form 


(» 

f{i-X) 

1       x-+^ 

1 

2 

—  dx  =  - 

-4i 

b(v 

+ 

S 

2  ' 

darstellen  lässt, 

SO  ergiebt 

sich 

und  folglich 

«5  =  - 

_1    »   A 

r=0 

t**,E 

8 
2  ' 

1\ 
2. 

45..BI 


'^-'  2 — ? — 


r=0 

Nun  ist  aber  (vergl   Nr.  244,  S.  462)  für  positiv  ganzzahliges  v 

B(P  +  v,q)  =  (^+,)(^  +  2  +  i)      (^p  +  S  +  ^-i)  ^^^'  ^)' 
also  hat  man 

rLj-  ^      ^"i        1   8       2^^+lp/l      i\ 

und  da 

(1     i\_^(t) 
^VT'YJ- "TOT"" 

ist,  so  finden  wir  endlich 

V      /  6  ^^  2    4         2v  -\-2   gV 

Q 

Dies  ist  also  das  zum  Exponenten  ^  gehörige,  in  Reihenform  darstell- 
bare Integi-al;  wir  wollen  die  Bedeutung  desselben  für  die  Theorie  des 
Integrals  erster  Gattung  (1)  (S.  492)  hervorheben,  um  dadurch  gleich- 
zeitig auch  die  übrigen  Elemente  des  zu  je  =  oo  gehörigen  canonischen 

32* 
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Fundamentalsystems  in  der  für  nnseren  Zweck  bequemsten  Form  zu 
erhalten. 

Denken  wir  uns  in  übliclier  Weise  die  zu  dem  hyperelliptischen 
Gebüde 

(13)  s^==(0  —  x)  (pc  —  aj  (x  —  ttj)  (^x  —  ög)  (x  —  aj 

gehörige  zweiblättrige  Riemann'scbe  Fläche  construirt,  indem  wir  e 
mit  a,,  a.  mit  a^  und  a,  mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  durch  Ver- 
zweigungsschnitte  verbinden,  längs  deren  dann  die  beiden  Blätter  sich 
in  einander  fortsetzen.  Diese  fünffach  zusammenhängende  Fläche  (p  =  2) 
werde  nach  dem  Vorgänge  von  Riemann  durch  das  in  der  Figur  17 
gezeichnete  System  der  vier  Querschnitte  a^,  a^,  6^,  6g  in  eine  einfach 
zusammenhängende  zerschnitten.    In  dieser  letzteren  sind  dann  die  zu 


Mb  17 

dem  vorgelegten  hyperelliptischen  Grebilde  gehörigen  Integrale  erster 
und  zweiter  Gattung  eindeutige  Functionen  des  Ortes.  Bezeichnen  wir 
mit  51[j,  %^,  S8j,  SBg  die  Periodicitätsmoduln,  die  das  Integral  (1)  be- 
ziehungsweise an  den  Querschnitten  o^,  ^s^'^ip  ^a  besitzt,  d.  h.  die 
(constanten)  Differenzen  zwischen  den  Werthen  des  Integrals  am  posi- 
tiven und  am  negativen  Ufer  des  betreffenden  Querschnittes,  so  stellen 
sich  dieselben  durch  die  in  der  zerschnittenen  Fläche  zwischen  den  ein- 
zelnen Verzweigungspunkten  hin  erstreckten  Integrale  in  folgender 
"Weise  dar  (vergl.  z.  B.  Prym  „Zur  Theorie  der  Functionen  in  einer 
zweiblättrigen  Fläche",  Zürich  1866,  S.  7  ff.): 


(14) 
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'         Jl/i^(a;)(«-a;)'  ^         J  yip{x)(s-x) 

Wir  haben  also 

S,  =  2(.,-«3). 
Zufolge  der  GHeichung  (9)  erleidet  das  Fimdamentalsystem 
(15)  21,,   S„   %,   SS, 

von  (E)  bei  einem  Umlaufe  von  g  um  den  unendlicb  fernen  Punkt  die 
Substitution 

/  — 1         0         0         0\ 
n«^  /  -2    -1         0         0\ 

(^®)  0      0-1      oh 

\     0         0         0    —1/ 
es  ist  also  (15)  ein  zu  8  =  <X)   gehöriges  canonisches  Fundamental- 
system, und  zwar  bilden  2tj,  99,  die  eine  zweielementige  Gruppe,  2t j,  SBg 
die   beiden   einelementigen    Gruppen.     Wir  haben   demnach   die  Ent- 
wickelungen 


_  1 


3 

—  1 


wo  ^,,  ^2,  ^g,  S^^  gewohnliche  Potenzreihen  von  z  bedeuten,  von 
denen  jedenfalls  ^,  fiii-  g  =  oo  nicht  verschwindet.  Es  ist  nämlich 
nach  Gleichung  (12) 

1  1 

(17)  lim  ;e'  21,  =  lim  ^J^)  =  2]img\^  =  2%i. 

Bemerken  wii^  noch,  dass  zufolge  der  Entwickelung  (12)  der  Nr.  242 
(S.  453)  m  der  Umgebung  von  a^ 
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(18)        f,— «j;.>.s°/r^(^-a/ 

gefunden  wird,  wo  die  d^  durch  die  Gleichung 

definirfc  werden,  so  dass  also 

und  demgemäsa 

(19)  lim  v^  =  —  jt^' (a^)    ^         {x=i,2,fl,4) 
ist. 

254    Entwickelungen   für   die   Lösungen    der   Differentialgleichung, 

der  die  Periodioitätamodula   des   anderen.  Integrals  erster  Gattung 

genügen,  in  der  Umgebung  der  singulären  Punkte. 

Da  die  Differentialgloichung  für  u  mit  (E)  zur  selben  Classe  ge- 
hört, gelten  für  die  ö^,  üg,  ög,  ö^  im  Wesentlichen  die  analogen  Ent- 
wickelmigen  wie  die,  welche  für  v^^,  v^,  v^,  v^  gefanden  wm-den.  Die 
Grleichung  (4)  der  Nr.  252  (S.  498)  gestattet  mis  die  betreffenden  Ent- 
wickelungen unmittelbar  anzugeben. 

Für  die  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Stellen  können  sich 
die  Exponenten,  zu  denen  die  Ö^,  ög,  ög,  b^  gehören,  von  den  ent- 
sprechenden Exponenten  der  v^,  v^,  v^,  v^  nm*  um  positive  ganze 
Zahlen  unterscheiden,  da  die  Coefficienten  der  rechten  Seite  von  Glei- 
chung (4)  ganze  rationale  Functionen  sind.  Wir  haben  also  in  der 
Umgebung  von  a 

wo  die  O^^,  D^g,  O^g,  Q^,^  gewöhnliche  Potenzreihen  von  s  —  a^  be- 
deuten, und  s^^  gleich  -f  1  oder  —  1  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  x 
kleiner  oder  grösser  wie  X  ist  Die  Entwickelung  von  ü^  ergiebt  sich 
aus  der  Gleichung  (12)  der  Nr.  242  (S.  453)  ähnlich  wie  oben  die 
Entwickelung  von  v    in  der  Form 

(20)  ,.  =  -.2'^^#T^;-'-(.-aJ'        (.=.AM,, 

r=0 
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wo  jetzt  die  s^  durch  die  Gleichung 


1 


definirt  sind;  es  ist  also 


(21)  Hm  t3^  =  —  7cay(a^) 


Bedeuten  ?[/,  93/,  ST/,  Sj'  die  Periodicitätsmoduln   des  Integrals 
erster  Gratkmg 


/'      xdx 


(22) 


■X) 

an  den  Querschnitten  0^,  B^,  Qg,  6g,  so  ist  gemäss  den  Grleichungen  (4) 
und  (14) 

f?r;=2(ö,-Ü3  +  üg-öj, 
;=2(0g-o^), 

[iÖg'=2(Dg-Ö3)-, 

um  die  Entwickelungen  dieser  Integrale  in  der  Umgebung  von  0  =  00 
aufeustellen,  greifen  wir  wieder  auf  die  Gleichung  (4)  zurück. 
Sei  in  der  Umgebung  von  ^5  =  00  entwickelt 

dann  ist,  da  die 

sr;,  s/,  2tg',  Sg' 

beim  Umlaufe  von  e  um  den  unendlich  fernen  Punkt  auch  die  Sub- 
stitution (16)  erfahren, 

WO  r  die  kleinste  der  Zahlen  r^,  r^,  r^,  die  O^,  Og,  O^,  D^  gewöhn- 
liche Potenzreihen  von  s~^  bedeuten.    Setzen  wir  für  einen  Augenblick 

und  sei  femer 

5ß.(T)  =  «„+*«.|+---. 
SO  haben  wir  nach  (4)  die  Gleichungen 
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+  ^1-|  +  [a)0)"*'(-fe  +  2)fe+l)?.*..  +  [7])> 

(x  =  l,8,4), 

WO  I  — J  Grlieder  andeutet,   die  jedenfalls  mit  z~    verscliwinden.     Die 
Entmckelung  auf  der  rechten  Seite  hat  also  die  Form 

Für  x  =  l  ist  also  r^  jedenfalls  positiv,  es  ist  aber  auch  für  x  =  '3,  4 

positiv,  da  für  Q^==y  ^^^  Factor  von  d^^  verschwindet.     Wir 
können  demnach 

nehmen,  so  dass  wir  die  Entwickelungen 

»x'-^'^D«(|)-ist;iog(l), 
s.'=«"^Q.(t) 

erhalten,  wo  D^  \^j  für  ä»  =  oo  jedenfalls  von  Null  verschieden  ist. 


Sechstes  Kapitel. 

255.  Die  Weierstrass'solien  Belationen  zwisolien  den  Feriodioitäts- 
modTilu  der  hypereUlptisolien  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung 

vom  Bange  Zwei. 

Wir  kehren  nunmekr  zur  Untersuclning  des  am  Schlüsse  der 
Nr  252  (S.  495)  aufgestellten  Integrals  tu  der  Differentialgleichang  (8) 
zurück,  von  welchem  vorläufig  nur  feststeht,  dass  es  eine  rationale 
Function  von  0  ist 

Denken  wir  uns  in  den  Ausdruck  von  tö  für  die  -ü^,  v^,  v^,  v^  und 
üj,  ög,  üj,  b^  ihre  Entwickelungen  in  der  Umgehung  der  Stellen 

C^U     %,    ^8,    «4J     °° 

eingesetzt,  so  müssen  sich  (wie  man  auch  direct  verifieiren  kann)  die 
mit  einem  Logarithmus  hehaffceten  GUieder  wegheben,  weil  xö  allenthalben 
eindeutig  ist.    Wir  erhalten  also  in  der  Umgebung  von  0  =  a^ 

X 

iÜ=^(^|aJ  (x  =  l,2,8,4), 

M 

wo  ^  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  andeutet,  und  in  der  Umgebung 
des  unendlich  fernen  Punktes 


»    . 


r^l). 


WO  auch  ^  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  vorstellt.     Die  Function  to 
ist  offenbar  in  der  Umgebung  jeder  von  den  Stellen 


«1;     %,    %}    <*4J     °° 


verschiedenen    Stelle    regulär,    sie   ist    also    allenthalben   regulär   und 
folglich,  nach  einem  bekannten  Satze  der  Functionentheorie,  constant. 
Da  sie  überdies  für  8  =  00  verschwindet,  so  ist  also,  wie  wir  behauptet 
hatten,  \ö  identisch  gleich  NuU. 
Wir  haben  also  die  Grleichung 

(24)  to,  -  tüg  +  ^3  +  tu,  -  ft),  +  tÜ3  =  0, 

und  die  Differentialgleichung  (8),  der  die  Ausdrücke  (7)  (S.  494)  Genüge 
leisten,  ist  von  der  fünften  Ordnung. 


(25) 
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Ehe  wir  weiter  auf  allgemeine  Ueberlegimgen  eingehen,  wollen 
wir  in  die  Ansdrücke  der  Xo^  an  Stelle  der  v^  und  ü^  die  Periodicitäts- 
moduln  9t,  93,  %',  93'  einföliren.  Es  ergiebt  sich  aus  den  G-leichungen 
(^14)  bezdehungsweise  (22) 

p.,  =  S8,  +  S8,-St„  2b,  =  Sö;+§8/-9l/, 

2,;^  =  93,  +  93,  +  9t,-?r„    2b,  =  S;+93/+9l,'-9t/, 
2.3  =  93,  H-  91,  -  9t„  2Ü3  =  93/  +  91/ -  91/, 

.2i;,  =  a3i,  2ö,  =  93/; 

bilden  wir  hiemach  die  Ausdrücke  (7)  (Nr.  252,  S.  494)  und  setzen 
die  so  gefundenen  Werthe  der  tr^  in  (24)  ein,  so  erhalten  wir 

(26)  91,93/-  93,91/+  9t,93/-  93,91/=  0, 

und  dies  ist  nichts  Anderes  als  die  von  Herrn  Weierstrass  entdeckte 
Relation  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  der  zu  einem  hyperellipti- 
schen Gebüde  gehörigen  Integrale  erster  Gattung  in  dem  Falle  p  =  2. 
Setzen  wir  noch 

9r,9I/-9t,9l/=a,    91,93/- 93,91/ =&, 

St^S3/-9r/S8,=  c,    91,93/- 93,91/=  cZ, 

^2«;-S9s5I/=ß,    50,93/- 93,58/ =  /■, 

so  verwandelt  sich  die  Relation  (26)  in 

(26a)  e  +  &  =  0; 

überdies  besteht  noch  zwischen  den  Integralen  a,  h,  c,  d,  c,  f  der  Diffe- 
rentialgleichung (8)  (S.  494)  die  der  Beziehung  (6)  entsprechende 
identische  Gleichung 

af —  he  -\-  cd  =  0. 
Die  Quotienten 

a^ hi      _c ^       d_ ^n        e  ^21 

6         ni'      a         «4'      a  m'      a  m 

liefern  dann  unmittelbar  die  Coefficienten 

der  quadratischen  Form 

(27)  h^y  +  2\^mn-{-by, 

die  in  den  Exponenten  der  Weierstrass'schen  Thetafunction  (vergl. 
Nr  206,  S.  295)  auftritt. 

Herr  Weierstrass  hat   ausser  der  Relation  (26)  noch   ähnliche 
Relationen  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  der  canonischen  Integrale 
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erster  und  zweiter  Gattung  aufgestellt;  wir  wollen  zeigen,  wie  auch 
diese  aus  demselben  Principe  hergeleitet  werden  können,  welches  uns 
die  Relation  (26)  geliefert  hat. 

Nach  dem  Theoreme  der  Nr.  247  (S.  475)  befriedigen  die  Periodi- 
citätsmoduln  irgend  eines  canonischen  Integrals  erster  oder  zweiter 
Gattung,  welches  dem  hyperelliptischen  Gebilde  (13)  entstammt,  eine 
Differentialgleichung,  die  mit  (E)  zur  selben  C  lasse  gehört.  Sei  allgemein 

(E)        ^„W^  +  ^,(.)^  +  ,p,(,)^  +  ,p,(.)^  +  y.(.W  =  0 

irgend  eine  Differentialgleichung,  die  mit  (E)  zu  derselben  Art  gehört, 
und  bedeute 

,        du   ,        d^u   ,        d^u 
»  =  V  +  »•.  57  +  »•.  ^  +  >■.  57 

die  Relation,  welche  die  abhängigen  Variabein  von  (E)  und  (E)  mit  ein- 
ander verknüpft.  Möge  ferner  w^,  w^,  w^,  w^  das  dem  Fundamental- 
systeme ^ij  «^2j  ^3,  «4  von  (E)  entsprechende  Fundamentalsystem  von  (E) 
darstellen,  dann  wissen  wir,  dass  die  sechs  Determinanten 

VW^ V^W^  (»,*!  =  1,3,3,  *,  f<x) 

eine  Differentialgleichung  sechster  Ordnung 

(28)  0„(«)^  +  o,W^  +  .-   +».WTr=o 

befriedigen,  die  mit  der  zweiten  Assooiirten  von  (E)  zur  selben  Art 
gehört.  Sei  ro  die  abhängige  Variable  dieser  zweiten  Assocürten,  dann 
ist  also 

(29)  ir=V  +  JJ,|f+    .    +-H,^, 

wo  die  i2p ,  JR^ ,  •  ■  B^  rationale  Functionen  von  z  bedeuten.  Bezeichnen 
wir  nunmehr  mit 

die  den  Integralen  oSj,  Og,  ■  •  •  a^  der  zweiten  Assocürten  von  (B)  ent- 
sprechenden Lösungen  von  (28),  so  dass  also  die  W^  nichts  anderes 
sind  als  die  in  bestimmter  Reihenfolge  genommenen  Determinanten 

so  ist  das  Integral 

von  (28)  mit  dem  Integrale  ra  (Gleich.  (5),  S.  494)  der  zweiten  Asso- 
cürten von   (E)   durch   die  Relation  (29)   verknüpft;    es   ist   also  W 
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ebenso  wie  rä  eine  rationale  Function  f{ß)  von  s.    D.  h.  wir  haben 

die  Gleicbung 

(30)  W,  -W,  +W,  +F,  -W,  H-TT,  =  /'W. 

Nelimen  wir  für  (B)  die  Differentialgleichung,  der  die  Periodicitäts- 
moduln  irgend  eines  zum  Q-ebilde  (13)  gehörigen  canonischen  Integrals 
erster  oder  zweiter  Gattung  genügen,  ao  liefert  uns  die  Grleichung  (30) 
eine  bilineare  Relation  zwischen  diesen  Periodicitätsmoduln  und  den 
entsprechenden  Periodicitätsmoduln  des  Integrals  erster  Gattung  (1). 
Analoge  Relationen  bestehen  offenbar  auch  zwischen  den  sechs  Deter- 
minanten zweiter  Ordnung,  die  wir  aus  den  Pundamentalsystemen 

f^i»  ««'s;  ^8^  ««'4^ 
{61}  l—     -      -     - 

irgend  zweier  mit  (E)  zur  selben  Art  gehöriger  Differentialgleichungen 
bilden  können;  auf  diese  Weise  ergeben  sich  also  die  sämmtlichen 
Wei er strass 'sehen  Beziehungen  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  der 
canonischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung. 

Die  Relation  (30)  wird  insbesondere  homogen,  wenn  identisch 

(32)  /■«  =  iJ,5  +  B,g  +  .    .  +  J{,g  =  0 

ist;  die  Differentialgleichung  (28)  ist  in  diesem  Falle  von  der  fünften 
Ordnung.  Da  die  zweite  Associirte  der  "durch  die  Differentialgleichung 
(E)  bestimmten  Art  reduotibel  ist,  so  muss  es  nothwendig  innerhalb 
derselben  Differentialgleichungen  von  niedrigerer  als  der  sechsten  Ord- 
nung geben.  Wir  haben  gesehen,  dass  die  Differentialgleichung  (8) 
eine  solche  von  niedrigerer  Ordnung  ist,  so  dass  also  in  dem  vorliegen- 
den Falle  der  algebraische  Typus,  den  die  Differentialgleichungen,  die 
durch  die  Determinanten  zweiter  Ordnung  des  Systems  (31)  befriedigt 
werden,  innerhalb  der  zweiten  associirten  Art  bilden  (vergl.  Nr.  174, 
S.  156),  auch  Differentialgleichungen  von  niedrigerer  Ordnung  enthält. 
Die  Coefficienten 

Eq,   i^i,  •  •  •  iSß 

der  Gleichung  (32)  hängen  nur  von  den  Coefficienten 

''oj  ^1?  *'s^  ''s 
der  zwischen  w  und  u  bestehenden  Beziehung  ab;  wenn  man  also  die 
rationale  Function  m  als  bekannt  ansieht,  so  stellt  die  Gleichung  (32) 
eine  Bediagungsgleichung  dar,  der  die  »•„,  r^,  r^,  r^  genügen  müssen, 
damit  die  Relation  (30)  homogen,  d  h  die  Differentialgleichung  (28) 
von  niedrigerer  als  der  sechsten  Ordnung  werde.    In  dieser  Form  hat 
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Herr  Fuchs  jene  Bedingungsgleichung  aufgestellt.  Anders  gefasst  kann 
man  sagen:  die  Gleichung  (30)  wird  dann  und  nur  dann  iiomogen 
werden,  wenn  die  Wurzeln  ^er  determinirenden  Fundamentalgleicliungen 
der  Differentialgleicliung_(E)  so  beschaffen  sind,  dass  die  Exponenten, 
zu  denen  das  Integral  W  von  (28)  gehört,  für  keinen  der  singulären 
Punkte 

a^,  ag,  ttg,  a^,  oo 

negativ  und  wenigstens  für  einen  derselben  wesentlich  positiv  sind- 
In  der  That  muss  dann,  vrie  wir  es  für  die  Differentialgleichung,  der 
die  Penodicitätsmoduln  des  Integrals  erster  Gattung 

xäcc 


A 


yip{x){B — x) 

genügen,  auseinandergesetzt  haben,  f(0)  verschwinden.  Sind  die  Ex- 
ponenten von  W  sämmtlich  gleich  Null,  so  ist  f(s)  constant,  kann 
aber  von  NuU  verschieden  sein. 

256.    Herleitung  der  Weierstrass'sohen  Belationen  aus  dem  Satze 
von  der  Vertausoliung  von  Parameter  imd  Argument. 

Die  in  den  vorhergehenden  Nummern  fiii*  die  Fälle  eines  hyper- 
elliptischen Gebildes  vom  Range  p  =  1  (elliptisches)  und  vom  Range 
p  =  2  nach  der  Methode  von  Herrn  Fuchs  entwickelten  Relationen 
zwischen  den  Penodicitätsmoduln  der  Integrale  erster  und  zweiter  Gat- 
tung wurden,  wie  vTir  bereits  (Nr  232,  S.  414)  bemerkt  haben,  von 
Herrn  Weierstrass  im  allgemeinen  Falle  eines  beliebigen  p  aus  dem 
Abel 'sehen  Satze  von  der  Vertauschung  des  Parameters  mit  dem  Argu- 
mente hergeleitet.  Wir  woUen  die  Weierstrass'sche  Methode  hier 
darlegen,  um  dann  an  dieselbe  eine  TIebersicht  über  die  Ergebmsse 
anzuknüpfen,  die  Herr  Fuchs  aus  der  Verallgemeinerung  des  Ver- 
tausohungssatzes  auf  Integrale  beliebiger  linearer  Differentialgleichungen 
für  die  Theorie  der  letzteren  gewonnen  hat 

Wir  halten  die  in  der  Nr.  282  (S  412  ff)  eingeführte  Bezeichnungs- 
weise fest,  setzen  also 

P^(x)  =  (x  —  a,)  (oc  —  a;)---{x  —  aj, 

nehmen  aber  jetzt  m  ungerade,  so  dass  a;  =  oo  eme  Verzweigungs- 
stelle des  hypereUiptischen  Gebildes 

(1)  ^  =  P^('=) 

ist.  Die  Punkte  a^^,  a^,  '  '  o-^n  (*^®  Herr  Weierstrass  als  reale 
Grössen  annimmt)  denken  wir  uns,  nach  Herrn  Fuchs  unter  einander 
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und  mit  a;  =  oo  durch  eine  continmrliclie  sich  selbst  nicht  durch- 
schneidende Cnrye  l  verbunden,  die  als  Querschnitt  gelten  soll.  Mögen 
nunmehr  a,  h  irgend  zwei  NuUstellen  der  Function  P^ix),  a,  ß  irgend 
zwei  Punkte  der  Curve  l  bedeuten,  die  so  beschaffen  sind,  dass  die 
Strecken  von  a  bis  a  und  von  &  bis  /3  keinen  Punkt  mit :"  einander 
gemein  haben 

Integriren  wir  dann  die  den  Yertauschungssatz  darstellende  Q-lei- 
chung  (10)  der  Nr.  232  (S.  413)  in  Bezug  auf  x  von  a  bis  a,  in 
Bezug  auf  g  von  &  bis  /3  beide  Mal  längs  der  Curve  l,  so  erhalten  wir 

(2)  f  ( ^^'    =  yYM  {    ^\  „_ 

J  J  i/^M]/Pi(ä)      ^    '^  V  (^-«)]/Pi(«) 

ab  i  ' 

a  ' 

Nehmen  wir  nun 

so  können  wir,  wenn  z.  B. 

(3)  ii-j-i<v<m 
ist,  die  oberen  Grenzen  a,  ß  so  wählen,  dass 

sei.    Dann  ist  nach  Gleichung  (2) 

(4)  f      f-^t^L^^o 

Wenn   dagegen  v -=  (i -\- 1   genommen  wird,   so   ist   der  Werth   des 
Integrals 

nicht  NuU;  wir  woUen  uns  die  Au%abe  steUen,  diesen  Werth  zu  be- 
rechnen. 

Setzen  wir 

so  verwandelt  sich  das  Integral  (5)  in 


S 


e     0 

__  r  r TJdxdz 
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Seien  nun  s,  t  zwei  veränderliche  Grossen  von  der  Bescliaffenlieit,  dass 
die  Punkte  c  —  s  und  c -{- 1  stets  auf  der  Curve  l  verbleiben,  und 
zwar  c  —  s  auf  dem  zwiscben  a  und  c,  dagegen  c-{-t  auf  dem  zwischen 
c  und  b  gelegenen  Theüe  dieser  Curve     Dann  ist,  wenn  wir 

c — *     c-{-t 

J   J  ypj^ypji) 

a  b 

setzen,  offenbar 

(6)  ;S  =  limfif'. 

Nehmen  wir  in  der  Gleichung  (2) 

«■=c  —  s,     ß  =  c  -\-  t, 
so  ergiebt  sich 

a  b 

Wir  machen  nun  in  den  beiden  Integralen  auf  der  rechten  Seite  be- 
ziehungsweise die  Substitutionen 

x  =  e  —  x',    g  =  c-\-  g' 

und  schreiben  dann  wieder  x  beziehungsweise  g  an  Stelle  von  x'  und  g'- 
wir  finden  auf  diese  Weise 

s  t 

^,^  ryp^{c^t)dx    _   ryp^{fi-s)de 

c — a  b — c 

Seien  tf,  x  feste  Werthe  von  s  beziehungsweise  t,  die  so  gewählt  sind, 
daas,  wenn  c  —  s  auf  l  zwischen  c  und  c  —  c,  und  c  -\-t  ebenfalls 
auf  l  zwischen  c  und  c-\-  t  liegt,  die  Ausdrücke 


durch  die  in  der  Umgebung  von  s  =  0  beziehungsweise  t  =  0  gültigen 
Entwickelungen  darstellbar  sind,  dann  ist 

^'==-l/P(cH-^'  f- y         -ypu-s)  C ^' 

'^  J(^  +  i)-)/Pi(e-^)        ^     '^  J  {^  +  s)yP^{z-\-c) 

e— a  '> "  ' 

»  t 

ryp^{c+t)dx   _   r  yp;{o~i 


b  —  c 

—  8)  de 
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und  da  die  beiden  ersten  Glieder  des  Aggregates  auf  der  rechten  Seite 
dieser  Gleichung  ffli-  #  =  0,  s  =  0  verschwinden,  so  haben  wir 


yp^{c-\-t)dx  I   yPiCc  — s)dje 


(a;+<)-)/Pi(c-a;)       J   («  +  s) /^(c  +  s) 


(7)  IiniiS"=lim 

Nun  ist  aber  offenbar  in  der  Umgebung  von  £(  =  0  beziehungs- 
weise ic  =  0 


(i/p,(c-i-^)  =  .i/-  p;(c)  1/^(1  +  ^i(^)), 
(8) 


ll/P,(c-a;)=  y-  P/(c)  ]/a;(l  +  ^,(-  a;)), 

wo  '^^{ß)  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  e  fortschi-eitende 
Reihe  bedeutet,  die  für  iSt  =  0  verschwindet.  Wir  finden  also,  wenn 
wir,  was  zufolge  der  über  ff,  x  getrojffenen  Bestimmungen  zulässig  ist, 
in  die  Integrale  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (7)  die  Ent Wicke- 
lungen (8)  einsetzen, 

i  s  1 

ff  ff 

also,  wenn  wir  weiter  entwickeln  und  t  gegen  Null  convergiren  lassen, 

lim    fjlMp^^i^    /V^, 

CT  ff 

und  analog 

Die  Gleichung  (7)  verwandelt  sich  demgemäss  in 

*=o  «=0  \J  (a;  +  i)"|/a;        J  {s~\-z)')/s  J 

Führen  wir  in  dem  ersten  Integrale  unter  dem  lim -Zeichen  durch  die 
Gleichung 

in  dem  zweiten  Integrale  durch  die  Gleichung 
eine  neue  Integrationsvariable  ein,  und  setzen 
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so  verwandelt  sich,  die  Summe  beider  Integrale  in 


ji  +  a 

g 


.3  5 


also  ergiebt  sich,  da  mit  abnehmendem  s  und  t,  p  gegen  Null  und  q 
gegen  Unendlich  convergirt, 


limßf'=2*  r-^  =  - 


Wir  finden  also  nach  Gleichung  (6) 

8  =  - 
i 

und  erhalten  somit  die  der  Gleichung  (4)   an  die  Seite    zu   stellende 

Formel 

«ii  +  l    V+2 

Beachtet  man,  dass  U  eine  ganze  rationale  Function  von  sc  und  s 
ist,  so  erkennt  man,  dass  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (4)  und 
(9)  als  homogene  bilineare  Ausdrücke  von  Periodicitätsmoduln  der 
zu  dem  Gebilde  (1)  gehörigen  canonischen  Integrale  erster  und  zweiter 
Gattung  darstellbar  sind;  sie  liefern  für 

ft,  V  =  1,  2,    ■  •  m 
die  sämmtlichen  Relationen  zwischen  diesen  Periodicitätsmoduln. 


257.  Untersuchungen  von  Pnolis,  die  an  den  allgememen  Abel'solien 
Vertausohungssatz  anknüpfen.     Die  erste  Fuohs'solie  Gleichung. 

Hen*  Fuchs  hat  nun  an  den  allgemeinen  Abel 'sehen  Vertauschungs- 
aatz,  wie  er  dui-ch  die  Gleichung  (F)  der  Nr  232  (S.  412)  für  die 
beliebige  Differentialgleichung 

(A)         i>M  =  r.'i^  +  ^.^^  +  ---  +  Ky  =  '^ 

dargestellt  wird,  ähnliche  Folgerungen  geknüpft,  wie  die,  welche  wir 
im  Yorhergehenden  für  den  besonderen  Fall  w  =  1  und  (vergL  Nr.  232, 
S.  413) 

P„(^)  =  i-P;(^) 

Sohleainger,  Differentlalgleloliuiigen    n  33 
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aus  der  Gleiclnmg  (10)  der  Nr.  232  gezogen  hatten,  und  ist  dadurch 
zu  ausserordentlicli  tief  liegenden  Ergebnissen  gelangt,  deren  Wichtig- 
keit besonders  für  die  Behandlung  von  Umkehrproblemen  bei  linearen 
Differentialgleichungen  von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung  auf  der 
Hand  liegt,  und  die  darum  der  weiteren  Foi-schung  ein  weites  und 
aussichtsvolles  Gebiet  darzubieten  scheinen. 

Indem  wir  in  der  Gleichung  (P)  die  beiden  Yariabeln  x  und  g 
mit  einander  vertauschen,  nimmt  der  Yertauschungssatz  von  Abel  die 
folgende  Gestalt  an: 

(^)    -k  ^M'')'  ^^)  -  Ä ^. C^' '»»)  =  ^yi'^x^)' 

wo  y{x)  ein  Integral  von  (A),  iqix)  ein  Integral  der  zu  (A)  adjungirten 
Differentialgleichung 

(Ao  K(yi)  =  ^ 

bedeutet,  und  wo  femer 

den  begleitenden  bilinearen  Differentialausdruck  von  (A),  U  den  Ausdruck 


(10)    u=-y(-iyf^ 


■Pjx)-P^{z)- 


=  v  V, 


^   ^  ^    (i.t*    L         X  —  8         J         Zj  jLJ     '* 

>'=0  1  X 

darstellt. 

Es   möge   die  Differentialgleichung  (A)   der   Fuchs'schen  Classe 
angehören,  ferner  sei 

p,(^)=[^(a;)r, 

wo  ^(ic)  ein  Product  von  lauter  von  einander  verschiedenen  linearen 
Factoren 

-^{x)  =  {x  —  a^---{x-  a^{x  —  &  J  •  •    {x  —  h^) 

bedeutet;  und  zwar  mögen  die  Punkte 

1'        i'  m'        wt  +  1 

diejenigen  Verzweigungspunkte  des  allgemeinen  Integrals  von  (A),  in 
denen  sich  auch  die  Integralquotienten  verzweigen,  die 

K   K  ■  "  ^^ 
dagegen  die  scheinbar  singulären  Stellen  sein. 
Wir  bezeichnen  mit 

die  Wurzeln  der  zu  x  =  a^  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichungen von  (A),  für  ;i  :=  1,  2,  •    •  m,  mit 
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^itif  Vxv  ' ' '  y»n 

die  Elemente  des  canonisdieii  Fimdamentalsystems  von  (A),  mit 

die  des  entsprechenden  (adjungirten)  Fimdamentalsystems  von  (A')  und 
setzen  voraus,  dass  die  Wurzeln  »"^i,  »"^g,  * '  **  ^  ^^^  ^^^  einander 
nictt  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  imd  dass  die  realen  Theile  dei^ 
selben  zwischen  Null  und  der  negativen  Einheit  gelegen  smd. 

Nach  den  Ergehnissen  der  Nr.  223  (S.  372)  involvirt  die  letztere 
Annahme  insofern  keine  Beschränkung  der  Allgemeinheit,  als  -wir  von 
einer  gegebenen  Differentialgleichung  stets  zu  einer  Differentialgleichung 
derselben  Classe  übergehen  können,  für  welche  diese  Annahme  erfülUt 
ist,  und  als  die  Resultate,  die  wir  im  Auge  haben,  sich  auf  die  Funda- 
mentalsubstitutionen der  vorgelegten  Differentialgleichung  beziehen, 
also  nicht  nur  für  die  specielle  Gleichung  (A),  sondern  für  jede  mit 
(A)  zur  selben  Art  gehörige  Q-leichung  Gültigkeit  haben. 

Die  Entwickelungen  der  y^^^  in  der  Umgebung  von  x=^a^  haben 
dann  die  Gestalt 

(11)  2/.,=  (^-0''"?xX«'IO  (^  =  i'«>     '•^' 

die  der  adjungirten  Integrale  lauten  (vergl.  Nr  109,  Bd.  I,  S.  391) 

(12)  %,-=ip-'^r^'~'\xi.^\%)         (^=^'^'    '^)' 

wo  die  ^  3,  ^  ^  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x  —  a^  bedeuten,  die 
für  x  =  a  nicht  verschwinden,  und  wir  sehen,  dass  die  für  die 
r    ,  J'  2,  •  •  •  »■     gemachten  Yoraussetzungen  auch  für  die  Wurzeln 

der  determinirenden  Fundamentalgleichung  der  adjungirten  Differential- 
gleichung erfüllt  sind,  d.  h.  auch  diese   untei-scheiden   sich  nicht  um 
ganze  Zahlen  und  haben  reale  Theile,  die  zwischen  Null  und  der  nega- 
tiven Einheit  liegen 
Endlich  seien 

Vi,  2/3;      y,. 

beziehungsweise 

'?ij   %,  '•  ■  % 

die  zu  rc  =  00  gehörigen  canonischen  Fundamentalsysteme  der  Diffe- 
rentialgleichungen (A)  beziehungsweise  (AT),  und  die  Wuraeln  der  zu- 
gehörigen   determinirenden    Fundamentalgleichungen    mögen    ebenfalls 

nicht  um  ganze  Zahlen  von  einander  verschieden  sein. 

33* 
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Betrachten  wir  den  Ausdruck 


n      1  —  1 


da;'-"-^ 

<=1    A=ü 


in  der  Umgebung  von  x  =  a^,  so  ist  zunächst 
also  nach  (i  —  7i  —  1)- maliger  Differentiation 

/-"-"w =y;o,{^  -  a,)-«'-'+'+'qj:r»-"(:.  i «,) , 

wo  die  "^^'""''—^^  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x  —  a^,  die  c^  Constanten 
bedeuten.  Femer  hat  man,  da  (A)  zui-  Fuchs 'sehen  Classe  gehören 
soUte  (vergl.  Nr.  62,  Bd.  I,  S.  220), 

wo  F  eine  ganze  Function  yon  dem  durch  den  Index  angegebenen 
Grade  bedeutet,  und  demgemäas 

Also  ist  in  der  Umgebung  von  x  =  a^ 

wo  die  ?|Jj^  ebenso  wie  ^  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x  —  a^  dar- 
stellen, und  daraus  folgt,  dass  dieser  Ausdi-uck  für  x  =  a  verschwindet, 
da  ja  nach  unserer  Voraussetzung  die  realen  Theile  der  Grössen 

wesentlich  positiv  sind.    D.  h.  es  ist 

(13)  lim  D.(ä/W,  s^)  =  D.„Xy¥h  ^)  =  0, 

und  analog  ergiebt  sich 

(14)         i™  ^.{jhi,  ^W)  =  -ö,=«X-^-  n{^))  =  0. 

Nun  können  wii*  sofort  zu  einer  Gleichung  gelangen,  aus  welcher 
die  Weierstrass'sche  Gleichung  (4)  durch  Specialisirung  hervorgeht. 


J."(7     IMi"  »'irti'  Tmlis'-tiln'  (ili'ii  liiMi^  r)l7 

St'i,  wu    in  iU'V  vtn'i^'t'M  NiurimiT,  /  riiic  «He  siiij^nliliTn  l*imkto 

M'Hiijuli'iult'  rur\(',  Ml  .sind  iti  der  «linrlj  /  /.i'fMi'lmit.icncn  l<]l)('nfi  dio 
Iiil«';;riil«'  \nii  (Al  uml  lA')  i'imh'uti/^  hi-slirnml.  Ii»'ili'ut,<'n  ilaiui  a,b 
M-^iMnI  y.Wfi  «i»'r  l'imkti'  '^,5  "..,••■"„ ,  iL-riiiT  «,  /j  ein  Worlliopimr 
\tin  .»",  j  mit'/  von  tU'f  Bi'.srlmlt'ciilii'ii ,  iliiss  die  SÜU'kc  (u  •  •  •  a)  und 
(/»■•  /<)  ki'iiH'ii  Punkt,  mit  finHiulfr  ^'»'luriii  liuhi'ii,  so  i'ol^l,  wonn  wir 
dii'  (ilrifliiui^  ( /')  in  lii'zu;^  aiil'  .r  von  n  Itis  «  jind  in  IJczn^  uiii'  P 
\oi\  h  bin  (i  inti'f^rinMi  und  lifiuditcn,  diiss 

/).(/'•"  ■■•^■';-,,;U-l)    -/■/»(     ",,,;,  :,).n.,„/., 

^  r-  'l 

1^1,  ifut  niirUsit-lil.  Ulli"  (i:i),  (^14)  die  der  (lli'ii'liuni;;  t,-)  iiiuiloj^'i'  (jlt'irliunj? 


»     » 

"..(.""■'■,/'':: "':)   ".(./'■"/"'•'""*')• 

i>ii'  lutr^n-ult'   li:il>fn   einen  Sinn,   du   die   nnlu'.sl.iininti-n   Intej^'ndf  nurli 
in  ilrn   l'unklen  a,  h,   wo   die   Ini.i-jrnuidrn    unciuUirli    weiden   könnton, 
7,urid^,'e    di'i-    üher   lue   VVuiZi'ln    iler    deternnnirenden    I''undMnienlid^lei 
ehuui^rn    ^'etrnlVenen    lie.siinnnnni^'eu    en<lli('lie    liestiininie    Wertlie    im- 

nellMM'U. 

Kür  die  Wtdd 

(f    '  ii   ,     h        if 

kiWmen  nun,  wenn  «he  l'n^leudnni}^  (V>)  erIVdll.  i.sl, 

'^'^  ".,  M>     /^        ",11 
Lrcniiinnifii    werden      lliMoliiel,  niiui    dann   wieder    (he  <i!<'ieliunj,n'n  (IT)), 
M)  .'ri^riflit   swd>   niil.   Itüeksield.  auf  die  Clleiehnn|Mfen  {\'.)],  {[■{)  die  er.si.e 
FuelisVidie  (jleit'liun^' 

■',,  I  I  ;'i  I  I 

(ITi  /         //'//(.')»/(-■  !'/•'• '''-■="- " 

r  '  » 

"/,  "> 

(i(,  I         I,  -,         III,  II  -|-  l  -*  1  «"  111) 

Hn^flendi    viel  schwieri^'iT   ist  die   llerleit.nn^   der  /.weiien   Kuelis 
■seilen    (ileiehunj;,    ans    welrlier    die    ^Velerstras^'.s(dle    (iloii'luni'j^    (H) 
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diircli  SpecialisiniDg  gewonnen  werden  kann;  es  handelt  aioii  dabei  um 
die  Berechnimg  des  Doppeüntegrales 

(18)  ^f^^f  j^y{^)'^(ß)^^^^' 


v+i 


258    Die  zweite  Piioh.s'scshe  Gleichung. 

Wir  führen  abilidi  wie  in  der  Nr.  256  (S.  511)  zwei  auf  der 
Curve  l  gelegene  veränderliche  Punkte  ein,  die  zu  beiden  Seiten  von 
a   ,  j,  aber  m  der  Umgebung  dieses  Punktes  liegen.    Setzen  wir  wieder 


%^i^^'. 


^  +  3  =  ^ 


fb-ti 


SO  möge  der  vemnderliche  Punkt 
auf  l  zwischen  a  und  c,  der  Punkt 

auf  l  zwischen  c  und  5  liegen.    Die  den  festen  Werthen 

s  =  6,    t  ==t 
entsprechenden  Punkte 

c  —  ö  =  a,     c  -\-  r  ==¥ 

mögen  so  beschaffen  sein,  dass,  wenn 
s  in  dem  Intervalle  von  6  bis  Null, 
und  t  in  dem  Intervalle  von  Null 
bis  t  verbleibt,  die  Punkte  |,  g  auf 
l  und  innerhalb  der  Umgebung  von  c, 
d.  h.  innerhalb  des  Kreises  verbleiben, 
der  den  Convergenzbereich  der  Ent- 
wickelungen  der  Integrale 

yfi+i,i}   '^iu+i,z 
nach    aufsteigenden    Potenzen    von 
X  —  a^  bildet  (vergl.  Fig.  18) 
Setzen  wir  dann 

I    /. 

■JJ  Uy{x)rj(e)dgdx, 
s-ig  18  so  ist  offenbar 


K 


(19) 


S^  =  hmS' 
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Femer  hat  man 

S^ 1  J  Uy{x)'rj{0)dxde, 


a      b 


also  folgt,   wenn  wir  beide  Integrationsintervalle  in   den  Punkten  a 
beziehungsweise  h'  theilen, 


n'    b'  a'     t 


a       0  a        L. 

—  S^^=  f  fjJyix)  7}  (s)  dxd0-\-  J   jUy  {x)  r]  (^)  dx  dz 

ab  ab' 

+   f  fuy{x)'niß)dxds-\-  /    f  Uyix)r]{s)dxdg. 
»/  J  «-'  f/ 


Wir  formen  nun  jedes  dieser  vier  Doppebntegrale  mit  Hülfe  der  Glei- 
chung (r)  um,  indem  wir  allemal  auf  die  Gleichungen  (13),  (14),  (15) 
Rücksicht  nehmen;  wir  erhalten  auf  diese  Weise 

a      b'  *'  . 

Jjüy{x)n{0)dxdz  =  B^^,[y{x),  jf^) 

ab  ^     ^ 

a 

f  fuy{x)n{^)dxdz  =  I)^^^.(y{x),  /^) 

t      b'  *' 

J  jTJy(x)ri{d)dxds  =  D^^  [yip),  /^) 

b  «' 

a'  «' 

Addiren   wir  diese   vier  Gleichungen   und   beachten,    dass   nach   (13), 
(14),  (15) 
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-      lim  D„|  (K-),  fe)  =  A,«  (i/W.  J^)  "« ''^  =  0 
ist,  so  erhalten  wir  nach  GHeiehung  (19) 

s  —  C  ?  =  '•  ^  ,l' 

Denken  wir  uns  das  Infcegi-al  y  von  (A)  z.  B.  dm-ch  das  Funda- 
mentalsystem 

Vi,  y^,  '  ■  •  2/«' 

das  Integral  i?  von  (A')  durch  das  adjungii-te  Fundamentalsystera 

\,  Vi,       ■  % 
dargestellt,  so  lässt  sich  das  Doppelintegral  S^^  als  ein  Aggregat  von 
Gliedern  der  Torrn 

S';^^f    JuySx)ri^{^clxäs 

dfi         a^t  +  l 


schreiben.     Seien 


(21) 


1=1 

n 


die  zwischen  den  Punkten  a  ^,^  und  cx3  vermittelnden  Uobergangs- 
substitutionen  der  Differentialgleichungen  (A)  beziehungsweise  (A'), 
dann  ist 

also  mit  Rücksicht  auf  (20) 
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Die  Bereclinimg  des  Doppelintegrales  (18)  ist  somit  auf  die  Berech- 
nung des  auf  der  rechten  Seite  unter  dem  Summenzeichen  auftretenden 
Grenzwerthes  zurückgefühii;.  Herr  Fuchs  findet,  dass  dieser 
Grenzwerth  verschwindet,  wenn  i  von  j  verschieden  ist,  und 
dass  er  für  i=j  den  Werth 

annimmt.  Wir  versagen  es  uns,  die  überaus  feine  und  eigenartige 
Rechnung,  durch  welche  Herr  Fuchs  dieses  einfache  Resultat  erzielt, 
hier  wiederzugeben,  verweisen  vielmehr  auf  die  Abhandlung  von 
Herrn  Fuchs  im  76.  Bande  des  Crelle'schen  Journals,  wo  diese  Rech- 
nung in  den  Nummern  13 — 19  auf  S.  195 — 206  durchgeführt  ist. 
Auf  GiTind  dieses  Ergebnisses  findet  Herr  Fuchs  somit  die  Gleichung 

(23)  ^"'^^=j     JuySx)ri^{^)dxd, 

die  wir  als  zweite  Fuchs 'sehe  Gleichung  bezeichnen  und  der  ersten 
m  der  Form 

(24)  J    fuy„(x)y(,)dxd,  =  0 
geschriebenen  Gleichung  (17)  an  die  Seite  stellen. 

259.  Bedeutung  der  Puoh.s'BolienGHeic]nmgen  als  Relationen  zwischen 

den  Coef&cienten  der  Fundanxentalsubstitationen  und  gewissen 

bestiimnten  Integralen. 

In  einer  späteren  Arbeit  hat  Herr  Fuchs  die  rechte  Seite  seiner 
zweiten  Gleichung  noch  etwas  umgeformt  und  aus  beiden  Gleichungen 
noch  einige  weitere  Consequenzen  gezogen,  die  wir  hier  darlegen 
wollen. 

Da  nach  dem  Theoreme  der  Nr.  23  (Bd.  I,  S.  65,' 66)  die  Sub- 
stitutionen, welche  zwei  adjungirte  Paare  von  Fundamentalsystemen  in 
einander  überfahren,  zu  einander  reciprok  smd,  söThaben  wir  für  die 
Coefficienten  der  Substitutionen  (21)  die  Beziehungen 


»=i 


V 
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wo  8^.  in  gewöhnliclier  Weise  Null  oder  Eins  bedeutet,  je  na>' 
a  von  ß  verschieden  ist  oder  nicht.  Bezeichnen  wir  also  mit  J^ 
zu  dem  Elemente  l  ,  gehörige  Subdeterminante  der  Determinani 

J  =\h  ,\        (ff, «=1,2,    .») 
und  setzen 

(26)  ^a,^iit—'-j A     f 

(26)  e3«'-/<+Ml^  =  A,, 
so  nimmt  die  Gleichung  (23)  die  Form  an 

(27)  /*      /  Uy„(x)r}Mdxd0  =  (-l)''2^-l/=3^^  • 

Die  Grössen  ;i^  sind  die  Wurzeln  der  zu  x==a^  gehörigen  T 
mentalgleichimg  der  Differentialgleichimg  (A),  also  lautet  (vergl.  3 
Bd.  I,  S.  101)  die  Pundamentalsubstitution,  die  das  Fundamental? 
[yj  von  (A)  bei  einem  Umlaufe  um  a^_^^  erleidet, 

wenn  wir  setzen 


(a,  »=1,  2,       «) 

Wenn  die  Substitution  Ä   ,  ^  bekannt  ist,  so  sind  die   Aj.,  A^, 
nach  Auflösung  einer  Gleichung  m*°^  Grades  ebenfalls  bekannt,  it 
Coefficienten   der  Substitution  B  ergeben   sich  (vergl.  Nr.  33) 
Auflösung  eines  Systems  linearer  Gleichungen.     Also  sind  die   r 
Seiten  der  Gleichungen  (27)  für 

a,  ß  =  1,  2,  ■ '  •  n 
wohlbestimmte  algebraische  Functionen  der  Coefficienten  der  Subst 
Ä   , ,,  d.  h.: 

Die  Gleichungen  (27)  repräsentiren  für 
«, /3  =  1,2,  ...w 
n^  Gleichungen  für  die  Coefficienten  der  Fundamentals  i 
tution   -^n+ii    die    das    Fundamentalsystem    [j/J   von   (A 
einem  Umlaufe  um  den  singulären  Punkt  a   ,  ^  erleidet. 

Die  Linken  Seiten  der  Gleichungen  (24)  und  (27)  lasser 
wenn  man  für  U  seinen  Ausdruck  (10)  einsetzt,  als  Aggreg-a, 
den  Integralen 
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(28) 


Ä 


al 


■j  x^y^{x)dx, 


>+ 


i  =Jx\{x)dx 


darstellen.  Denken  wir  uiis  die  Cnrve  l  als  einen  Querschnitt  und 
bezeichnen  das  eine  Ufer  desselben  als  das  positive,  das  gegenüber- 
liegende als  das  negative,  so  haben  wir  die  Integi-ale  (28)  längs  eines 
bestimmten  dieser  Ufer,  z.  B.  längs  des  positiven  zu  erstrecken  Wir 
fügen  nun  den  Integralen  (28),  füi-  ^  =  1,  2,  ••  m  —  1,  noch  die 
beiden  Systeme  von  Integralen 


«1 


K 


im) 


ttX 


dx 


hinzu,  in  welchen  die  Integration  jetzt  längs  des  negativen  Ufers 
von  l  zu  vollziehen  ist.  Dann  ist  die  Gesammtheit  der  hmtereinander 
durchlaufenen  Integrationswege 

(«1    --as),    («2    --ag),--     {a^_^---aj,    (a^      •  aj 

aequivalent  einem  geschlossenen  Umlaufe  um  den  Punkt  x=  cx>  und 
die  Punkte  &i ,  ög  ;•••&„ ;  wir  haben  also 


(29) 


(1=1 

m 

2^11  =  K., 


fX  =  l 


wo  die  (7  ,,  Ä  ,  bestimmte  Constanten  bedeuten 

Nun  ist  zufolge   der  Lagrange 'sehen  Beziehung   (Nr  24,  Bd.  I, 
S.  69,  G-leichung  (30))  für  das  Integral  y    von  (A) 

also,  gemäss  den  über  die  Wurzeln  der  determmirenden  Fundamental- 
gleichungen gemachten  Voraussetzungen, 


524  Xn    Theorie  der  Euler'schen  Transformu-ten    Kapitel  6. 

(30)  fy^ix)D:ia^')dx==0, 

y 

und  analog  folgt 

y+i 

(31)  j^/^)D>V^  =  0. 

Die  Ausdrücke 

D^{x'),    B^ix') 

sind  ganze  rationale  Functionen  von  x  Tom  Grade 

n{m  -\-  Q  —  1)  +  /l; 
setzen  wir  also  in  (30)  und  (31)  auccessive 

A  =  0,  1,2,  .     , 
so  erkennen  wir,  dass  die  Integrale  J^^l  und  JSiJ'*^  sich  durcli 
7</«)     tC«)  t(/0 


beziehungsweise 


j90'    -^(Jl?  -^^j  n(m+9-l)— 1 

homogen  lineai-  darstellen  lassen  mit  Coefficienten,  die  von  den  in  den 
Coefficienten  der  Differentialgleichung  (A)  auftretenden  constanteu 
Parametern  rational  abhängen. 

Es  sind  also  die  Coefficienten  der  Pundamentalsnbstitu- 
tionen  ^^j_j.i  mit  den  Grössen 

(32)  J^l^    Kl^^  (a  =  i,s,      «,  ;i  =  0,l,       n{m+Q-l)-l) 

und  den  in  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  auf- 
tretenden Parametern  durch  die  Gleichungen  (27)  algebraisch 
verknüpft,  während  zwischen  den  Grössen  (32)  und  den  Para- 
metern der  Differentialgleichung  die  Gleichungen  (24)  be- 
stehen. Ueberdies  befriedigen  die  Grössen  (32)  für  ^  =  1,  2^ . . .  nt 
noch  die  Gleichungen  (29). 

Man  wird  mit  diesem  Ergebnisse  einei-seits  die  Resultate  der 
Nummern  207  (S.  302)  und  225  (S.  381,  382),  andererseits  die  in  der 
Nr.  242  (S.  455)  erwähnten  Beziehungen  zwischen  den  Coefficienten 
der  Uebergangssubstitutionen  in  Verbindung  zu  setzen  haben. 


Nachträge  und  Bericlitigmigen 
zum  ersten  Bande. 


S.  3,  Zeile  9  v  o.  ist  statt  „elliptiscilen"  besser  zu  setzen  „doppelt- 
periodisclieii". 

S.  15,  Zeile  1  v  o  lies  (2)  statt  (3). 

S  23,  Zeile  15  v  o.  lies  (2)  statt  (6). 

S.  23,  Zeile  2  v.  u.  lies  (6)  statt  (5). 

S.  27  am  Kopfe  lies  10  statt  11. 

S  54,  Grleicli  (1)  und  S.  55,  Gleich.  (B)  auf  der  rechten  Seite, 
S.  61),  Grleicli.  (31)  auf  der  linken  und  in  der  zweiten  Q-leichung  von 
(32)  auf  der  rechten  Seite,  ist  am  Pusse  des  ersten  Summenzeichens 
zu  setzen  x  =  1  statt  3«  =  0 . 

S  63  ist  hinter  der  ersten  Gleichung  von  (19)  zu  setzen 

st  =  0,  1,  •    •  (w  —  2)    statt    jf  =  0,  1,  . .    (m  —  1) 

S.  95,  Zeile  14  v.  u.  Die  reciproke  Substitution  müsste  genauer 
in  der  Form 

Kx)  C/<,x  =  l,2,        ,i) 

geschrieben  werden,  wo 

ä'   =  a' , 

ist.    Ebenso  müsste  die  Gleichung  in  Zeile  9  v  u.  lauten 

wo 

ä,    =  a  , 

hx  xh 

gesetzt  wurde.    Der  einfacheren  Schreibweise  wegen  wurde  aber  hier 
ebenso  wie  auch  oft  im  Folgenden  die  aus  einer  Substitution 

durch  Transposition  hervorgehende  Substitution  schlechtweg  durch 

bezeichnet. 

S.  102,  Zeile  9  v.  u.  Hes  „Nr.  30  (S.  93)"  statt  Nr.  31. 
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S  103.  Für  den  Zeile  6  v.  o  erwähnten  Determinantensatz  vergl. 
die  Nr.  167  (S.  127  ff.  des  vorliegenden  Bandes). 

S  113,  Zeile  20  v.  o  ist  zwischen  „etwa"  und  „Functionen"  ein- 
zuschalten „linear  unabhängige" 

S.  127,  Zeile  8  v  o  ist  zwischen  „Raugzahlen"  und  „bilden"  ein- 
zuschalten „von  n  subtrahirt";  Zeile  14  V.  o.  und  5  v.  u  lies  „Minuendus" 
statt  „Subtrahendus". 

S.  133  ff.  Riemann  bezeichnet  eine  Stelle,  die  nach  unserer 
Terminologie  ein  ^- fach  er  Windungspunkt  genannt  wird,  als  einen 
(^Q  —  1)- fachen  Windungspunkt. 

S.  140,  Zeile  12  v.  u.  lies  „keine  negativen"  statt  „nur  positive" 

S.  142,  Zeile  7  v.  o  ist  auf  der  rechten  Seite  der  Q-leichung  dem 
Gliede  x'^^f^-^  der  Factor  log  x  hinzuzufügen. 

Zu  Nr.  53  (Bd.  I,  S   184 ff.): 

Das  auf  S.  185  (Bd.  I)  angegebene  allgemeine  Kriterium  für  die 
Existena  einer  zum  Exponenten  r^  gehörigen  Reihe  g(x,  r),  wonach 
der  Rang  des  Systems  (87)  mit  dem  Range  des  Systems 

übereinstimmen  muss,  führt  auch  leicht  auf  ein  von  Herrn  Heffter 
aufgestelltes  Verfahren  zur  Entscheidung  der  in  Rede  stehenden  Frage. 
Wir  bezeichnen  kurz  die  Elemente  a^^  des  Systems  (37)  als  die 
Diagonalglieder.  Multiplicirt  man  dann  die  Elemente  der  nicht  ver- 
schwindende Diagonalglieder  enthaltenden  (Vertical-)Reihen  des  Systems 
(37)  mit  geeigneten  Constanten  und  addirt  dieselben  zu  den  Elementen 
der  vorhergehenden  Reihen  hinzu,  so  kann  man  das  System  (37)  in 
ein  anderes  umformen,  in  welchem  alle  Elemente,  die  nicht  Diagonal- 
glieder sind  oder  in  einer  der  Zeilen 

stehen,  verschwinden.  Multiplicirt  man  ferner  die  Elemente  der  nicht 
verschwindende  Diagonalglieder  enthaltenden  Zeilen  mit  geeigneten  Con- 
stanten und  addirt  sie  zu  den  Elementen  der  folgenden  Zeilen  hinzu, 
so  kann  man  zu  einem  Systeme 

(37a)  (ä  ^         ("=  ^^'  •  'o.\ 

gelangen,  in  welchem  auch  noch  diejenigen  Elemente  der  Zeilen 
^x-if  ^x-sj      ■  ^0  verschwinden,  die  nicht  in  einer  der  Reihen 

stehen.     Von  dem  so   erhaltenen  Systeme  (37a)   ist  zunächst  evident. 
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dass  sein  Rang  mit  dem  Range  von  (37),  und  dass  ebenso  der  Rang 
des  Systems 

(ä^ß)  (ff,/*  =  1,2,       «o) 

mit  dem  des  Systems  (0)  übereinstimmt. 
Bezeichnet  man  durch 

(I)  2;,_„^^_       ^  (ff.|?,       y  =  0,l,       .) 

die  Determinante,  welche  aus  2^  (Bd.  I,  S.  187)  hervorgeht,  indem  man 
die  Zeilen  und  (Vertical-)Reihen  s^,  s^,  -  -    s    weglässt,  und  setzt 

so  ist  klar,  dass  die  sämmtlichen  Determinanten  (I)  ebenso  wie  die  2' 
selbst,  gebildet  aus  den  Elementen  des  Systems  (37),  denselben  Werth 
haben,  wie  die  entsprechenden  Determinanten,  gebildet  aus  den  Ele- 
menten von  (37a).  Für  das  letztere  System  übersieht  man  aber  un- 
mittelbar, dass 

ist.    Bei  Entscheidung  der  Frage,  ob  sich  für  g^i^^  ein  von  Null  ver 
Bchiedener  Werth  ergiebt,  kommen  aber  offenbar  diejenigen  Zeilen  und 
Reihen,  die  abgesehen  von  dem  Diagonalgliede  aus  lauter  Nullen  be- 
stehen, nicht  in  Betracht.    Wir  können  also  das  System  (37)  beziehungs- 
weise (37a)  durch  das  System 

ersetzen.  Nun  muss  jedenfalls  die  Determinante  2^  verschwinden; 
wenn  (vergl.  (a),  Bd  I,  S.  188) 

^i-i  =  ^,     ^i  +  0 
ist,  so  folgt  aus  (in) 

ä  =0,     ä  4=0         (A=x— i  — 1,  X  — .  — 2,     0) 

und  wir  können  offenbai-  das  System  (37  b)  noch  weiter  reduciren, 
indem  wir  die  Zeilen,  welche  den  Werthen 

entsprechen,  weglassen,  so  dass  also  das  System 

(37«)  (».,)    (;:.,x-\',  X-J;) 

verbleibt,  dessen  Rang  mit  dem  Range  des  Systems 

(IV)  (ä^P  («,/'  =  »;,_l,-        '>c-i) 
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überemstimmen  miiss.    Hiei-für  ist  nothwendig 


und  stets  Miireiclieiid 


a         „==0         (/«=i,2,     i) 

*X  — (U»  " 

Die  letzteren  Gleichungen  besagen  nichts  Anderes,  als  dass  die  Deter- 
minanten (/3)  (Bd.  I,  S.  188)  sämintlich  yersch winden.  In  der  That 
folgt  z.  B.  aus  (ni)  und  aus  der  GHeicbung 


^0,  x-l,«-2, 

^0'  ^x-lJ  ^x-3»   ' 

■  ■  ^y-n+i 

x-fi+1           1 

\         ^y-U  ^x-2>   ■  ' 

■    ^y~n+i. 

h. 


(r)  2 


(vergl  Bd  I,  S.  188,  wo  diese  Gleichung  für  jt  =  *  angegeben  ist*)) 
unmittelbar 

«^_^tV  x>'«x-l.»x— 3.       *x-/j+l  -^      "x-zt-O      0      1  fi  —  l 

Damit  ist  zunächst  die  auf  S.  189  (Bd.  I)  angegebene  stets  hinreichende 
(nur  im  Falle,  wo  das  System  (0)  vom  Range  r^  —  r^  —  i  ist,  auch 
uothwendige)  Bedingung  unmittelbar  in  Evidenz  gesetzt. 

Nimmt  man  die  stets  nothwendige  Bedingung  (V)  als  erfüllt  an, 
so  kann  man  das  System  (37e)  durch 

(ä    ^         /""°    «-S'     *"-<'    \ 

V.   aßJ  V/*  =  0,»x_l,       »x-i+l/ 

ersetzen,  welches  jetzt  genau  dieselbe  Beschaffenheit  besitzt  wie  das 
ursprüngliche  (37).  Reducirt  man  dasselbe  auf  die  für  (37)  angegebene 
Weise,  so  kommt  man  wieder  auf  eine  stets  nothwendige  und  eine 
Gruppe  stets  hinreichender  Bedingungen.  Setzt  man  die  nothwendige 
Bedingung  als  erfüllt  voraus,  so  hat  das  reducirte  System  wieder  die 
Form  von  (37),  und  man  kann  diese  Reduction  so  lange  wiederholen, 
bis  ein  System  erscheint,  welches  aus  einem  einzigen  Elemente  besteht 
Dieses  Element  muss  dann  verschwinden. 


S.  195,  Zeile  9  v.  u  ist  das  specielle  Kriterium  (Bd.  I,  S  189) 
gemeint  Die  Zeile  9 — 16  v.  o  für  r  gemachte  Bemerkung  gilt  natür- 
lich auch  für  jedes  r^  (a=i,a,  x),  da  offenbar  die  zu  den  Exponenten 
»•jj,  r^,    •    r^  gehörigen  Reihen  in  der  Fonn 


r  =  0 


*)  Daselbst  ist  auf  der  rechten  Seite  r„  an  die  Stelle  von  r  zu  setzen. 
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darstellbar  sind.    Darum  liefert  das  specielle  Kriterium  eben  für  jedes 
a  =  1,  2,    ■  •  X  die  nothTvendigen  und  hinreichenden  Bedingungen. 

S.  210,  Zeile  1,  2  y  o.  ist  in  den  Gleichungen  |  statt  x  als  un- 
abhängige Variable  der  Differentialquotienten  zu  schreiben,  also 

ä^ll^    ^,  .  .  .     statt     ^,    ':^,     .    . 

S.  218.  Die  m  ■  n  Functionen  y^^  brauchen  (vergl  Thomö,  Crelle's 
Journal,  Bd.  115,  S.  138  fP.)  im  Allgemeinen  nicht  linear  unabhängig 
zu  sein.     Sind  nur  l  <  mn  derselben,  etwa 

Vi,  Vi,  ■    •  Vn 
von   emander  linear  unabhängig,   so   befriedigen   alle  y^^  die  Hneare 
Differentialgleichung  Z*°'  Ordnung 

-D(2/i,  2/2' ••    2//)    ~     ' 

von   der   ebenso   wie   a   a   0.  für   die  Differentialgleichung  (3)   folgt, 
dass  ihre  Coeffiicienten  rationale  Functionen  von  x  sind. 

S.  222,  Zeile  15  v.  u.,  unter  dem  27- Zeichen  hes  g^{Q)  statt  g^io). 

.rn — 1.. 

S.  244,  Zeile  11  v.  u.  lautet  der  Coefficient  von  4-  nicht  q„, 

sondern  g^i- 

S  257,  Zeile  10  v.  o.,  in  der  Formel,  lies  im  Nenner  ß  —  1 
statt  ß-\-l. 

S.  288,  Zeile  3  v.  o.  muss  es  im  Coefficienten  von  e^'*~^^  heissen 

n  —  1        2  ,1,  ,51  —  1        2 

^1         S*^^       +-2^^1- 


2n    -'^i  '       2n 

S.  307,  Nr.  86.  Wenn  in  der  Differentialgleichung  (A)  der  Coeffi- 
cient der  (n  —  1)**''  Ableitung  nicht  verschwindet,  so  besitzt  die  aus 
den  Coefficienten  der  Recursionsformel  gebildete  unendliche  Determi- 
nante nicht  mehr  die  Normalform  (Nr.  77,  Bd.  I,  S.  276),  man  kann 
aber  die  Convergenz  derselben  erweisen,  indem  man  sich  des  folgenden 
von  Herrn  Helge  von  Koch  (Comptes  Rendus,  1893^,  S  179 ff.)  auf- 
gestellten Satzes  bedient 

Herr  von  Koch  definirt  (a.  a.  0)  die  Convergenz  einer  unend- 
lichen Determinante,  indem  er  von  der  Darstellung  HI  (Nr.  78,  Bd.  I, 
S.  278)  ausgeht     Die  unendliche  Determinante 

wird   also  convergent   genannt,   wenn   das  Product    /  /  a^^    unbedingt 
convergent  ist,  und  die  Summe  der  Producte  ' 

SohlealngOT,  Siffureutlalgleichimgen     IL  34 
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einen  endlichen  Wertii  besitzt.  Als  Verallgemeinerung  des  (Poincarö- 
sdien)  Satzes  (Nr  77,  Bd.  I,  S.  276),  dass  die  unendliclie  Detenninante 
convergirt,  wenn  die  Reihen 

l  X 

convergent  sind,  ergiebt  sich  dann  der  gedachte  Satz: 

Die  unendliche  Determinante  B  ist  convergent,  wenn  die 
Reihen 

i  I  j  X  i  j  X  l 

conTergent  sind. 

S  311  muss  Zeile  2,  3,  4  v.  o.  lauten:  „so  ist  nach  dem  Multi- 
plicationstheoreme  der  unendlichen  Determinanten  die  aus  den  d  ge- 
bildete Determinante  convergent  und  gleich  dem  Producte  von  A{q) 
und  H(p),  d  h.  wir  haben". 

Zu  den  Nummern  95,  96  (Bd.  I,  S  339 ff.): 

S.  340,  Gleichung  (10)  lautet  der  Factor  von  D^  auf  der  rechten  Seite 
nicht  r,  sondern  v^  GHeichung  (11)  lautet  der  Nenner  im  letzten  Gliede 
der  linken  Seite  x  *  und  nicht  x  . 

S.  841  ff.  ist  es  vielleicht  zweckmässig,  deutlicher  hervortreten  zu 
lassen,  dass  die  Darstellbarkeit  der  Function  w  in  der  Form 

d.  h.  die  Convergenz  der  Reihe  auf  der  rechten  Seite,  ausdrücklich  ge- 
fordert wird.    Es  möge  darum 

S.  341,  Zeile  5 — 7  v.  o.  lauten:  „der  Differentialgleichung  (9t)  dar- 
stellt, und  wenn,  falls  wir  setzen 

die  so  definirte  Function  w  von  ^  in  der  Form". 

S.  342,  Zeile  10  v.  u.  ist  an   Stelle  von  „Differentialgleichung" 

besser  zu  setzen  „Gleichung".    Die  auf  S.  342  definirten  w?^  (;i=i,3,     ») 

sind  natürlich  von  den  auf  S.  341  eiageführten  w^  auseinander  zu  halten. 

S  348  am  Schlüsse  der  Nr.  96  wäre  noch  Folgendes  hinzuzufügen: 

Im  Allgemeinen  ist  f ür  «  >  0  eine  Entwickelung  der  Function 

V 

w  =  — 
nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  |  nicht  möglich,  sondera  die  Ent- 
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Wickelung  von  w  nach  Potenzen  von  |  enthält  noch  unendlich  viele 
negative  Potenzen.  Die  Bestimumng  der  w^,  ü^,  8^  ist  aber  gleichwohl 
auf  die  angegebene  Weise  möglich,  diese  Grössen  stellen  jedoch  keine 
Lösungen  der  Gleichungen  (11),  (12),  (21)  dar,  wir  können  vielmehr 
nur  sagen:    In 

fallen  die  x  -f-  1  niedrigsten  Potenzen  von  |  und  folglich  in 

_.  «     I  « —  1      r  I 

die  ;£  +  1  höchsten  Potenzen  von  x  weg.     Es  ist  also 

wo  J5jj  eine  einfach  zu  bestimmende  Constante  bedeutet. 

Die  Bedingungen  dafür,  dass  die  e^^  wirkliche  Lösungen  der  Diffe- 
rentialgleichung (%)  darstellen,  ergeben  sich  mit  Rücksicht  auf  den 
Umstand,  dass  die  für  iv  angesetzte  Reihe 

«ü^Co  +  ß^l  +  Cgf +  •    ., 

falls  sie  convergent  ist,  mit  der  oi^^'^  Potenz  von  |  abbrechen  muss,  in 
der  Form,  dass  die  Coefficienten 

verschwinden  müssen. 

S  343,  in  der  Gleich.  (15)  sind  im  Coefficienten  von  u  die  Glieder 

K  +  Ox,.  +  9>M~"  +  !>>..-.)  +  ■■■  +  9»(„_„«(t'.  +  Sx.^)  +  y„ 
hinzuzufügen;  entsprechend  ist 

S.  344  in  der  ersten  Gleichung  oben  im  Factor  von  u  der  Coeffi- 
cient  von  ^(«-^H'^+i)  gtatt  &„_i^i<7^  gleich 

zu  nehmen,  und  auch  (Zeile  11  v.  o.)  in  dem  Ausdrucke  für  die 
determimrende  Function  das  Glied  -|-  J?^  hinzuzufügen,  wo  B^  die 
durch  die  Gleichung  (14a)  definirte  Grösse  bedeutet. 

S.  346,  Zeile  12  v.  u.  ist  hinter  „von  x"  hinzuzufügen  „mit  einer 
endlichen  Anzahl  von  Potenzen  mit  positivem  Exponenten". 

S  347,  Zeile  11  v  o.  ist  hmter  „dass"  einzuschalten  „seine  loga- 
rithmische Ableitung  für  a;  =  oo  von  endhcher  Ordnung  unendlich 
wird  und  überdies" 

S.  402  in  der  Gleichung  (31)  hat  man,  da  ^   =  1  zu  nehmen  ist, 

für  v>0 

y      =0. 
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S.  404;  Zeile  6  v.  u.  und  S.  4ür>,  Zeile  1  v  o.  hos  i/,  statt  //.,. 

S.  409,  Nr.  114  ist  stillscliweigend  die  Voraussctzuiif^  ^aMimclit, 
dasa  <p^(s),  %(ß)  keinen  gemeiniaamen  Tlieilur  bositzon  VViln*  t'twii 
{e  —  af  ein  gemeinsamer  Tlieiler  dieser  boidoii  gfinzen  Fmirtitnii'U,  >•> 
besässe  (A^)  offenbar  die  Lösnngon 

nx  itx  i  —  I  /' ' 

c    ,   xe    ,  '  •  •  X      (•    . 
S.  410,  Zeile  13  v.  ii.  soll  knten 

6     ,   ==  .V    .S',  .S"         8,       . 

vS  421  oben.  Die  Definition  von  Ffp)  dmrli  das  Hogcimnntf, 
Eulor'scbe  Integral  zweiter  Gattung 


00 


gilt  natürlich   nur  für  Wurthe   von   ^>,    dore?i   realer  'J'licil   pohüiv   i^t 
Für  ein  boliebigoy  q  hat  oben  die  ülciolinng 


als  Definition  von  F^q)  zu  gelten,  wo  die  Iniegniiion  längs  des  S.  -l :.'<•. 
Zeile  Ü — 3  V.  u.  (Bd.  J)  hcschricibenen  Wdgcs  zu  ('rNtr('»5ki.'n  ist. 
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